Exemple de sous-algébre commutative de M, (K)

Dans cette partie K = C. Pour tout (ag,- - ,an—1) € K", on pose :
ag ap—1 -+ a1
a1 ag PN as
J(a07 e 7a'n—1) -
p—1 Qap—-2 - [¢0]
00 0 1
10 00
et |01 0 0
00 -~ 10
Ainsi, le coefficient d’indice (¢, j) de J(aog, - ,an—1) est a;—; si i > j et a;_ 4y si i < j.

Soit A I’ensemble des matrices de M,,(K) de la forme J(ag, - ,an—1) ot (ag,- -+ ,an—1) € My (K)™.
A-T) Une sous-algébre de M, (K).

1. Considérons ¢ ’endomorphisme de K™ canoniquement associé a J et B. = (e1,--- ,e,) la base canonique de K”.
a) Calculer pour tout j € [1,n], p(e;).

(
(b) En déduire pour tout k € [1,n], ¢*(e;).

(c) Ecrire sans justification les matrices J2, J* et J" ou k € [1,n — 1].

(d) Exprimer pour tout (ag,- -+ ,an_1) € K, J(ag,- -+ ,a,_1) en fonction des J* o k € [0,n — 1].
2. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M,,(K) dont vous donnerez une base.

3. Soit M une matrice de M, (K). Montrer que M commute avec J si et seulement si M commute avec tous les éléments

de A.

4. Montrer que A est une sous-algébre commutative de M, (K).

A-IT) Diagonalisation de J puis de A.

Notons w = et . Pour tout k € [0,n — 1], notons

(wk)n—l
(wk)n—2
Cr =
Wk
1
et @ la matrice de M,,(K) formé des n colonnes dans l'ordre Cy, C1, -+, Cp—1.

1. Montrer que pour tout k € [0,n — 1], JC), = w*C,.
2. On considére 'application linéaire f de C,,—1[X] dans M, 1(C)
P(w1)
P(w"™2)
qui & un polynéme P associe la matrice colonne :
P(w)
P(1)
(a) Montrer que f est un isomorphisme de C,,_1[X] sur M,, 1(C).
(b) Montrer que la matrice de f exprimée dans les bases canoniques de C,,_1[X] et de C™ est la matrice Q.
(c¢) En déduire que (Cy,...,C,—1) est une base de C".
3. Ecrire D, la matrice de ¢ dans la base (Co,...,Cpr_1).
4. Justifier que que Q~1JQ = D.
5. Montrer que pour tout A dans A, Q' AQ est une matrice diagonale.
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A-T) Une sous-algébre de M, (K).




1. (a) Par définition de ¢, ¢(e;) est la jéme colonne de j, ou plus rigoureusement le n-uplet dont les coordonnées sont
données par cette colonne. On lit donc

Vie[lin—1] o(ej) =€js1 et o(en) =e1.

(b) On a
Vielin=2] @*(e;) =p(ej41) = €jy2, @ (en—1) =plen) =e1 et @*(en) = p(e1) = ea.

Plus généralement, pour k € [1,n],

Viell,n—k] ¢"(e;) =ejpx et Vjien—k+1,n] ©"(e;) =ej_np:

=1 - <O;:L__22 OnI_22 2) et J* = (Ollfnn__kk Onj_kk k> (Isksn-1).

De plus, J" = I,.
(d) Soit (ag, -+ ,an—1) € K™ On a

n—1
J(ag, -+ ,an_1) = Zak.]k.
k=0

2. On vient de montrer que

n—1
A= {Zaka, (ag, -+ ,an_1) € K"} = Vect(I,, J, J?*...,J"h).
k=0

Ceci démontre que A est un sous-espace vectoriel, engendré par la famille (I,,,J, J%...,J" 1. Si ag,...,a,_1 sont n
n

scalaires de K tels que Y apJ*® = 0,,.,, alors J(ag, - ,an_1) est la matrice nulle, ce qui donne ag = -+ ,a,_1 = 0
k=0

(lecture des coefficients). La famille (I,,,.J, J?...,J"~!) est donc libre; ceci achéve de prouver que c’est une base de A.

3. Si M commute avec tous les éléments de A, il est clair qu’elle commute avec J puisque J est dans A.
Démontrons la réciproque, en supposant que M commute avec J. Soit A une matrice de A. Il existe ag, . ..a,_1 tels que

A=Y apJ*. Alors,
k=0

n—1 n n n
MA=M (Z ak.]k> => apMJ* =" apJ"M = (Z aka> M = AM.
k=0 k=0 k=0 k=0

On a utilisé que M commute avec toute les puissances de J ce qui s’obtient par une récurrence immeédiate.

4. e Nous avons montré en question 5 que .4 est un sous-espace vectoriel de M, (K).

e Démontrons la stabilité par produit. Soient A = J(ao,...,an—1) et B = J(bo,...,b,_1) deux matrices de A. On calcule
n—1 n—1 el m1
AB = (Z aka> <Z prP> =3 > arb,J¥P € Vect (I, J, -+, J*"?).
k=0 s porird

Or, Vk € [0,n — 1] J*tk = Jgn. gk = I,JF = J*. Ainsi,
Vect(I,,J,--- ,J*"2) = Vect(I,, J,--- ,J" 1) = A.

On a donc AB € A ce qui achéve de montrer que A est stable par produit.
e La logique de I’énoncé serait d’utiliser la question précédente... mais maintenant qu’on a développé AB au-dessus, on
peut tout simplement factoriser pour obtenir AB = BA.

A-IT) Diagonalisation de J puis de A.




1. On identifie ici M, 1(K) et K", la matrice J et 'application ¢.

j=1
= DR e+ (@) e
=2
_ wk <(wk)”1el + Z(wk)nlel>
=2
::wkC%.

2. (a) Un polynome P est dans le noyau de f s’il est de degré inférieur ou égal & n — 1 et s’il admet au moins n racines
distinctes deux & deux. Ainsi, ker f = {0} donc f est injective. De plus, dim C,,_1[X] = dim M,, 1(C) donc f est
bijective.

(b) En remarquant que pour tout k € [0,n — 1],

et que
F(X?) = Cy
on en déduit que @Q est la matrice de f exprimée dans les bases canoniques de C,,_1[X] et de C™.

(¢c) Comme f est un isomorphisme, I'image de la base canonique de C,,_1[X] est une base de C". Alors, la famille
(f(U), fF(X),-, f(X™1)) = (Co,...,Cp_1) est une base de C.

3. La famille (Cp,...,Cp,_1) est une famille libre de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n. C’est donc une
base de C". D’aprés la question a, ¢(C},) = w*C} pour tout k € [1,n — 1]. On a donc

1
w
D= w?
wn—l
4. Notons ) la matrice de passage de la base canonique a la base (Cy,...,C,_1) (Q est la matrice dont les colonnes sont
les C}). Cette matrice de passage est inversible et d’aprés la formule du changement de base,
Q~'JQ =D.

n—1
5. Soit A € A. 1l existe ag, . ..,a,_1 € K tels que A= Y apJ*. On a
k=0

n—1 n—1
Q'AQ=Q" (Zakﬁ> Q=) wQ Q.

k=0 k=0
Une récurrence classique et facile permet de montrer que Yk > 0 Q7 1J*Q = (Q~1JQ)* = D*. On a donc
n—1
Q'AQ =) arDF,
k=0

qui est bien une matrice diagonale.



