
Exemple de sous-algèbre commutative de Mn(K)

Dans cette partie K = C. Pour tout (a0, · · · , an−1) ∈ Kn, on pose :

J(a0, · · · , an−1) =


a0 an−1 · · · a1
a1 a0 · · · a2
...

...
...

an−1 an−2 · · · a0



et J =


0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

. . .
...

...
0 0 · · · 1 0


Ainsi, le coe�cient d'indice (i, j) de J(a0, · · · , an−1) est ai−j si i ≥ j et ai−j+n si i < j.
Soit A l'ensemble des matrices de Mn(K) de la forme J(a0, · · · , an−1) où (a0, · · · , an−1) ∈Mn(K)n.

A-I) Une sous-algèbre de Mn(K).

1. Considérons ϕ l'endomorphisme de Kn canoniquement associé à J et Bc = (e1, · · · , en) la base canonique de Kn.

(a) Calculer pour tout j ∈ J1, nK, ϕ(ej).
(b) En déduire pour tout k ∈ J1, nK, ϕk(ej).

(c) Écrire sans justi�cation les matrices J2, Jk et Jn où k ∈ J1, n− 1K.
(d) Exprimer pour tout (a0, · · · , an−1) ∈ Kn, J(a0, · · · , an−1) en fonction des Jk où k ∈ J0, n− 1K.

2. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de Mn(K) dont vous donnerez une base.

3. Soit M une matrice de Mn(K). Montrer que M commute avec J si et seulement si M commute avec tous les éléments
de A.

4. Montrer que A est une sous-algèbre commutative de Mn(K).

A-II) Diagonalisation de J puis de A.
Notons ω = ei

2π
n . Pour tout k ∈ J0, n− 1K, notons

Ck =


(ωk)n−1

(ωk)n−2

...
ωk

1


et Q la matrice de Mn(K) formé des n colonnes dans l'ordre C0, C1, · · · , Cn−1.

1. Montrer que pour tout k ∈ J0, n− 1K, JCk = ωkCk.

2. On considère l'application linéaire f de Cn−1[X] dansMn,1(C)

qui à un polynôme P associe la matrice colonne


P (ωn−1)
P (ωn−2)

...
P (ω)
P (1)

.

(a) Montrer que f est un isomorphisme de Cn−1[X] surMn,1(C).
(b) Montrer que la matrice de f exprimée dans les bases canoniques de Cn−1[X] et de Cn est la matrice Q.

(c) En déduire que (C0, . . . , Cn−1) est une base de Cn.

3. Ecrire D, la matrice de ϕ dans la base (C0, . . . , Cn−1).

4. Justi�er que que Q−1JQ = D.

5. Montrer que pour tout A dans A, Q−1AQ est une matrice diagonale.

Corrigé Sujet adapté de Centrale PC 2019

A-I) Une sous-algèbre de Mn(K).
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1. (a) Par dé�nition de ϕ, ϕ(ej) est la jème colonne de j, ou plus rigoureusement le n-uplet dont les coordonnées sont
données par cette colonne. On lit donc

∀j ∈ J1, n− 1K ϕ(ej) = ej+1 et ϕ(en) = e1.

(b) On a
∀j ∈ J1, n− 2K ϕ2(ej) = ϕ(ej+1) = ej+2, ϕ2(en−1) = ϕ(en) = e1 et ϕ2(en) = ϕ(e1) = e2.

Plus généralement, pour k ∈ J1, nK,

∀j ∈ J1, n−kK ϕk(ej) = ej+k et ∀j ∈ Jn−k + 1, nK ϕk(ej) = ej−(n−k).

(c)

J2 =


1

1
1

. . .
1

 =

(
02,n−2 I2
In−2 0n−2,2

)
et Jk =

(
0k,n−k Ik
In−k 0n−k,k

)
(1 ≤ k ≤ n− 1).

De plus, Jn = In.

(d) Soit (a0, · · · , an−1) ∈ Kn. On a

J(a0, · · · , an−1) =

n−1∑
k=0

akJ
k.

2. On vient de montrer que

A =

{
n−1∑
k=0

akJ
k, (a0, · · · , an−1) ∈ Kn

}
= Vect(In, J, J

2 . . . , Jn−1).

Ceci démontre que A est un sous-espace vectoriel, engendré par la famille (In, J, J
2 . . . , Jn−1). Si a0, . . . , an−1 sont n

scalaires de K tels que
n∑

k=0

akJ
k = 0n,n, alors J(a0, · · · , an−1) est la matrice nulle, ce qui donne a0 = · · · , an−1 = 0

(lecture des coe�cients). La famille (In, J, J
2 . . . , Jn−1) est donc libre ; ceci achève de prouver que c'est une base de A.

3. Si M commute avec tous les éléments de A, il est clair qu'elle commute avec J puisque J est dans A.
Démontrons la réciproque, en supposant que M commute avec J . Soit A une matrice de A. Il existe a0, . . . an−1 tels que

A =
n∑

k=0

akJ
k. Alors,

MA = M

(
n−1∑
k=0

akJ
k

)
=

n∑
k=0

akMJk =

n∑
k=0

akJ
kM =

(
n∑

k=0

akJ
k

)
M = AM.

On a utilisé que M commute avec toute les puissances de J ce qui s'obtient par une récurrence immédiate.

4. • Nous avons montré en question 5 que A est un sous-espace vectoriel de Mn(K).
• Démontrons la stabilité par produit. Soient A = J(a0, . . . , an−1) et B = J(b0, . . . , bn−1) deux matrices de A. On calcule

AB =

(
n−1∑
k=0

akJ
k

)(
n−1∑
p=0

bpJ
p

)
=

n−1∑
k=0

n−1∑
p=0

akbpJ
k+p ∈ Vect(In, J, · · · , J2n−2).

Or, ∀k ∈ J0, n− 1K Jn+k = Jn · Jk = InJ
k = Jk. Ainsi,

Vect(In, J, · · · , J2n−2) = Vect(In, J, · · · , Jn−1) = A.

On a donc AB ∈ A ce qui achève de montrer que A est stable par produit.
• La logique de l'énoncé serait d'utiliser la question précédente... mais maintenant qu'on a développé AB au-dessus, on
peut tout simplement factoriser pour obtenir AB = BA.

A-II) Diagonalisation de J puis de A.
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1. On identi�e ici Mn,1(K) et Kn, la matrice J et l'application ϕ.

JCk = ϕ

 n∑
j=1

(ωk)n−jej


=

n∑
j=1

(ωk)n−jϕ(ej)

=

n−1∑
j=1

(ωk)n−jej+1 + (ωk)n−ne1

=

n∑
l=2

(ωk)n−l+1el + (ωk)ne1

= ωk

(
(ωk)n−1e1 +

n∑
l=2

(ωk)n−lel

)
= ωkCk.

2. (a) Un polynôme P est dans le noyau de f s'il est de degré inférieur ou égal à n − 1 et s'il admet au moins n racines
distinctes deux à deux. Ainsi, ker f = {0} donc f est injective. De plus, dimCn−1[X] = dimMn,1(C) donc f est
bijective.

(b) En remarquant que pour tout k ∈ J0, n− 1K,

Ck =


(ωn−1)k

(ωn−2)k

...
ωk

1


et que

f(Xk) = Ck

on en déduit que Q est la matrice de f exprimée dans les bases canoniques de Cn−1[X] et de Cn.

(c) Comme f est un isomorphisme, l'image de la base canonique de Cn−1[X] est une base de Cn. Alors, la famille
(f(1), f(X), · · · , f(Xn−1)) = (C0, . . . , Cn−1) est une base de Cn.

3. La famille (C0, . . . , Cn−1) est une famille libre de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n. C'est donc une
base de Cn. D'après la question a, ϕ(Ck) = ωkCk pour tout k ∈ J1, n− 1K. On a donc

D =


1

ω
ω2

. . .
ωn−1

 .

4. Notons Q la matrice de passage de la base canonique à la base (C0, . . . , Cn−1) (Q est la matrice dont les colonnes sont
les Ck). Cette matrice de passage est inversible et d'après la formule du changement de base,

Q−1JQ = D.

5. Soit A ∈ A. Il existe a0, . . . , an−1 ∈ K tels que A =
n−1∑
k=0

akJ
k. On a

Q−1AQ = Q−1

(
n−1∑
k=0

akJ
k

)
Q =

n−1∑
k=0

akQ
−1JkQ.

Une récurrence classique et facile permet de montrer que ∀k ≥ 0 Q−1JkQ = (Q−1JQ)k = Dk. On a donc

Q−1AQ =

n−1∑
k=0

akD
k,

qui est bien une matrice diagonale.
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