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Espaces préhilbertiens réels

1 Produits scalaires et normes

1.1 Produits scalaires
~ Définition 1. N

Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie
positive, c’est & dire toute application (,) de E x E dans R qui est :

— bilinéaire : ¥(z,y,2) € E3, (Az +y, 2) = Mz, 2) + (y, 2). et (z,\y + 2) = Mz, y) + (z, 2).
— symétrique : V(z,y) € E, (x,y) = (y,x).;

— définie: Ve € E (z,2) =0=2=0;

— positive : Vo € E, (z,z) >0.

Remarque
On montre, en général, la symétrie avant la bilinéarité. Cela permet de ne montrer la linéarité que par rapport & une
seule variable.

Remarque
On a, pour tout z € F.
<07I> = <3;‘,0> =

Définition 2.

On appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Si ’espace est
de plus de dimension finie, on parle d’espace euclidien.

Exemples classiques

e L’application définie sur R™ x R™ par :

((x1,~-~ axn)v(ylv"' 7yn)> — Zl'kyk
k=1

est un produit scalaire sur R"”.
Ceci se réécrit matriciellement de la maniére suivante avec (X, Y € M, (R)) :

(X, V)=XTxYy

C’est le produit scalaire canonique sur R"™.

e Le produit scalaire sur C°([a, b],R) est défini comme suit, si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] alors :

b
(f.9) = / F(Bg(t) dt



Exemple 1
1. Montrer que la fonction définie pour tout couple de polynéme par

n

(P.Q) = P(1)Q)
i=0
est un produit scalaire.

2. Montrer que l'application définie sur M, o par

H(X,Y)=XT G ;) Y

est un produit scalaire.

1.2 Norme associé a un produit scalaire

~ Définition 3. N

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel.

e On appelle norme associé a ce produit scalaire application définie de E dans R par :
Vo€ B, |l = (ma)

En particulier, on dira qu’un vecteur « € E est unitaire §’il vérifie ||z| = 1.

e On définit la distance euclidienne sur F par :

Y(z,y) € B*, d(z,y) = |z —yl

\ J

Remarque. Attention!
La notion de norme et donc de distance dépend du produit scalaire. Dans le cas du produit scalaire défini dans I’exemple

1 sur R?,
100 = \/(1 0 (3 3) ()= vz

Le produit scalaire canonique sur R"™ donne la norme usuelle et la distance usuelle.

Remarque. La norme euclidienne satisfait les propriétés suivantes :
eVreFE, |z||>0et(||z]|=0<z=0.
e VAER,Vx € E, ||Az|| = |Al||lz]

Soit (E,(,)) un espace préhilbertien réel et (z,y) € E?,

Iz + ylI* = llll* + 262, ) + [ly]”

Démonstration : Soit (z,y) € E?, on a, comme le produit scalaire est bilinéaire :
lz+ylI* = (@ +y,2+y) = (r,2 +y) + (y,x +y) = (&,2) + (z,9) + {y.2) + (4,9)

et comme le produit scalaire est symétrique, on a bien :

jz +yl1* = llzl® +2(e, ) + llylI*




_ )

z,y) € E?,

—

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel et

(= + 1% = lllI* = llyll*)

N | =

<$7y> =

Démonstration : Le résultat découle immeédiatement de ’identité remarquable.

1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soit (E, (, )) un espace préhilbertien réel et (z,y) € E?,

(=, )] < ll=[lllyll,

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration : Pour tout ¢ € R, les propriétés du produit scalaire donnent :
0 < |lz+tyl* = (@ + ty, @ + ty) = (2,x) + 2t(x,y) + (4, y).

— Si (y,y) = 0, la fonction t — (z,x) + 2t(x,y) est affine et positive sur R tout entier. Son coeflicient directeur est donc
nécessairement nul. Cela donne (z,y) = 0, donc [{z,y)| =0 = ||z||||y]|-

— Si (y,y) # 0, la fonction ¢ — (x,2) + 2t{z,y) + t*(y,y) est polynomiale de degré 2 et positive sur R, son discriminant est
donc négatif ou nul. Cela donne 4(z, y)* — 4(x, z)(y,y) < 0, donc (z,y)? < ||z|*||y||* et par passage & la racine (strictement
croissante sur R4), [(z, y)| < ||z|/ly]-

Il y a alors égalité si et seulement si le discriminant est nul. Or le discriminant s’annule si et seulement si 'application
t — ||z + ty|| admet une racine et donc si et seulement s'il existe to € R tel que z + toy = 0 c’est a dire si et seulement si
et y sont colinéaires.

Remarque L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

e dans £ = R" muni du produit scalaire canonique :

e dans £ = C%[a,b],R) :

b
/ F(D)g(t) dt

< \/ / "oy dt\/ / g2 ar

Exemple 2
1. Soit (1, ,x,) € R™. Montrer que

n 2 n
(Z ack) < ani
k=1

et étudier le cas d’égalité.
2. Montrer que pour toute fonction f € C1([0,1],R),

1 1
F)? — £(0)? < 2\/ /0 £(1)? dt\/ /0 f(1)? at




Soit (E,(, )) un espace préhilbertien réel et (z,y) € E?,
lz + yll < llzll + [yl

avec égalité si et seulement si et y sont colinéaires et de méme sens.

Démonstration: Les propriétés de la norme et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donnent :
2 2 2 2 2 2
Iz +yll™ = 27l + 2(z, v) + ly” < [lzl” + 2ll=[lllyll + [ly]I” = =/l + llyl)

La croissance de la racine carrée sur Ry donne alors ||z + y|| < ||=]| + ||y]-
Etudions maintenant le cas d’égalité. Il y a égalité si et seulement si (z,y) = ||z|||y]l-

— Remarquons tout d’abord que si = et y sont colinéaires de méme sens alors il existe A > 0 tel que y = Az on a alors
2
(z,y) = (2, \z) = Az

Par ailleurs on a

Azl = [All|
et comme A est positif on a bien
(@,y) = [lzllllyll
— Réciproquement supposons que (z,y) = ||z||||y|| d’aprés le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy -Schwarz donne qu’il existe

(quitte & permuter = et y) A € R tel que z = Ay. Il faut alors montrer que A est positif. On a, comme ci-dessus
2
(z,y) = Allz

Mais on a aussi
2
(,y) = lzllllyll = llzll|Az]| = llzl[v/ Az, z) = [[2]|[V/A2( 2, 2) = [Al|lz]]

Ainsi soit x est nul, soit A = |\|, c’est a dire A > 0.

Remarque.
La norme euclidienne satisfait les trois propriétés suivantes :

1. séparabilité : Vo € E, ||lz|| >0 et (2| =0 < z=0;
2. homogénéité : VA € R, Vz € E, | Az|| = |A|.]|z||;
3. inégalité triangulaire : V(x,y) € E, ||z + y|| < ||z| + ||yl

Réciproquement, une application sur un espace vectoriel E satisfaisant ses trois points est appelée une norme sur F.
On définit alors la distance associée. La distance ainsi définie peut étre alors trés différente de la notionintuitive que
vous avez de distance.

2 Orthogonalité

2.1 Définitions et premiéres propriétés
— Définition 8. A

Soit (E({ , )) un espace préhibertien réel

e Soit (x,y) € E2. On dit que x et y sont orthogonaux et on note x | y lorsque {(x,y) = 0.

e Plus généralement, deux parties A et B de E sont orthogonales sSi

V(z,y) € AX B, (z,y)=0

Remarque : Attention!
La notion d’orthogonalité dépend du produit scalaire. Dans le cas su produit scalaire canonique dans R? elle coincide
avec celle que vous connaissez déja.



Remarque.

Soit € F on a d’aprés les propriété du produit scalaire (z,z) = 0 < x = 0. Ainsi le seul vecteur orthogonal a lui
meéme est le vecteur nul.

Remarque.
Comme pour tout z € E, (x,0) = 0 tout vecteur est orthogonal au vecteur nul.

Soit (E{,)) un espace préhilbertien réel. Soit (z,y) € E?, alors :

zly <= [z+yl?=lzl® + Iyl

Démonstration: Soit (z,y) € E, d’aprés l'identité remarquable on a ||z + y||> = ||z||> + ||ly||® + 2(z, ) ainsi :

ely & (2y) =0 & |et+yl® =z + vl

Définition 10.

Soient (E(,)) un espace préhilbertien réel et A une partie de E. On appelle orthogonal de A ’ensemble
noté AL défini par :
At ={rx € E, Yac A, (z,2)=0}.

Remarque.
D’aprés une des remarques précédentes on a

{0} =E
On a aussi :

B+ ={0}

— )

Soient (F, (,)) un espace préhilbertien réel et A et B deux partie de E.

1. Al est un sous-espace vectoriel de E.
2. Si A = Vect(zy,---,x,), alors

re At & Vie[l,n], (z,2;)=0

3. Si AcC B, alors B+ c AL,
4. Ac (AhH)L.

\. J

Démonstration: Soient (E, (,)) un espace préhilbertien réel et A et B deux partie de E.

1. L’ensemble A+ est non vide car 0 € A*. Il est stable par combinaisons linéaires en effet si x,y) € (A1)? et si (A, u) € R?,

alors pour a € A on a :
(a, Az + py) = XMa, z) + p(a,y) =0

2. Soit (z1,...,%n) € E™ supposons que A = Vect(z1,- -+ ,Zn).
Procédons par double inclusion.
Si x € A* alors comme pour tout i € [1,n], z; € A on a bien (a,x;) = 0.
Soit x € E, supposons que pour tout ¢ € [1,n], (x,x;) = 0. Soit a € A, par définition de A il existe un n-uplet (\;) € R
tel que a =" | Az; d'ou

(a,z) = Z)‘Z@“x) =0

Ainsi z € A*.



3. Soit b € B, alors pour tout a € A, on a :
(bya) =0, cara€ ACB

Ainsi b € At et donc B+ C A*.

4. Soit a € A et b e A par définition
(a,b) =0

donc a € (A*)* on en déduit que A C (A)*.

Remarques. Attention!

Si F est une partie de E on a en général par (F1)+ = F. C’est trés clair si F' n’est pas un sev de F puisque (F1)* lui
Pai!

Exemple 3

Soit E' = R? muni de son produit scalaire canonique et X = Vect(1,1). Déterminer X .

2.2 Familles orthogonales, familles orthonormales

~ Définition 12. N

Soit (E(,)) un espace préhilbertien rel.

e On dit qu’une famille (z1,- -, z,) de vecteurs de E est orthogonale si :
V(i,j) €N, 1<i<j<n = (z;,z;)=0
— Un famille orthogonale de vecteurs (x1,--- ,z,) de E est orthonormale si de plus

Vie[Ln], |zl =1

\ J

Remarque.
Une famille (x1,- - ,x,) de vecteurs de F est orthonormale si et seulement si

V(la]) € [1,71]]2, <£L'7;,£L'j> = 5i,j~
Exemple 4
1. Montrer que, pour le produit scalaire canonique, la base canonique est orthonormale.

2. Pour le produit scalaire défini dans I’exemple 1 — 2 sur R?, montrer que la base canonique n’est pas orthonor-

male, mais que la famille (%(1,0), %(1, —2)) Pest.

Exemple 5
On considére E = {f €COR,R), f 27— périodique}.

1. Montrer que I'application
27

(f9) = f(t)g(t) dt

0
définit un produit scalaire sur E.

2. Montrer que la famille (fi : ¢ — cos(kt)yeqi,n] est une famille orthogonale pour ce produit scalaire.




Pour toute famille orthogonale (z1,--- ,z,) de E on a :

n 2 n
> ai| = laill?
i=1 i=1

Si de plus la famille est orthonormale :

" 2
o
i=1
Démonstration: Soit (z1,--- ,z,) une famille orthogonale de (E, (,)) un espace préhilbertien réel.

Les propriétés du produit scalaire et de I'orthogonalité donne

n 2 n n n
Domil| =3 fanwy) =) laill
i=1 i=1

i=1 j=1

Remarque.
La réciproque est vraie lorsque n = 2 mais elle est fausse en général lorsque k > 3.

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
En particulier une famille orthonormale est libre.

Démonstration: Soit (z1,- - ,z,) une famille orthogonale de E.
Soit (A1, ,An) € R™ tel que
M1+ ...+ Az =0

Soit j € [1,n] en calculant (0, z;) on obtient :

<l‘j,i)\ixi> = i)\,(fﬂl’z) = 0
=1

i=1

Mais comme la famille est orthogonale le seul terme non nul de la derniére somme est \;||z;||*>. Or x; est non nul donc ||z;|| # 0.

On en déduit que A; = 0.
La famille est donc libre.

2.3 Othonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (E(,)) un espace préhilbertien.

que :
— Vk € [1,n], Vect(ey, - -, ex) = Vect(x1,- -+ ,x)
— Vk € [1,n], (eg, xx) > 0.

\

Soit (z1,--- ,x,) une famille libre de vecteurs de E alors il existe une unique famille orthonormale telle

J

Démonstration : Démontrons ce résultat par récurrence sur le nombre de vecteurs de la famille. Pour tout & € N* notons P(k)
Passertion : pour toute famille libre (z1,--- ,zx) de E il existe une unique famille orthonormée vérifiant :

— Vi € [1,k], Vect(er, - ,e) = Vect(z1, -+ ,xx)
— Vie [[1,]{,‘]], <el,ml> > 0.

e Soit (e1) une famille libre de E (ie un vecteur non nul). On procédons par analyse syntheése.
On cherche e; € E qui vérifie les trois conditions suivantes :



— Vect(e1) = Vect(z1);
— lleall = 1;
— (m,e1) > 0.

La premiére condition impose qu’il existe A € R tel que e; = Az;. Avec la deuxiéme on obtient
1= lex]l = lIAlll ]

Comme de plus z1 # Og, alors ||z1|| # 0 on a alors
1
A=+—-
(21|
Enfin la derniére condition nous donne

er,21) >0 = Al|lz1]]* >0
Donc A > 0. Ainsi S’il existe un tel vecteur il s’écrit e; = ﬁ
On vérifie facilement que le vecteur e; = Hi—i” vérifie les conditions souhaitées.
e Soit k € [1,n — 1], supposons que Py, soit vraie. On cherche & présent e, satisfaisant les trois conditions suivantes :
— Vect(er, - ,ext1) = Vect(z1,- -, Tht1);
— (e1,- -, ept1) orthonormale;
— {xp=1,€x+1) > 0.
On procéde encore par analyse synthése. Supposons qu’un tel vecteur ex41 existe. Comme, par hypothése de récurrence,
on a Vect(er,--- ,ex) = Vect(z1,--- ,xx), on sait qu’il existe (A1, , A, 1) € RFT! tel que :
€rt1 = MT1 4 ...+ Aper + UTrr1-
Mais la famille (eq,-- ,ex) est orthonormale ainsi on a pour tout j € [1, k] :

(ent1,€5) =0 = XAj — plej, Toy1) = 0.

Ainsi on obtient l'expression suivante de ex41 :

ery1 = M<$k+1 —(e1,Try1)er — ... — <ek,xk+1>ek)
V41
Le vecteur vi4+1 est nécessairement non nul car s’il I’était zx4+1 pourrait s’exprimer en fonction des vecteurs (e, - ,ex)
donc des vecteurs (z1,- -+ ,zx) et la famille (21, -+, Zk41) ne serait pas libre.
Comme la famille (e1,-- - ,ex+1) est orthonormale. On a alors ||ex+1]| = 1, d’olt
1
p=F—
llve-+ll

Enfin, la derniére condition nous donne :

1
(Trt1,ek41) = e 0

D’olt # = —L—. Ainsi on a montré que si un tel vecteur existe alors il s’écrit :
lvggall
ZTp+1 — (€1, Trr1)e1 — ... — (ek, Thy1)ex
€k+1 =
|ze+1 — (€1, Try1)er — ... — (ek, Thy1)erl|

Réciproquement posons
Try1 — (€1, Tet1)er — ... — (€k, Thy1)ek
[Zes1 — (er, @eyr)er — ... — (ex, Trs1)ex|

On vérifie que ce vecteur satisfait bien les trois conditions demandées.

€k+1

On conclue par le principe de récurrence.

Remarque.
Cette démonstration permet de définir I’algorithme : le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.



Exemple 6

On considére Ro[X] muni du produit scalaire (P, Q) = Zi:o P(k)Q(k). Orthonormalisons la base canonique par le
procédé de Gram-Schmidt.

_ 1 _ 1
* Qo=my =5
R OX-—1

R~ V2
® Ry =X%—(Qo,X*)Qo — (Q1,X*)Q1 = X? —2X + 1.

Ry 3 1
Et - =/=(X?-2X+2).
%|%H¢J +3)

[ ] R1=X—<Q0,R>Q0:X—1,etQ1:

3 Bases orthonormées d’un espace euclidien

3.1 Existence de bases orthormées dans un espace euclidien

Définition 16.

Soit (E, (,)) un espace euclidien. une famille (eq,--- ,e,) est une base orthonormée de E §'il s’agit d’une
famille orthonormée et d’une base de E.

Exemple 7
e La base canonique de R™ est une base orthonormale pour le produit scalaire usuel.

e La famille (%, %, \/g (X% -2X + %)) est une base orthonormée de Ry[X] muni du produit scalaire
2

(P,Q) =Y _ P(k)Q(k).
k=0

— Pour ce méme produit scalaire sur Ry[X], on a la base orthonormée (Lg, L1, L) des polynomes de Lagrange,
ot pour tout (i,5)? € [0,2] L;(j) = &; ;.

Soit (E, (,)) un espace euclidien. Il existe une base orthonormée de E.

Démonstration: Puisque F est un espace vectoriel de dimension finie, il existe une base (z1,---,z,) de E. Notons alors
Porthonormalisée de Gram-Schmidt de cette famille. C’est une famille orthonormale, donc libre de n vecteurs de E. C’est donc
une base orthonormée de E. [ |

Soit (E, (,)) un espace euclidien. Toute famille orthonormale de E peut étre complétée en une base ortho-
normée de E.

Démonstration: Soit (e1,--- ,ex) une famille orthonormée de E. C'est en particulier une famille libre de E. On peut donc
la compléter en une base (e1,- - , ek, Tk+1, - ,Zn) de E. On applique alors le préocédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
pour obtenir une base orthonormée (e1,- - ,e,) de E. On notera que les k premiers vecteurs restent inchangés quand on applique
I’algorithme. |
Exemple 8

Aprés avoir normalisé le vecteur 2; = (3,0,4), compléter en une base de R* muni d'un produit scalaire.




3.2 Coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée

L’intérét des bases orthonormées résulte des propriétés suivantes.

Soit (E{,)) un espace euclidien de dimension n € N*, (e, - ,e,) une base orthonormale de E et z € E.
Alors les coordonnées de = dans (e1,: - ,e,) sont ((z,e1), -, (z,e,)). Autrement dit

n

T = Z<ma ek>ek

k=1

\

Démonstration: On pose (z1, - ,Z,) les coordonnées de x dans la base (e1, - - ey). Alors pour tout k € [1,n],

n n n
<93, 6k> = <Z Ti€q, ek> = Zwi<ei, €k> = leél,k = k.
=1 =1 i=1

Soit (E, (,)) un espace euclidien de dimension n € N* et (x,y) € E? de coordonnées respectives (z1,- -+ ,Ty,)
et (y1,--+ ,Yn) dans une base orthonormale de E. Alors :

n n
(@y) = aeyr et lzfl=,|> a2
k=1 k=1

\

J

Démonstration : Soit (F(,)) un espace euclidien et (e1,--- ,e,) une base orthonormale. Soient (z,y) € E* de coordonnées
respectives (z1, - ,Zn) et (y1, -+ ,yn). On a alors :
CYRIOIETD SIEAES 3) SETIBRUES oet!
i=1 j=1 i=1j=1 i=1

Le résultat sur la norme découle alors de la relation ||z| = \/(z, x).

Reparque :

Sous forme matricielle, si X et Y sont les vecteurs colonnes de coordonnées de deux vecteurs = et y dans une base

orthonormée. On a alors
(x,y) = VXTY

4 Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

4.1 Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Soit (E{,)) un espace euclidien réel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F et F* sont en somme
directe.

Démonstration: Comme F est un sous-espace vectoriel de E, on a 0 € F'N F. Réciproquement soit = € F N FL. Alors par
définition z € F et z € F*- d’out (z,x) = 0 et donc x = 0 par définition du produit scalaire. On a ainsi F N F+ = {0g}. La

somme est donc directe.

10



Soit (E(,)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors on a
E=FoFt

De plus F* est le seul supplémentaire de F dans E qui est orthogonal & F.
On l'appelle le supplémentaire orthogonal de F'.

\ J

Démonstration : Soit (E(,)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Si F = {0g}, alors F* = E et le résultat est immédiat.

Supposons que F n’est pas réduit & Og, comme il est de dimension finie, il posséde une base orthogonale (f1,-- -, fn). On sait déja
que ces deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe, il reste donc & montrer que E = F + F*. L’inclusion F + F+ C E
est immédiate, montrons l'inclusion contraire. Soit x € F, alors

T = (Z(%fk)fk) + (fﬂ - Z(%fk)fk)
k=1 k=1
La somme Z , fx) fr est une combinaison linéaire des vecteurs (f1,--- , fn) c’est donc un élément de F. Montrons que x —

n

Z(x,fk>fk appartient & F. Soit i € [1,n] on a
k=1

<x—Z<m7fk>fk7fi> (@, fi) = > @, i) (frs i) = (@, fi) = > (@, fu)Ohi = (@, fi) — (@, fi) = 0

k=1 k=1 k=1

E=F@F*

Montrons maintenant que F'* est 'unique sous-espace vectoriel de E supplémentaire et orthogonal a F.
Considérons un supplémentaire G de F qui est aussi orthogonal a F' et montrons que F = G. On procéde par double inclusion.

Ainsi on a bien

Soit & € G comme G est orthogonal & F alors pour tout f € F, (z,y) = 0. Ainsi G C F*.
Soit # € F* montrons que c’est un élément de G. Comme F' et G sont supplémentaires dans E il existe un couple (zr, zg) € FxG
tel que £ = zr + . Comme z € F* et 2p € Fon a (z,zr) = 0. D’ou

0= (z,zr) = (zF + zc,2r) = (TF,2F) + (Tc, TF)
Mais G est orthogonal & F' d’ou

2
lzrl” =

Ainsi xr = 0. Et donc = z¢ c’est donc un élément de G.

On a ainsi
Ft=a

Soit (E(,)) un espace euclidien. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E on a :
dim(F1) = dim(E) — dim(F);
° (Fl)l =F.

\ J

Démonstration : Soient (E(,)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E.
Comme F est de dimension fini, F' I’est aussi. D’out d’aprés la proposition précédente

E=FoF*

On a ainsi I’égalité sur les dimensions
dim(E) = dim(F) 4 dim(F™")

Par ailleurs on a déja montrer que F' C (FJ‘)J‘ et d’aprés ’égalité qu’on vient de démontrer on a :
dim ((Fl)l) = dim(E) — dim(F") = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F)

Ainsi on a bien F = (F4)*
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Remarque :
On rappel que I’égalité (F+)+ n’est, en général, pas vraie en dimension infinie. Voir I’exemple qui suit.

Exemple 9

On considére E = { des suites nulles & partir d’un certain rang } muni du produit scalaire

+oo
<U7 U> = Z UnUn
1=0

On pose F = {u € E,Zun :O}.
i=0

1. Montrer que F* = {0g}.
2. En déduire que F n’est pas un sous-ensemble de (F1)L et que F & F*+ # E.

Exemple 10

Dans I’espace euclidien canonique R*, on s’intéresse au plan vectoriel d’équations z—y—z—t = 0 et 2z4+y+2—2t = 0.
Déterminer son supplémentaire orthogonal.

Définition 24.

Soit (E, (,)) un espace euclidien de dimension n € N* et H un hyperplan de E. Le sous-espace H~ est une
droite dont tout vecteur non nul est appelé vecteur normal & H.

4.2 Projections orthogonales et propriétés

Définition 25.

Soit (F, (,)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de F de dimension finie. On appelle
projection orthogonale sur F la projection sur F parallélement & F*.

Remarque : La définition précédente & un sens parce que F est de dimension finie et donc on a bien £ = F @ F*.

- )

Soit (E(,)) un espace préhilbertien réel, F' un sous-espace vectoriel de E de dimension n € N* et (f1,- -, fn)
une base orthonormée de F'. On note p la projection orthogonale sur F. Alors

)

Vo € B, p(z) =Y (z, fi)fr-

k=1

\. J

Démonstration : Cela vient immédiatement de la démonstration de la proposition 22.

Exemple 11

Soit F' = Vect(sin, cos), qui est un sous-espace vectoriel de C°([0, 27], R). Déterminer le projeté orthogonal de id sur

F pour le produit scalaire (f, g) = OZW f(t)g(t) de.

Exemple 12

Soient E un espace euclidien de dimension n € N* et H un hyperplan de E de vecteurs normal a. On note p la
projection orthogonale sur H. Soit « € F, déterminer p(z).

12



4.3 Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie.

~ Définition 27.

a A, notée d(z, A), le réel :

\

d(z, 4) = int |lz - al

Soit (E(,)) un espace préhilbertien réel, A une partie non vide de E et € E. On appelle distance de z

J

Démonstration: L’ensemble {||z — a||,a € A} est une partie de R non vide (car A # ) et minorée par 0. Par propriété de la

borne inférieure, le réel d(z, A) est donc bien défini.

F'. En particulier,

\

d(z, F) = ||z — p(a)||

Soit (E{,)) un espace préhilbertien réel, F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et € E. Alors
la projection orthogonale de x sur F', notée p(z), est l'unique élément de F' qui réalise la distance de x a

J

Démonstration: Soit f € F, alors z — f = (z — p(z)) + (p(z) — f). Or = — p(z) € ker(p) = F* et p(z) — f € Im(p) = F donc
d’aprés le théoréme de Pythagore, ||z — f||* = ||z — p(@)|]* + ||z — p(z)

On pose D{l|jlz — f, f¢ € F||} alors :
— ||z — p(z)|| € D puisque p(z) € F.

— Par le calcul précédent,

Vf e Fllz— fll =Vl = p@)l? + Ip(z) — I 2 l|lz — p(2)]

Ainsi D est minoré par ||z — p(z)]|.

On en déduit que ||z — p(z)|| = min D. On a donc bien ||z — p(z)| = inf D = d(z, F).

|17

Enfin, pour tut f € F\{p(@)}, |z — fll = VIl — p(x)]% + [[p(x) + fII2 > ||z — p(z)|| car p(z) — f # 0. La distance n’est donc

atteinte qu’en p(z).

13



