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Espaces préhilbertiens réels

Produits scalaires et normes.

Exercice 1.
Soient ag,ai,...,an, n+ 1 réels deux a deux distincts. Soit ’application

() Ry[X]? — R
(P,Q) — > Plax)Qlax) -
k=0

Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur R,,[X].

Exercice 2.
Soit E I'ensemble des fonctions de classe C! sur [0, 1]. Soit 'application

(,y E* — R
(f,9) — af) f'(t)g'(t) dt + £(0)g(0)

Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur E.

Exercice 3.

Montrer que (X,Y) —!X < ) Y définit un produit scalaire sur M ;(R).

3 1
1 3
Démontrer que les vecteurs (1,0) et (1, —3) sont orthogonaux. Que pensez-vous de cet "angle droit" ?

Exercice 4.
n

2 n
Montrer que pour tout (x1,...,z,) € R™, (Z l’z> <nd z
i=1 i=1
Pour quels n-uplets a-t-on égalité?

Exercice 5.

n n
Soient x1,...,z, € R tels que kz x; = 1. Montrer que Zl x% > n?. Etudier le cas d’égalité.
=1 1=

Orthogonalité.

Exercice 6.
Montrer que deux vecteurs x et y sont orthogonaux si et seulement si

VAER, |z + Ayl = [l

Exercice 7.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace euclidien FE.

Montrer que :
(F+G)F=FtnGt ot (FN@)*=F-+Gh

Quelles sont les inclusions qui demeurent en dimension infinie ?



Exercice 8.
On munit R3[X] du produit scalaire

® R3[X]? — R
1

(P.Q) — o(PQ) = [ PO

-1
1. Vérifier que ® est bien un produit scalaire sur R3[X].
2. Construire une base de Ro[X], orthonormée pour ce produit scalaire.

3. Donner la décomposition de X3 + 1 dans cette b.o.n.

Exercice 9.

On considére I'espace E = M,,(K) et on pose M, N) = Tr(MTN).
1. Montrer que (,) définit un produit scalaire sur F.
2. Etablir que :

2 El
VM € E, (Zn:m“> Snzzn:mi,jz.
i=1 i=1 j=1

3. Montrer que 'orthogonal su sous-espace des matrices réelles est le sous-espace des matrices antisymétriques
réelles.

Projection orthogonale.

Exercice 10.
Soit le s.e.v. de R* donné par

F:{(x,y,z,t)€R4:x+yfzft:() et x+3y+27t:0}.

On note p la projection orthogonale sur F.
1. Déterminer une base orthonormale de F.
2. En déduire la matrice de P dans la base canonique de R*.

3. Soit eg le premier vecteur dans la base canonique.
Déterminer la distance de e; a F.

Exercice 11.
Soient aq,...,a, n réels fixés, non tous nuls. Soit H le sous-espace vectoriel de R™ défini par
H={(x1,...,2,) ER" :aqx1 + ...+ apxy, = 0}.

1. Montrer que H est 'orthogonal d’un certain espace vectoriel que ’on précisera.
2. En déduire dim(H).

3. Calculer la matrice de la projection orthogonale de H dans la base canonique de R™.

Exercice 12.

1. Montrer que (P|Q) = 3. P®(1)Q®)(1) est un produit scalaire sur R,,[X].
k=0

2. Justifier que F' = {P € R,[X], P(1) = 0} est hyperplan de R, [X].
3. Démontrer que 1g, [x] € F L. Faire un dessin.
Calculer d(1g,[x], '), la distance de 1, x] & F.

Exercice 13.

: 1, . 2
Calculer (a71br)1€fR2 Jo (¥ —ax —b)” da.



