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Espaces préhilbertiens réels

Produits scalaires et normes.

Exercice 1.

Soient a0, a1, . . . , an, n+ 1 réels deux à deux distincts. Soit l'application

⟨·, ·⟩ Rn[X]2 −→ R

(P,Q) 7−→
n∑

k=0

P (ak)Q(ak)
.

Montrer qu'il s'agit d'un produit scalaire sur Rn[X].

Exercice 2.

Soit E l'ensemble des fonctions de classe C1 sur [0, 1]. Soit l'application

⟨·, ·⟩ E2 −→ R
(f, g) 7−→ a

∫ 1
0 f ′(t)g′(t) dt+ f(0)g(0)

.

Montrer qu'il s'agit d'un produit scalaire sur E.

Exercice 3.

Montrer que (X,Y ) 7→tX

(
3 1
1 3

)
Y dé�nit un produit scalaire sur M2,1(R).

Démontrer que les vecteurs (1, 0) et (1,−3) sont orthogonaux. Que pensez-vous de cet "angle droit" ?

Exercice 4.

Montrer que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

(
n∑

i=1
xi

)2

≤ n
n∑

i=1
x2i .

Pour quels n-uplets a-t-on égalité ?

Exercice 5.

Soient x1, . . . , xn ∈ R∗
+ tels que

n∑
k=1

xi = 1. Montrer que
n∑

i=1

1
xi

≥ n2. Étudier le cas d'égalité.

Orthogonalité.

Exercice 6.

Montrer que deux vecteurs x et y sont orthogonaux si et seulement si

∀λ ∈ R, ∥x+ λy∥ ≥ ∥x∥.

Exercice 7.

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace euclidien E.
Montrer que :

(F +G)⊥ = F⊥ ∩G⊥ et (F ∩G)⊥ = F⊥ +G⊥.

Quelles sont les inclusions qui demeurent en dimension in�nie ?
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Exercice 8.

On munit R3[X] du produit scalaire

Φ R3[X]2 −→ R

(P,Q) 7−→ Φ(P,Q) :=

∫ 1

−1
P (t)Q(t) dt

.

1. Véri�er que Φ est bien un produit scalaire sur R3[X].

2. Construire une base de R2[X], orthonormée pour ce produit scalaire.

3. Donner la décomposition de X3 + 1 dans cette b.o.n.

Exercice 9.

On considère l'espace E = Mn(K) et on pose M,N⟩ = Tr(MTN).

1. Montrer que ⟨, ⟩ dé�nit un produit scalaire sur E.

2. Établir que :

∀M ∈ E,

(
n∑

i=1

mi,i

)2

≤ n

,∑
i=1

n∑
j=1

mi, j
2.

3. Montrer que l'orthogonal su sous-espace des matrices réelles est le sous-espace des matrices antisymétriques
réelles.

Projection orthogonale.

Exercice 10.

Soit le s.e.v. de R4 donné par

F =
{
(x, y, z, t) ∈ R4 : x+ y − z − t = 0 et x+ 3y + z − t = 0

}
.

On note p la projection orthogonale sur F .

1. Déterminer une base orthonormale de F .

2. En déduire la matrice de P dans la base canonique de R4.

3. Soit e1 le premier vecteur dans la base canonique.
Déterminer la distance de e1 à F .

Exercice 11.

Soient a1, . . . , an n réels �xés, non tous nuls. Soit H le sous-espace vectoriel de Rn dé�ni par

H = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : a1x1 + . . .+ anxn = 0} .

1. Montrer que H est l'orthogonal d'un certain espace vectoriel que l'on précisera.

2. En déduire dim(H).

3. Calculer la matrice de la projection orthogonale de H dans la base canonique de Rn.

Exercice 12.

1. Montrer que (P |Q) =
n∑

k=0

P (k)(1)Q(k)(1) est un produit scalaire sur Rn[X].

2. Justi�er que F = {P ∈ Rn[X], P (1) = 0} est hyperplan de Rn[X].

3. Démontrer que 1Rn[X] ∈ F⊥. Faire un dessin.
Calculer d(1Rn[X], F ), la distance de 1Rn[X] à F .

Exercice 13.

Calculer inf
(a,b)∈R2

∫ 1
0 (ex − ax− b)2 dx.
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