Lycée Condorcet

Sommes et produits
Corrections

Exercice 2.

1.
2.
3.

Notons tout d’abord que, pour tout k£ € N\{1}
B —1=k+1)(k-1)

Procédons par analyse synthése.
Analyse
Supposons qu’il existe un couple de réels («, ) tel que :
« I} 1

RENML Tt T T e

Soit k € N\{1} :

«a N 3 _ak-1)+pBk+1)
E+1 k-1 E2—1
 (a+B)k+ (—a+pB)
N k2 —1

Ainsi d’aprés 1’égalité supposée, on aurait :
Vk e N\{1}, (a+PB)k+(—a+p)=1
En particulier, pour kK = 0 et £ = 2 on aurait :

{ —a+p

1 —a+p
(a+pP)x2—a+p =1 =

o+ 308

—a+p
= {%

N = = =
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Le dernier systéme est obtenu en additionnant les deux lignes du systéme précédent. Et ainsi, si un tel

couple existe alors on a :

la=-1/2, B=1/2|
Synthése
Posons o = —1/2 et § =1/2.
Soit k € N\{1}. On a alors :
o« B —12 12
k+1 k-1  k+1_ k+1
_ 12 k-1 +(1A/2)(k+1)
B k2 —1
- 1
k21
On a donc bien,
—1/2 12 1
vk € N\{1), il k-1 o1




n
1
Notons 5, la somme S,, = Z 21 on a alors :
k=2

S
SN et
24<k+1 " k-1

B 1[” SIRCUE ]

2 |kl k-1

On procéde & un changement d’indice j = k — 1 dans la deuxiéme somme :

n n—1

1 ~1 1
R
2_k:2k+1 jzlj
- . S 5 i)+t
2| ntl \&Zk+L K

La derniére ligne a été obtenue en notant que les variables étaient muettes et en utilisant la relation de
Chasles dans les deux sommes. On reconnait une somme télescopique, on obtient alors :

1 1 1

Sp = — |
n — g+

Aprés calculs on obtient :

—4n +1

Sn = 2n(n + 1)

Exercice 3.
En séparant les termes avec indices pairs et impairs, simplifier la somme :

Correction

Soit n € N*, on note S, la somme :
2n

Sn=> (-1)fk

k=1
Comme un entier est soit pair soit impair on a, d’aprés la propriété de Chasles, I’égalité :

2n 2n
So= Y DY (1
k pair k impair
Or, pour tout k pair on a (—1)¥ = 1 et pour tout k impair on a (—1)* = —1, d’ou 'égalité :
2n 2n
D S S D
k=1 k=1
k pair k impair

Notons U, la premiére somme et T}, la deuxiéme. Calculons ces deux sommes :

n n

U, = sz T, = Z2k—1

k=1 k=1



Ainsi on a :

n n n
Soo= > 2%k— Y 2%+ > 1
k= k=1 k=1
= n
Ainsi, on a 'égaliteé :
S, =n
Exercice 4
Notons, pour tout n € N, P(n) l’assertion :
2n
1 _n
P : - > —
(n) r 25
k=1

Montrons par récurrence qu’elle est vraie pour tout n € N.
Initialisation
On a, d’une part :

et, d’autre part :

Ainsi, P(0) est vraie.

Hérédité
Soit n € N. Supposons P(n) vraie. On a, d’aprés la relation de Chasles :

R |
PP
k=1

Considérons la derniére somme de 1'égalité précédente. Notons que, pour tout k € [27 + 1,271 on a I'inégalité :

2n+1 2n+1

1
k
k=1 k=2n-+1

1 1
- >
k — on+l
Ainsi, en sommant toutes ces inégalités on obtient :

n+1 n+1 n+1

E L A 1 A L_2m - (24 1) +1

Z P Z on+1 % - on+1

k=27+1 k=2n+1 k=27+1

Mais on a les égalités :
vl — 2"+ 1)+1  2"(2-1) 1

on+1 - on+1 )

On a donc



et ainsi

[\v}
3
+
—

n+1

>
-2

ol
e

=1

Nous avons donc montré que, pour tout n € N, si P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie.
Le principe de récurrence permet ainsi de conclure que P(n) est vraie pour tout n € N.

Exercice 9
Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

L Uy= Y max(i,j). 4 Xy= > i

1<i,j<n 1<i<j<n
2. V, = § ij 5. Y, = E 1
1<i,j<n 1<i<j<n
3. W, = g li — 7]
1<i<j<n
2.
Vo = Y ij
1<i,j<n
= 2 >
1<i<n1<j<n
= E i E j On a factoriser ¢ ¢’est une constante en j.
1<i<n \ 1<j<n
= E 1| x E J On a factorisé la deuxiéme somme car c’est une constante en i.
1<i<n 1<j<n
2
Z . n(n +1)
7 =
- 2
1<4,5<n
5.
Yo = > i

1<i<j<n

= 2 2 U

2<j<n 1<i<j—-1

= 2|2

2<j<n 1<i<j-1

_ (=1
Sy

2<j<n
1 -3 2
SR 1REER
2<j<n 2<5<n
1 3 2
= 3 Jjo = Z =141
1<j<n 1<j<n



Y, — 1[n2(n+1)2_n(n+1)(2n+1)}

2 4 6
_ n(n+1) " 3nn+1)—-22n+1)
B 4 6
B n(n+1)x3n2—n—2
4 6

Exercice 10.

Soit n un entier naturel. On considére la somme double S,, = Z Z 27,

k=0 j=Fk
1. Vérifier que S, = n2"! + 1.
n
2. Démontrer que S,, = Z(] +1)27.
j=0
n
3. En déduire que Zkail =(n—-1)2"+1.
k=1
n i+1
4. Déterminer alors la valeur de la somme double T, = Z Zszk_l.
i=1 k=1
Correction :
1. On a la suite d’égalités :
n n
5= Yy
k=0 j=k
n n
= D )
k=0  j=k

On proceéde au changement d’indice [ = j — k dans la deuxiéme somme. On obtient alors :

zz
k 0 =0
k1_2n k+1

- 22 1-2
_ 22n+1_2k

k=0 41
1-2"
— 1 2n+1 o
(n+1) =

— (n + 1)2n+1 +1— 2n+1

On obtient donc bien

Sp=n2"t 41




2. En échangeant les sommes on obtient :

k=0 j=k
n J
- ey

§=0 k=0
n

= > G+

J=0

3. On obtient ’égalité suivante en procédant au changement d’indice k = j 4+ 1

n—1 n
Sno1=Y_(j+1)27 =) k2!
7=0 k=1

Ainsi d’aprés les deux questions précédentes on a :
n
k=85, 1 =mn-1)2"+1
k=1

D’ou

D k2l =(n—-1)2" +1
k=1

4. En utilisant deux fois le résultat démontré dans la question précédente on obtient :

n i+1

T, = Z Z k2k—1

=1 k=1
n .
= ) it
=1
n ) n
= 4) @27 4>
=1 =1

4((n —1)2" +_1) +n
(n—1)2"3 +4+4n

On a donc

T,=(n-12"34+4+4+n




