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Exercices pour préparer la deuxiéme année. Par interversion des symboles de sommation finie, il vient :

Voici une sélection d’exercices que vous pouvez travailler pendant les vacances. n n
Un certain nombre provient de la banque CCINP de la filiere MP. Lorsque que c’est Tr(AB) = Z (Z bk,iai7k>
mentionné dans le corrigé, vous retrouvez un corrigé détaillé ici. k=1 \i=1

On reconnait dans la somme interne le coefficient diagonal d’indice (k, k) de la

1 Nombres complexes matrice BA. Ainsi :
Exercice 1 : Tr(AB) = Y BA = Tr(BA
COINP 84 (AB) ;( i,k (BA)

Exercice 2 :
CCINP 89 2. L’application Tr va de M, (R) dans R. Montrons qu’elle est linéaire. Soient
A = (ai ;) et B = (b; ;) deux matrices de M, (R), et soit A € R. Le coefficient

2 Polynf)mes diagonal d’indice (7,4) de la matrice AA + B est Aa;; + b; ;. Par définition de la

trace :
Exercice 3 : Tr(AMA+ B) = Z(Aam + bii)
BCCINP 85 i=1
Exercice 4 : Par linéarité de la somme finie, on peut séparer les termes :
CCINP 87 . .
Tr(AMA+ B) =AY aii+ Y _bii = ATr(A) + Tr(B)
3 Produit matriciel i=1 i=1

L’application Tr est donc linéaire. A valeurs dans le corps des scalaires R, c’est

Exercice 5 : bien une forme linéaire.

1. Posons A = (a;;)1<ij<n € B = (bij)i<ij<n. Par définition du produit ma-

triciel, le coefficient générique ¢; ; de la matrice C = AB est donné par : 3. Pour montrer que (-,-) est un produit scalaire, vérifions les quatre propriétés

caractéristiques :

n
Ci,j = Zaz}kbk,j e Linéarité a gauche : Soient Ay, Ay, B € M, (R) et A € R. Par linéarité
k=1 de la transposition et de la trace (établie & la question précédente) :

Par définition de la trace, on a alors :
(M 1+A2, B) = Tr((AxA14+42)" B) = Tr((MAT+AT)B) = Tr(\AT B+ AL B)

Tr(AB) =) cii= a; kb, i
; ; <k=1 ) = A\Tr(AT B) + Tr(AY B) = \(A1, B) + (A3, B)
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e Symétrie : Soient A, B € M,(R). En utilisant le fait qu'une matrice et D Kspaces préhilbertiens réels, espaces euclidiens
sa transposée ont la méme trace (Tr(X) = Tr(X7)) ainsi que les propriétés
de la transposition ((XY)T =YTXT et (XT)T = X) : .
Exercice 10 :

(A,B) = Tr(A"B) = Tr((ATB)") = Te(BT (AT)T) = Te(BT A) = (B, A) CCINP 80

L’application est symétrique. Par linéarité & gauche et symétrie, elle est Exercice 11 :
bilinéaire. CCINP 81

e Positivité : Soit A = (a;;) € M, (R). Calculons (4, A) = Tr(ATA). Le
coefficient diagonal d’indice (i,7) de AT A est Y1 (AT); kar,i = Y5y i ;-
En prenant la trace :

Exercice 12 :

CCINP 76

(A=Y a,= Y a 6 Fonction réelle, dérivation

n n
i=1 k=1 1<i,j<n

Cette quantité est une somme de carrés de réels, elle est donc positive :

(4,4) = 0.
e Caractére défini : Supposons que (A, A) = 0. D’apreés le calcul précédent

Exercice 13 :

CCINP 3

2 _ . .
> ahi=0 7 Intégration
1<i,j<n
Une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous ses termes
sont nuls. Done, pour tout (i, 7), a?vi =0 = a;; = 0. On en déduit que
A=0.

Exercice 14 :

1. On remarque que 22 + 3z + 2 = (z + 1)(x + 2). Par décomposition en éléments
Conclusion : L’application définit bien un produit scalaire sur M, (R). simples :
1 1 1

(z+1)(z+2) z+1 42

4 Algébre linéaire
Ainsi :

Exercice 6 : 1 1 1 1
CCINP 55 I :/ - do = [ln|x+1|—ln\x+2|} = (In2-1n3)—(0-In2) = 2In2—1In:
o \z+1 z+2 0
Exercice 7 :

CCINP 60 2. Utilisons le changement de variable trigonométrique x = tan(f). La fonction tan
Exercice 8 : est une bijection de [0, 7] sur [0,1]. On a dz = (1 + tan?()) dd = 7005%(9) de.
CCINP 62 (sans la 2a)

Exercice 9 :
CCINP 71 e Siz =0, alors § = 0.

Modifions les bornes :
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e Siz=1,alors 0 = 7. 3. On effectue une IPP en posant :
De plus, V1 + 22 = /1 + tan?(0) = Wl(a) car cos(f) > 0 sur [0, 7). {UI(JU) = 1n§x) = u'(2) B :
En injectant ces éléments, Iintégrale devient : v'(z) = 2% = v(z) =5
/4 tan®(0) 1 x/4 tan®(0) w et v sont de classe C! sur I’intervalle :
12 = / T . 5 = / 3 e e .2 3 37¢ 3 3 1 2 3 1
o L cos?(0) o cos(f) Io— |7 _/ Tde=(S o) |2 =22 (£ _2)= e’ +
*0 e P A e 9],73 \9 9 9
: sin® (0 .
Puisque tan®(0) = cos3((9))’ on obtient : 4. On réécrit Pintégrande sous la forme z3¢*” = 22 - (ze®”) pour effectuer une IPP
/4 5 /a2 /4 ) en posant :
I — / s1n4(9) _ / sin (9)4- sin(f) 40 — / (1 — cos 4(16)) sin(6) 40 u(z) = 22 — u(z) = 2
o cos*() 0 cos?(0) 0 cost(0) v (x) = re®’ — v(z) = %emQ
Effectuons un second changement de variable en posant ¢ = cos(6), d’ou u et v sont de classe C'* sur l'intervalle :
dt = —sin(0) d\&} Les bornes deviennent : si § = 0 = t = 1, et si , 2? 1 /1 g (e 0) 1 . 1, e 1 1
us 2 = —_— —_ fg —_—— p— —_— e— —_ - — -
0=75 = t="%. S T PO A 2 |,72 \272)7 2

)

P L
I = ——(=dt) = a2
Lt a\t

Il ne reste plus qu’a intégrer ces puissances usuelles :

PO IR O L Lo
? 33 1w 3 (ﬁ)3 V2
2 37 2
3
Sachant que (72) :%:§:
et Ryt (22 ) 2
3 W2 V2 3 3 3 3
Conclusion :
2-V2

Exercice 15 :

1. La fonction f est définie sur Ry par

f(t):ln(t+\/1+t2).

La fonction ¢ — t 4+ /1 + t2 est strictement positive et dérivable sur R, donc f
est dérivable sur R, par composition, car In I'est sur R .

On dérive : ,
F(t) = AT
t+V1+ 2

V1+12 +1 1
VI+2(t+V1+8) VIi+e®

On simplifie :

f1t) =

Ainsi
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2. On écrit

- 1
R E e T
= v+ k2 kln 1+ ( kl

On reconnait une somme de Riemann associée a la fonction

9(z) = ——= continue sur [0, 1].
Alinsi,

1
1
Uy, — ——dx
/o V1422

Or, d’aprés la question précédente (ou primitive connue),

[ o= [ e+ i)

=In(1+v2) —In(1) = In(1 + V2).

Donc

Ainsi

v — In(1+v2) |

Exercice 16 :

1. On effectue une intégration par parties (IPP) pour exprimer J,, en posant :

{u(x) =In(1+2?) = u/(z) = 12

v(x) =2" = v(z) = fl:f

On obtient alors :
1

an Tl 2 bognt? In(2) 2
T = In(1+22)| — de = - I,
[n—i—l 2 +£)]0 n+1/0 1+22 " " n+l nt1 "

En isolant I,,12, on trouve pour tout n € N* :

n(2) — (n+1)J,,
2

In+2 =

2. A partir de la relation précédente, on isole le terme (n + 1).J,,
(n+1)J, =In(2) — 2,42

D’aprés la question 1, on sait que lim,_ 4, I,, = 0, donc par décalage d’indice
lim,, 400 In+2 = 0. Par passage a la limite, on en déduit immédiatement :

lim (n+1)J, =1n(2)

n—-+oo
8 Suites numériques

Exercice 17 :

1. Etude de f :

(a) [ est une fonction polynomiale, dérivable sur R avec f'(x) = §. Pour tout
x>0, f'(z) >0, donc f est strictement croissante sur R,.

(b) g(z) =0 = # r=0 <= 22 —4x+3 = 0. Le discriminant est
A =16 —12=4 =22 Les racines sont 21 = 452 =1 et 25 = 42 = 3.
Les points fixes de f sont 1 et 3.

(c) Le trinome 22 — 4z + 3 est du signe de a = 1 > 0 (positif) a 'extérieur des
racines et négatif entre les racines. On en déduit le signe de g(z) sur Ry :
e g(x) >0 sur [0,1] U[3,+o0[
e g(z) <0sur [1,3]

2. Premier cas : l'intervalle I = [0, 1].

(a) Comme f est croissante,
0<z<1 = f(0)<f(x)<fl) = 7 < flz) <1 Puisque
[%, 1] € [0,1], lintervalle I est stable par f.
Par une récurrence immédiate (ou en citant le cours ) : wg € [0,1] et
up € I = upy1 = f(uy,) € I, donc Vn € N, u,, € [0, 1].

(b) Pour tout n € N, w, € [0,1]. D’aprés la question 1.c,
g(un) >0 = flup) —u, >0 = upy1 > u,. La suite (up)nen
est donc croissante.
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(¢) La suite (un)nen est croissante et majorée par 1, donc elle converge vers
une limite ¢ € [0,1]. Par continuité de f, ¢ vérifie f(¢) = ¢ < g(¢) = 0.
Les seuls points fixes sont 1 et 3. Comme ug < ¢ < 1, on a nécessairement
£=1.

3. Deuxiéme cas : lintervalle J = [1, 3].

2. Monotonie de la suite

Pour tout n € N, étudions le signe de la différence u,+1 — uy, :

_ Up _ 1 1) = —u;
Unp41 un—l_*_u% Up = Un 1+u% —1_’_”%

e Stabilité : Par croissancede f,1 <2 <3 = f(1) < f(z) < f(3) = 1 < femme3u, > 0, on a —u) < 0 et 14 u > 0. Par conséquent, u,1 — u, < 0, ce qui

Donc J est stable par f, ce qui implique par récurrence que

VneN, u, €1, 3].

e Variations : Comme u, € [1,3], on a g(u,) <0 = uy41 < u,. La suite
est donc décroissante.

e Convergence : La suite étant décroissante et minorée par 1, elle converge
vers un point fixe £ € [1,3]. Puisque 1 < ¢ < ug < 3, le théoréme de la
limite monotone et 1'unicité des points fixes imposent :

— Siug € [1,3], la suite est décroissante et converge vers £ = 1. En effet
U, <ug < 3=/£<3.

— Si ug = 3, la suite est constante et égale a 3.

Exercice 18 :
La fonction f associée a la suite est définie sur RT par :

T

M) =10

La suite est ainsi définie par ug = 1 et u,4+1 = f(u,) pour tout n € N.

1. Positivité de la suite

Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0.
e Initialisation : ug =1 > 0, la propriété est vraie au rang 0.
e Hérédité :

d’ou Unp+1 =

Supposons que u, > 0 pour un certain rang n. Alors 1+ u2 > 0,

— " _ > 0. L’hérédité est vérifiée.
1+ u2

n

Ainsi, par récurrence, la suite (u,)nen est strictement positive.

prouve que la suite (u,)nen est strictement décroissante.
Remarque : on peut étudier la fonction g : ¢ — f(z) — z.

3. Convergence et limite
La suite (up)nen est :
e décroissante,
e minorée par 0 (car u, > 0).

D’aprés le théoréme de la convergence monotone, la suite converge vers une
limite réelle ¢ > 0.

La fonction f étant continue sur R, la limite ¢ doit étre un point fixe de f, c’est-
a-dire vérifier 'équation f(¢) = ¢ :

14

Te=te (=(1+407) &= =0+ (=0

Conclusion : La suite (u,),en converge et sa limite est 0.

Exercice 19 :

1. Existence et unicité de la solution «,,

Soit n € N*. L’équation (E,) n’a de sens que pour = > 0 en raison de la présence du
logarithme népérien. De plus, si « €]0,1], on a In(z) < 0 et 2™ > 0, donc z™ In(z) < 0.
Comme 1 > 0, Péquation n’admet aucune solution sur |0, 1].
On restreint donc ’étude a Uintervalle I =]1,+oo[. Soit f, la fonction définie sur
I par :
fn(z) = 2" In(x)

B
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La fonction f,, est dérivable sur I comme produit de fonctions dérivables. Pour
tout z €1 :

fi(z) = nz" tn(z) + 2™ -

n

= 2" (nln(z) + 1)

8=

Pour tout = €]1,+oo[, on a 2"~ ! > 0 et In
est donc strictement croissante sur |1, +oo].
Calculons les limites de f,, aux bornes de I :

—~

z) > 0, donc f} (z) > 0. La fonction f,

o lim, 1+ fulw) = 1"In(1) = 0

e lim, , 2™ = +oo et lim,,iIn(z) = +oo0, donc par produit
limy s 400 fr(x) = 400
La fonction f,, est continue et strictement croissante sur |1, 4+o0o[. Elle réalise donc
une bijection de ]1,+oo[ sur ]0,+oo[. Comme 1 €]0,+oo], d’aprés le théoréme de la
bijection, I’équation f,(x) =1 admet une unique solution sur |1, +o0o].
En conclusion, ’équation (F,) admet une unique solution positive pour tout
n € N*, notée a,, et on a de plus :

VneN*, a«a,>1

2. Etude de la monotonie de la suite (o,),cn-

Par définition de «,, et ay, 41, on a :

folan) =1 et

Evaluons la fonction f,,1 au point a, :

Jny1(ang1) =1

Frt1(on) = ot In(an) = ag - (o7, In(ay,))
Or, par définition, o In(a,,) = 1. On en déduit :
for1(an) =an - 1=a,
Comme on a établi que o, > 1, il vient :
frpr(an) > 1

Puisque 1 = f,,11(@n+1), nous obtenons I'inégalité suivante :

fn+1(an) > fn+1(an+1)

La fonction f,41 étant strictement croissante sur |1, 400, on peut appliquer sa
réciproque (qui est aussi strictement croissante) pour en déduire :

Oy > 41

La suite (o, )nen+ est donc strictement décroissante.

3. Convergence et limite de la suite (o, )pen-

La suite (o )nen- est décroissante et minorée par 1. D’aprés le théoréme de la con-
vergence monotone, la suite (a;,)nen+ converge vers une limite réelle notée ¢, avec
{>1.

Montrons par ’absurde que ¢ = 1. Supposons que ¢ > 1. Puisque la suite est
décroissante et converge vers ¢, on a pour tout n € N* :

a, >€>1
Par croissance de la fonction logarithme :
In(o,) > In(¢) >0
De plus, comme «,, > ¢, en élevant a la puissance n, on obtient :
ap > 0"

En multipliant ces deux inégalités (tous les termes étant strictement positifs), il
vient :
ap In(ay,) > €™ 1n(f)
C’est-a-dire :
1> ¢"1n(0)

Or, par croissances comparées :

lim ¢"In(¢) = 400

n—-+oo
En passant a la limite dans 'inégalité 1 > ¢™In(¢), on obtient :
1>+

Ce qui est une contradiction.
L’hypothése ¢ > 1 est donc fausse. Comme on savait déja que ¢ > 1, on en conclut
que :

lim o, =1
n—-+oo

6/
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9 Séries numériques

Exercice 20 :

1. Convergence : On reconnait le terme général d’une série exponentielle de
parameétre x = 3, qui converge pour tout réel.

Calcul : La somme commence & n = 1. On réintroduit le terme pour n =0 :

100 an 0
3 3
Sl_<zn!>0!

n=0

Calcul : On factorise par le premier terme de la somme (n = 2) pour se ramener
a une forme classique :

5-5()(6) 55 6)

n=2
En appliquant la formule de la somme d’une série géométrique (3,25 ¢* = ﬁ),
on obtient :
Gl 1 13 1
To1-L"92 6

Exercice 21 :

D’aprés la formule de la série exponentielle ( :FL:B fl, =e”%),on a:
51 = 63 -1
2. Convergence : Pour tout n € N*, 228 — (n31)! + ;. On obtient deux termes

proportionnels & des termes généraux de séries exponentielles convergentes, donc
la série converge par linéarité.

Calcul : On sépare la somme en deux parties :

+oo

SR S SEt

n=0 n=0

Le terme pour n = 0 de la premiére somme étant nul, on commence & n = 1 et
on simplifie par n :

+oo

22” > o z 2

La seconde somme donne directement e! = e. On conclut :

Sy =2e+e=3e

Comme

W=

3. Convergence : Il s’agit d’une série géométrique de raison ¢ =
lg] < 1, la série converge.

. On va comparer la somme a une intégrale. La fonction = — z~

1. Pour a > 0et z > a, comme o > 1 :

/“‘dt_ U | 1 1
ot |—a+1], a—1\a>1 go-l

Comme o — 1 > 0, lim,_, oo 2~ (@~D =0, d’0i1 :
. T dt 1

hm —_— =

z—4o0 [, t* (a—1)a®!

@ étant décrois-

sante, on en déduit que, pour tout £ > 2, on a

/’““ dat 1 /k dt
< =<
oot TR T g e

On somme ces inégalités pour k allant de n +1 & N. On trouve :

Mg XL N gt
[rals e
n+1 [ _ ke n [
On fait tendre N vers +oo. En utilisant le résultat de la question précédente, on

trouve que
1 1

(a—1)(n+1)o-1 (a—1)pa-t
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On en déduit que

c’est-a-dire

Exercice 22 :
CCINP 6

10 Probabilités

Exercice 23 :
CCINP 107

Exercice 24 :

CCINP 95

Exercice 25 :

CCINP 98

Exercice 26 :
CCINP 105

11 Fonctions de deux variables

Exercice 27 :

1. La fonction ¢ — (2+ 2¢,t%) est de classe C*, car polynomiale, donc g est de
classe C! par composition. On applique ensuite la formule de la dérivée d’une
fonction composée. Si on note u(t) = 2+ 2t et v(t) = t2, alors

9(0) = (O 5L (ule) o) + (05 (ult) o(0)

soit
1y o Of 2 of 2
g'(t) =25 (2+2t,t )+2tay (2+2t,¢%)

. La fonction (u,v) — (uv,u? +v?) est de classe C' car polynomiale, donc h est

de classe C*. Notons r(u,v) = uv et q(u,v) = u?+v2. Le théoréme de dérivation
d’une composée dit que

) = o w0) % g (o)) + 50 x G o), atu0)
Ceci donne
%(u, v) = vg—i (uv, u® + %) + 2ug—£ (wv, u? + v?)
De méme on trouve
oh of of

on _ .97 2, .2 aJ 2, .2
8v(u’v)_u8x (uv,u —|—v)+21)8y (uv,u +v )

Exercice 28 :
CCINP 33
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