LycEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°7 Nombres complexes

Exercice 1
1. (2=5i)(341) =6+2i — 15+ 5 =11 — 13.
342  (342)(-1—4d) —1-5i
i—-1  (i—=1)(~i—-1) 2
3.0na(l—4)?=1-2i—1=—2i. Donc
(1 o i)32 — ((1 o i)2)16 — (—2’i)16 — (_2)162'16 — 216(2-4)4 — 216.

4. D’apres la formule du bindbme de Newton, on a

2.

2-i)=2"-3x22xi+3x2xi*—i*=8—-12i —6+1i=2—11i.
£ 1 1—i  1—1
Cl+d (1T44)(1—) 2
6. (12 +5i)(3 — i) = 41 + 3.
i—3 (=3+i)(2—14) —5+5i

. - - -1
[ R g 5 !
o _ B2 342 -3-2 3
A+ o)i-1) -2 2 a2 "
T+30 . (T+3)(1+9) o 44100 :
. 2 = % = 2% =2+ Ti.
9 1—i+2 (1—i)(1+z’)+ [ 5 + 21 + 71

Exercice 2
Soient M (a,b) et M(a',V') deux points de R% On a donc z = a + ib et 2/ = a’' + il/.

/ b b/
Soit [ (a —; - : —; ) le milieu du segment [M M.

i b b/ !
Son affixe est alors 2/ = a;a +1 J; = ZZZ.

Exercice 3

!
Soit Z = Tz .
1+ 22

elére méthode : On a

Or, |z] =|2/| =1 donc Z =

IS
D
-+
|
I
e
o
=

1 1 z+2!
7_ ;—i_?_ zz' _Z+Z’_

— =
1+4+1L ZH 4z

donc Z est réel.
e2éme méthode (due a Giovanna) :

Puisque |z| = |2/| = 1, il existe (0,0") € R? tels que z = ¢ et 2/ = ¢, Ainsi,
goztd _ ret SR (E het) 25 o) g

>

— — - X 7 i 7 X T 7
1+2zz  14e040) 02 (e +e i 57) 2 cos(ZEX)  cos(

L +6' )

2




Exercice 4

Soit z € C\ {1}.

1. On a les équivalences suivantes :

z+1
cR &
z—1
=
=
=
=
=
=

donc § =R\ {1}.

2. On a les équivalences suivantes :

z+1
z—1

ciR <

(I A

donc § = {e? 0 € R} \ {1}.

Exercice 5

z+1 z+1

=1 (z—l)

z+1 z+1

z—1 z-1
z+1)zZ-1)=(:=-1)E+1)

|z —z2+Z2—1=|zP+2-2—1
2 =272

z2=Z

zeR

z+1
2—1
z+1

z+1

()

zZ+
-1 z-1
(z—l—l)(z—l):(l—z)(?—i- 1)
2P —2+Zz-1=2+1—|2)* -2
2|z =2
|z =1

1. —3i = 3e7'3.
1 i
2. —5—1—2'?:@23:]'.
3. 1—iV/3=2 Lov3 =275
2 2
]. 247 2171"
4. (—§+z‘?) (3+z\/§):ea2\/§<§ )—2fe e's = 2v/3e
\/_ 4
5 (—%—l—z;) = () =% =eF
6 3+zf_2f<£ %) 2V/3¢'s
2 2 .
7 1+@—\/§(\/7_+2§>:\/§e’

Sim

6 .



10.
11.

- T 1 3 - T 2im 17
(1—1d) (=1 414V3) = V2e 52 <_§ + z%) — 22T e = 2275,

(1—i)7 = (V2e 15)T = /2 e = 8/2eE.
V2-1—i V22T g
- = 4,
2 i 2 3
—3exp(4) = 3exp(4)e’™.

Exercice 6

1.

o o oW

(cos(r) + isin(a))! = (e@)* = ebio,
—cos(a) —isin(a) = cos(a + ) + isin(a + 7) = ¥ @F7),
cos(—a) + isin(a) = cos(a) + isin(a) = €.
—2i cos(a) + 2sin(a) = —2i(cos(a) + isin(a)) = 21Tl = 2¢i~3),
sin(a) 4 4 cos(a) = i(cos(a) — isin(a)) = i(cos(—a) + isin(—a)) = e'ze7® = (57),
Soit a # F[].
1 1

(cos(a) +isin(a)) = ———e™.

1 +itan(a) = co(a)

cos()

e Sicos(a) > 0, i.e. si Ik € Z tel que a €] —F +2km, T +2k|, alors la forme exponentielle
cos(a) ‘

de 1 +itan(«) est

e Sicos(a) <0, ie. si Ik € Z tel que a €]Z + 2k, 25 4 2k, alors la forme exponentielle

de 1+ itan(a) est — otm),

cos() ‘

En utilisant la technique de I'angle moitié, on trouve
. o ca o (6% e
1+ cos(a) +isin(a) =1+ e =¢€'2(e'2 + e '2) = 2cos <§> e'z.

e Si a = 7[2m], alors 1 + cos(a) + isin(a) = 0.

e Sicos (%) >0,ie.si 3k € Z tel que % €] =5 +2km, T +2km[& a €] —n+4km, m+4kn|,
alors la forme exponentielle de 1+ cos(a) + isin(a) est 2 cos (2) e'2.

e Sicos (§) <0, i.e. si Ik € Z tel que % €)% + 2k, 3L + 2kn[& a €]m + 4km, 31 + 4k,

alors la forme exponentielle de 1+ cos(a) + i sin(a) est —2cos (2) e'(2 7).

Exercice 7

Soit z = =2+ V3 +ivV2 — V3.
Onaz2:2+\/’—(2—\/§)—2@'\/(2+\/§)(2—\/§):2\/3—2@'.

V3
2 2

Ona |2 = \/(2VB)2 + (~2)2 = VIB = 4, d'o 27 = 4 <_ . 1-) i

Ainsi, z = £2e7"12. Puisque cos (—75) > 0 et Re(z) < 0, on en déduit que

;T -11m

;T ; _ i
7= —2¢ "1z = 2" "2 = 2" 12,



Exercice 8

On a
n 2 n n
gl = E 2k 2k
n n
i=1 =1
n n
= DD %%
i—1 j—1
n
k=1 1<i<j<n 1<j<i<n
n
9 __ _
= E |z |* + E 2iZ; + E 27
k=1 1<i<j<n 1<i<j<n
n
2 P —
= E |26 ]* + E 225 + 212;
k=1 1<i<j<n
n
2 . —
= E |2|” + E 2Zj + 2%
k=1 1<i<j<n
n
2 —_
= E |26]° + 2 g Re(z:7;).
—1 1<i<j<n
Exercice 9
2 _ 2 iZ iz iz sin
l.Onazl=ie2?=€¢€2oz=¢4o0usr=—¢€4=c¢1.
. 3im 3in 3im Tin
2.0naz’l=—iez=¢2 & 2=¢1 ouz=—€1 =e1.
3. SurC,onazt+1=0& (2?)?=-1=¢ o2 =ioua’>=—idou

5im 3im Tim

et l=(r—et)z—eT )z —ct)(z—eT).

4. Pour obtenir la décomposition dans R, on multiplie entre eux les termes conjugués deux

—3im

N s T Tim X —3im Sim \
a deux. En effet, on a €'t = e s =¢e 1 et ¥4 =e 1 =e 1 dou

' +1 = (z—e1)(z—eh)(z— T)(x—e_T)

= (2 = V2 + 1)(2® + V2z +1).

Exercice 10
(—1—2)(1+i)  1-3

1. 2N=1z-1z2z(1-i)=-1-21& 2= &
2420 =iz z2(1 —1) iz =007 z 5

2. Soient (a,b) € R? tels que z = a + ib.
Alors
2 4 Z=2+3 o 2a+ib)+a—ib=2+3i < 3a+ib=2+ 3



Par identification des parties réelle et imaginaire, on obtient

L T

2
ce qui équivaut a z = 3 + 3i.

WwW| N

3. (4—2i)22 = (145i)z = 2((4—2i)2— (145()) =0 2z =0ouz = (1+50)(4+2i) _

(4 —2i)(4 + 29)
—6+22t -3+ 1L
20 10
4.372432—-243i =0« 3(z2+7%) =2 —3i & 6Re(z) = 2 — 34, ce qui est absurde car
2 — 3i ¢ R donc cette équation n’admet pas de solution.

Exercice 11

1. A=62—4x2x5=—4 < 0 donc les racines de ce trindme sont
—6+2¢t -3+ ; . —3-—1
21 = = etzg =721 = )
1 1 7 2 1 5
2. A= (-1 -4 x (—1) x 6 =25 > 0 donc les racines sont
1-5 145
21:_—2:2€t22:_—2:—3.

. . s — o
3. On a vu en cours que les racines de 22 + 2z + 1 =0 sont j = €23 et j = e™%3.

4. Cette équation est bien définie pour z € C\ {—1}. On a les équivalences
3z —2
z+1

=—-324+2 322 = (2+1)(—32+2) & (32—2)(1+2+1) =0 < (32—2)(24+2) =0

donc les racines sont

2
21 = —2etzg = 3

Exercice 12

1. e lere méthode : On cherche z sous la forme z = x + iy avec (z,y) € R?.
On a alors 22 = 3+ 4i & (v +1y)? = 3+ 4i & 22 — y? + 2izy = 3 + 4i d’ol par
identification des parties réelle et imaginaire :

{ -y = 3
vy = 4

Par ailleurs, 22 =3+ 4i = [2%| = |34+ 4i| = |2 = V32 + 42 = 22 + ¢* = 5.

Ainsi, 222 = (2 —¢y?) + (@ +y?) =3+5=8douz* =4 ie. x =20uz = —2.

Si z = 2, puisque 2xy = 4, on a 4y = 4 d’ou y = 1, ce qui fournit la solution z = 2 + 4.

Si z = —2, puisque 2xy = 4, on a —4y = 4 d’ou y = —1, ce qui fournit la solution

z2=—2—1.

Réciproquement, on vérifie qu’on a bien (2 +i)? = (=2 —i)? = 3 + 4.

4q

3
e 2éme méthode : On a |3+ 4i| = /32 +42 =5donc 3+4i =5 (5 + 3

) = Het arccos(g)'

iarccos(é) iarccos(%)

Les solutions de 'équation 22 = 3 + 44 sont donc z = v/5e— =z ~ ou z = —/be




2. e lére méthode : On cherche z sous la forme z = z + iy avec (z,y) € R%
On a alors 22 = 8 —6i & (v +iy)? = 8 — 61 & 2% — y? + 2izy = 8 — 6i d’olt par
identification des parties réelle et imaginaire :

{ ?—y* = 8

2zy = —6.
Par ailleurs, 22 = 8 — 6i = [2%| = |8 — 6i| = |2]* = /8 + (—6)2 = z* + y* = 10.
Ainsi, 222 = (2 — ¢y?) + (2?2 +y?) =8+ 10 =18 dou 2 =9 i.e. z = 3 ou & = —3.
Si x = 3, puisque 22y = —6, on a 6y = —6 d’ou y = —1, ce qui fournit la solution
z=3—1.
Si x = —3, puisque 2xy = —6, on a —6y = —6 d’ou y = 1, ce qui fournit la solution
z=-3+1.
Réciproquement, on vérifie qu’on a bien (=3 +14)* = (3 —i)? = 8 — 6i.
e 2éme méthode : On a |8 — 6i] = /8% + (—6)? = 10 donc 8 — 6i = 10 (% - %) —

10e~"¢ arccos(%) ]

iarccos(%) iarccos(%)

Les solutions de I’équation 22 = 8—6i sont donc z = v/10e"— 2 ouz = —v/10e P

Exercice 13

Soit u €]0, 7[. Calculons le discriminant de ce trindme du second degré :
A = 4(1—cos(u))?*—4x2(1—cos(u)) = 4(1—2 cos(u)+cos®(u)) —8+8 cos(u) = 4(cos?(u)—1) = —4sin®*(u) < 0

car sin(u) > 0 puisque u €]0, 7|.
Ainsi, vV—A = /4sin®*(u) = 2| sin(u)| = 2sin(u) car u €0, 7.
On a donc deux racines complexes conjuguées que sont

—2(1 —cos(u)) —ivV—A =2+ 2cos(u) — 2isin(u)

2 = 5 = 5 = cos(u)—1—isin(u) et zo = cos(u)—1+isin(u).

On a 2 = —1 + cos(u) +isin(u) = ™ — 1 = €3 ('3 — e7'3) = 2isin(%)e’s = 2sin(%)e!*2"),

e et®
Ainsi, | 2| = 2| sin(})|. Puisque u €]0, [, alors g €]0, 5[ donc 2sin(%) > 0 donc |z| = 2sin(%).

G+

L écriture exponentielle de z est donc zp = 2sin(%)e’™2" et celle de z; est 2; = 2sin(¥4)e "2 .

Exercice 14

1. Pour tout z € C,on a 2> —i = (2 +1i)(2* —iz — 1) donc
P —i=6(z+1) e (z+i)(*—iz—T)=0&2=—i ou 2*—iz—T7=0.

Résolvons ce trinome du second degré. On a A = (—i)? —4(—7) = 27 = (3v/3)? donc les
solutions de ce trinome du second degré sont

3V/3 +i oo —3V3+i

B € Z9 B

C3V3 4 —3\/§+@'}

Finalement, on a 23 —i = 6(z +1i) & 2z € {—z 5 5

21 =




2. Soit z € C. Posons Z = 22
On a alors

2= (5—14i)2* —2(5i +12) =0 & Z? — (5 — 144)Z — 2(5i + 12) = 0.

Résolvons ce trinéme du second degré.

Ona A = (5—144)*> +8(5i + 12) = 25 — 1401 — 196 4 40i + 96 = —75 —100i = (5 — 10¢)>.
— 14¢ — 102 — 147 — (5 — 102

Ainsi, Z = 5 i+5—10: ou 7 — 5 i — (5 —10d)

, 2 2

—2i.

Or,22=-2isz2e{l—i,—1+itet 22=5—-12i & 2 € {3—2i,—3 + 2i}.

Finalement, les solutions de z* — (5 — 144)2? — 2(5i + 12) = 0 sont

dou 22 =5—12i ou 22 =

{1—i,—1+4,3—2i,—3+ 2},

Exercice 15

1. D’apres les fomules d’Euler, on a

iT iz \ 4
cos*(x) = <%)

— 1_6(647,10+4€31xe—zx+6€2zx6—21z+4€zze—31x+e—4zx)
1 ) , , )
— T (e4zx _|_4€2m _’_6+4€—2m +€—4zx)

1
= 1_6(2 cos(4x) + 8 cos(2x) + 6)
4 2 3
cos(4x) N cos(2x) L3

8 2 8

2. D’apres les formules d’Euler, on a

1 . . . . T ,—IT
COS4(SU) sinQ(a:’) — 1_6<e4m+4€2m+6+46722x+674m> (L)
7

_ _6%(642'90 O R G A Wt
_ _6i4<€6m 4O | g(ptin | ptivy _ (o2in 4 o=Rivy _y)
= _6i4<2 cos(6x) + 4 cos(4x) — 2 cos(2x) — 4)

_cos(6z)  cos(4z) N cos(2x) N 1

32 16 32 16

3. D’apres les formules d’Euler, on a

1T —iz\ ®
5 [T —e
sin®(z) = <—2i >

1 . ) ) ) . )
— 5 (65190 o 5631:{3 + 10e™® — 10e" ™ + 56—31:{: - 6—57,96)
1
= 37(21 sin(5z) — 10i sin(3x) + 20i sin(x))
7
sin(bxz) 5

)
= 6 16 sin(3z) + 3 sin(z).



Exercice 16

1. D’apres la formule de Moivre,
cos(4z) = Re((cos(z) + isin(z))?)
= Re(cos*(z) + 4i cos®(z) sin(x) — 6 cos?(z) sin?(z) — 4i cos(x) sin®(z) + sin*(z))
= cos(z) — 6cos?(z) sin® () + sin*(z).
2. D’apres la formule de Moivre,
sin(6z) = Im((cos(z) + isin(x))%)
= 6cos’(x)sin(x) — 20 cos®(z) sin®(z) + 6 cos(x) sin®(x).

3. D’apres la formule de Moivre,

cos(3z) = Re((cos(z) + isin(x))?)

= cos’(x) — 3cos(x)sin?(z).
4. D’apres la formule de Moivre,

sin(3z) = Im((cos(z) + isin(z))?)
= 3cos?(x)sin(x) — sin®(7).

5. D’apres la formule de Moivre,

cos(7z) = Re((cos(z) + isin(z))")
= cos'(x) — 21 cos®(z) sin?(x) + 35 cos®(z) sin*(x) — 7 cos(x) sin®(x).

6. D’apres la formule de Moivre,

sin(7z) = Im((cos(x) + isin(x))7)
= Tcos®(x)sin(x) — 35 cos?(z) sin®(z) + 21 cos®(z) sin 5(z) — sin”(z).

Exercice 17

Soit z € Retn & N.
On a

Cn(x) 4 i5,( Zcos (kx) + isin(kz) Ze’kxzz (e™)*.
k=0
On reconnait la somme de termes consecutlfs d’une suite geometrlque.
e Si z = 0[27], alors € =1 donc Y _;_ ()" =n+ 1 d’ou par identification, C,,(z) =n+1 et
Sp(z) = 0.
e Supposons dorénavant que x # 0[27]. On a alors €™ # 1 donc
n ) izyn+1l _ q
Z(ew)k — L
e —1
k=0
ei(n-l—l)m -1
!

n+1 -n+1 -n+1
= = 11—
e et —e 2 ")

€'z (e’ — e7'2)

n+1$)

2isin()
n+1 )

nw . /nax\\ sin("3=
= (oo () i (T)) Sl

;ne 21 sin(
—= e 2



Par identification des parties réelles et imaginaires, on en déduit

Cula) = os () T et (o) = sin (1) T,

Exercice 18

1. On a

- (E ()
= Im(1 Ii:oem)"

y ;X N EEN . .
Or, 1 4+ ¢e" = 2cos (%) e'2 d’apres la derniere question de I’exercice 6 donc

(14 e™)" = 2" cos™ (g) e

d’ou

n

Z (Z) sin(kz) = Im (2” cos” (g) @mTI> — 9" cog” (g) sin (%) ‘

k=0
2. Soit n € N*. On a

o = S 5 (@) 3 ()

k=0 0<2k<n 0<2k+1<n

%%(;{)(_1):93&“ > (21{11)(—1)’“&2’”1.

0<2k+1<n

0

VA

On en déduit que Z (27;) (—=1)*3%F = Re((1 +iv3)").

0<2k<n
1 3 x
D’autre part, on a 1+ iv/3 =2 (5 + z%) = 2¢'s donc (1 + 2\/_) = oneing,

Ainsi, Re((1 4+ 4v/3)") = 2" cos <n73T> :
On en conclut que
n _2\k _ on E
Z (2k;>( 3)" = 2" cos (n3>
0<2k<n

Exercice 19

1. Calcul fait dans le poly : cos(5x) = 16 cos®(z) — 20 cos®(z) + 5 cos(z).

2. On applique la formule de la question précédente pour x = % On obtient

5% T T
10) = 160 (5) — 2005’ (35) +5eos (55)
COS(lO) 6 cos 10 0 cos 10 + 5 cos 10

& cos (g) = cos <17T—0> (16 cos® (f—(]) — 20 cos® (10> +5)

&0 = 16cost (%) — 20 cos? <110> +5 car cos <g> = 0et cos <17B) £ 0.



7r
Ainsi, cos? (1—()) est racine du trinéme 1622 — 202 + 5 de discriminant

A = (=202 —4x 16 x 5 = 80 = (4v/5)>.

On a d 2<7r> 20 — 4/5 5—\/5<1 2<7r> 5+\/5>1O
n a donc cos® ( — | = = — ou cos’(— )= —. Or

- - 10 32 8 2 10 8 72T ’
0 < 0 < 1 donc par décroissance de la fonction cosinus sur [0, ], on a cos (1—0) >
cos (i) = i, d’ou par croissance de la fonction carré sur R, , cos? <£> > cos? <E> =

4 2 10 4
5.
5 5

On en déduit que cos? (%) = +8\/_ puis en utilisant que cos (%) > (, on en conclut
que

)_ [5+V5  V5+45
B 8  2v/2

Notons w = e’n. On a pour tout k € [0,n — 1], wr = w* donc

COS (

Sl

Exercice 20

n—1 n—1
Sp=> (W= (W)
k=0 k=0

On reconnait la somme de termes consécutifs d’une suite géométrique. Il y a donc 2 cas.
. 2ipm . ..
eler cas : w’ =1,ie. e n =1, ie. n divise p.
n—1

Dans ce cas, S, = E 1=n.
k=0
N . 2ipm . ..
e2éme cas : wP # 1,i.e. e n # 1, 1i.e. n ne divise pas p.
1 — (wp)n 1— €2ip7r

= R =
1_Wp 1_617137

Dans ce cas, S, =




