LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°4

Exercice 1 : Méthode de Cardan
Partie I : Préliminaires

3 3
1.Onaz3:zg’(:)2—1(:)<z) = 1.

z
Or, puisque Uz = {1, j, j*}, ceci équivaut a — € {1, 7, 7°}.
20

.2 z , z 5 15 s . 2
Ainsi, —=1ou — =jou — =j°dou z = zy0u z = jzyou z = j°2.
20 <0 <0

3

On en déduit que ensemble des solutions de Péquation z* = 2§ est {2, jzo, 1220}

2. e0nazd=e% & 2% =(e9)3

D’aprés la question précédente, I'ensemble des solutions de I'équation z* = (%)% est

2im  aiw Tim 5im

{eF, jed, %) = {e9,e5 e e T et} = {69 e9,e 9}

3 3

eOnazd=e 9 &28=(e79)

D’aprés la question précédente I’ensemble des solutions de ’équation 2z* = (6_%)3 est

5im 7im

{e7% je 5,2 T ={e T T e S, e Fe 5} = {6_7 e9,e 9}

Partie II : Résolution d’une équation de degré 3.

1. La fonction f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R et on
a pour tout x € R, f/(z) = 32* — 122+ 9 = 3(2? — 4z + 3) = 3(z — 1)(x — 3).
D’apres le théoreme sur le signe d’un trinéme du second degré (ici, son ceefficient domi-
nant est positif et ses racines sont 1 et 3), on en déduit que

f(x)20& 2z €] —o00,1]U[3,+0let f/(x) <0e x € [1,3]

donc f est croissante sur | — oo, 1] et sur [3, 400 et décroissante sur [1, 3].
6 9 3
De pl li = lim 2°(1-—+=5 - = ).
e plus, onax_1>r+noof(3:) Jim ( x+x2 :c3)
. 3 : 6 9 3 . s
Or, lim 2z° =400 et lim 1— — 4+ — — — = 1 donc par produit, on en déduit que
T—+00 T—>+00 X ,1[2 3
lim f(z) = 4o0.
r—r+00
. . 6 3
De méme, on a lim f(z)= lim 2*(1——-+ = — = ).
T ——00 T——00 X Q?2 1)3
. 3 9 3
Or, lim 2° = —-occ et lim 1— — + — — —3 = 1 donc par produit, on en déduit que
T——00 T——00 x ,’L‘ x
lim f(z) = —o0.
Tr——00

En calculant f(1) =1 et f(3) = —3, on obtient le tableau de variations suivant :



T —00 1 3 +00

f(x) + 0 — 0 +

. -3

Puisque f est continue sur R comme somme de fonctions continues sur R, en appliquant
le théoreme des valeurs intermédiaires sur les trois intervalles | — oo, 1], [1, 3] et [3, 400,
on en déduit qu’il existe x1 €] — 0o, 1[, 22 €]1,3[ et x5 €]3, +00] tels que

f(x1) = f(x2) = f(w3) = 0.

L’équation (E) admet donc bien trois solutions réelles distinctes.

. On a x = z — h. L’équation (F) devient alors

(E): (z—h)*=6(z—h)2+9(2—h)—-3=0
& 22 —3h2? +3h%2 — h® — 62" + 12hz —6R* + 92 —9h —3 =0
& 22+ (=3h—6)2" + (3h* + 12h + 9)z — h® — 6h% — 9h — 3 = 0.

En posant h = —2, on en déduit que z = x — 2 vérifie I’équation

(B'):2°=32—-1=0.

3.(a) On a

(u+v)® =3u+v)—1 = u®+3u’v+ 3w’ +v* —3u—3v—1
= U+ V + 3u(uv) + 3v(uv) — 3u — 3v — 1
= 1+3u+3v—-3u—3v—-1
=0

donc |u + vest bien racine de (E').

(b) OnaU+V =1et UV = udv® = (uv)® = 1. D’aprés les relations ceefficients-racines,
U et V sont racines du trinéme du second degré X? — (U + V)X +UV =0, i.e.

‘UetVsont les racines de X? — X +1 = 0.‘

(c) Le discriminant du trinome X% — X +1 vaut A = (—=1)?—4x1x1=1-4=-3<0
donc les racines U et V de ce trindme sont
L+iv3 = 1—-iV3 s

— tV = —
5 e’3e 5 e

U:

s _, T
On a donc u? = €'5 et v3 = 75,

3

D’ apres les résultats de la Partie I, les nombres complexes u tels que u® = €3 sont

{e z 67677’ 5:')7r}.

De méme, les nombres complexes v tels que v3

R 4 Sim _Tim
=e s sont {e7'9, e e 9 }.

Or, on veut que u+v =1 et uv = 1.



La condition uv = 1 impose le fait que u et v doivent étre conjugués.
e Si {u,v} = {€'5,e75}, on a bien uv = 1 et d’apres la formule d’Euler,

U+V:u3+v3:ei§+e’i§:2008<g> =1.
o Si{u,vt={e5, e}, onademémeuv =1et U+V =ud+03=1.

e Enfin, si {u,v} = {7, e 5"}, on a également uv = 1 et U +V = v + 03 = 1.
Finalement, les paires {u,v} possibles sont

s —az7'r Tim —77;7r

{55, e75} {e ¥ e h{e e )

(d) D’apres la question 3.(a) de la Partie II, si {u, v} vérifie (x), alors u + v est racine de
(E).
D’apres la question précédente, on obtient trois racines différentes pour (£') :

ix . _im T sim i o Tim  _ Tim
z1=€e94+e "9 =2cos|(=);zmm=€e9 +e 9 =2cos| —|;z3=€e9 +e 9 = 2cos
9 3 9 y ~3

e m om Tm : < L
Elles sont bien différentes car 39 et 9 appartiennent a [0, 7] et cos est injective
sur [0, .
Or, une équation de degré 3 admet au plus trois racines complexes.

5 7
Les racines de (E') sont donc {2 cos (g) ;2 cos (g) ;2 cos <§) } :

4. On a vu en deuxieme question de la Partie II que x est racine de (F) si et seulement si
z = x — 2 est racine de (E’). Ainsi, z est racine de (E’) si et seulement si z = z + 2 est
racine de (£).

o T
Les racines de (F) sont donc {QCOS <9> + 2;2cos ( 5 ) + 2;2cos ( 5 > +2}

Exercice 2 : Diagonale d’un pentagone régulier

1.(a) On a
2im 27.71' 2im 8im 2im —2i7

S=a+a*'=e5 +(e5 ) =e5 +e5 =¢5 +e 5

2
donc | S = 2 cos (%) et

2im 2im 4im 6im 4im —4im

T=a"+a"= (5 ) +(e5 ) =e5 +e5 =e5 +e 5

4
d’ou |T = 2cos (%) .

(b) Ona S+ T = a+ a* + a® + a*. On reconnait la somme de termes consécutifs d’une
progression géométrique avec a # 1 donc

4 —2im 2
i 1—a* 2ir 1 — €75 es —1
S+T:§ a =a 265 21T = 21T
1-a 1—e75 1—65



dou|S+T=-1|

Par ailleurs, on a
ST = (a+a")(a®+a*) =a®*+a*+a° +a.

6 12im 2im 7 6

Or, on remarque que a® = e 5 =¢e¢35 =aeta” =a®xa =axa = a® donc

ST:a+a2+a3+a4:S+Td’oi1.

S et T sont racines du trindome du second degré z? — (S + T)z + ST =0, i.e.

‘xQ—i-x—l:O.‘

Calculons les racines du trinome 2> +2—1=0.Ona A=1-4x1x(=1)=5>0

donc les racines sont

-1-+5 —1++5
rp=——"—"—"<0 et x9=—"7""—>0.
2 2
Or, on sait que les racines sont S = QCOS( ’T) et T'= 2 cos (

)

\—/(‘.ﬂ

Puisque 2* €]0, 3|, cos( ) > 0 et puisque & €]Z, 7], cos (?”

&

2 -1
On en déduit que S = x5 et T' = x1 donc 2 cos (g) = +

d’ou|c

~(5) -

Enfin, d’apres la relation fondamentale de la trigonométrie, cos? ( ) +sin?

5)

1 donc
(2 , (27 5-2v5+1 _ 10+2V5 _ f
sin“"| — | =1—cos" | — | =1—
5 5 16 16 8
(2
Puisque 10, 7| sm( E > > 0 donc
. (27r> 5+4v5  V5+V5
S1n - = =
5 8 2v/2
2 10 4+ 2v/5
d’ott en multipliant par v/2 au numérateur et au dénominateur, | sin (%) = +\/_
Pour tout k£ € [0, 3], on a
2im(k+1) 2ikm 2ikT 2im 2ikT 2im 2im
MM = |oe—z] = e 5 e8| = e s (€5 ~1)| = |5 [l ® —1] = |e ¥ 1]

2im

car ]e ; “| =1 donc MM, = My My = MyMs = MsM, = |e5 — 1] et

e 1= e (e —eF) = [eF||2isin (Z) | = 2sin (2).
5 5

De méme,

_ 2w 2im

M4M0 = |ZO—Z4| |]. (

2im 2im

P(em =D =le s les 1

2w

d'ott MyMy = |e’s" — 1| done | My My = MMy = MMy = MyMs =

MsMy =L ‘ avec

L = 2sin (%) :




Pour tout k£ € [0, 3], on a

ST R N 20k + 1) 2km 27w
(O OM,2) = (7. OMe}) (7, OM) = ang(zya) —ars(z) = 20 L DT 20T 2T
et

= = T,ﬁ _.,ﬁ 8T 2w

(OMy, OMy) = (i,OMy) — (i, OM,) = arg(zo) — arg(zs) =0 — 5 = E[QW]-
Ainsi,

— — — — —— 9

(OMo, OMy) = (OMy, OMy) = (OMa, OMs) = (OMs, OMy) = (OM;, OMg) = g
Enfin, pour tout couple de vecteurs (i, U), on a
(@.7) = (7,9) — (7, @) = arg(z5) — arg(2q) 2]
ou zz et zz sont les affixes respectives de u et .
Ainsi, pour tout k € [1, 3],
//_\ N o Zk—1 — Rk
(MgMyi1, MMy, 1) = arg(2x-1 — 21,) — arg(2g1 — 2x) = arg (—> [27].
Zk+1 — 2k
Or, on a
Zp—1 — 2k RS S P 1 e iz
Zk+1 — %k ew _ B P S | e e
P = 3r
On en déduit que pour tout k € [1, 3], (MyMgi1, MpMy_1) = =
De méme,
= 24— Z e — 1 e — 1
(Mo My, MoMy) = arg ( 1 0> =arg | — =arg | —— | -
Z1— %0 es —1 es —1
247 247

- - ]_ 1T 1 - 5 1T . 1T 1T
OI", ‘ 2: =€ 25 2ir - - _6_25 = 6”6_2T = 635 donc

es —1 es —1

/\—W 3
(Mo My, MoMy) = —
Enfin,
—>/\W 23— 2 e A cer —1 ;
(MyMy, MyMs) = arg( : 4) =ag| — x| = A8 e sim | = arg(e—%”em)7
20 — 24 1—es 1—es

e 37

— =5
donc on trouve encore (My My, MyMs) = =

On a donc bien montré que

o — — —

> > > > > > — —— —— —— 37
(MOMh MOM4) = <M1M27 MlMO) = (M2M37 M2Ml) = (M3M47 M3M2) = (M4M07 M4M3) = ?




(b)

Pour tout k € [[0,2], on a

2i(k+2)m 2ikm ik dim 2ikm 4im dim

MMy = |zia—ss] = 25527 | = [ ()| = o™ F -1 = e 1)
~ 6im 4im " dixr 4im

De méme, M3My = |z3 — 20| =|e5 —1|=le 5 —1|=les —1]=les —1].

Enfin, MyM; = |z, — 24| = |5 —e5 | =[5 ||l —e'5 | = |e5 —1| =|e'5 —1]. Or,

on a

s i i —2im i 2 2
5 — 1| = [eF (' — 77| = |’ || 2isin (gﬂ) | = 2sin (%)

2
En posant D = 2sin <%) , on a donc bien

| MoMy = My Ms = My My = MMy = MyM; = D.

Enfin, calculons % On a

D _ 2sin () _ sin (%) _ 2sin (%) cos (%) — 9 cos (E) — 92¢0s (77 — 4—7T> = —2c0s (4—7T>
I 2in (%) sin (%) sin (%) D ) 5 )

4W)ZT:—1;\/S‘

Or, d’apres la question 1.(d), 2 cos (E

2
D 1 5
Ainsi, 7= +2\/_. On reconnait la valeur du nombre d’or ¢.
D
On en conclut que T =¥

Si la longueur du pentagone L vaut 1, on en déduit que la longueur de la diagonale



