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CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°5

Fonctions hyperboliques

1. (a) Soient (z,y) € R% On a

ch(z)ch(y) + sh(z)sh(y) = (6*‘2 6‘“’) (ey+2 e‘y) N (6—2 e—w) (69_2 e—y)

1
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= ch(z +y)

donc |Vx € R, ch(x + y) = ch(x)ch(y) + sh(z)sh(y).

De méme, pour tout (z,y) € R? on a

s - (57) (552) (5 ()
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ex+y — e %Y
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= sh(z +y)

donc |Vx € R, sh(x + y) = sh(z)ch(y) + ch(x)sh(y).
On en déduit que pour tout (z,y) € R?

ch(z —y) = ch(z + (=y)) = ch(z)ch(—y) + sh(z)sh(-y)

d’ou, par parité de ch et imparité de sh,

Y(z,y) € R? ch(x — 5) = ch(z)ch(y) — sh(x)sh(y).

De méme, pour tout (z,y) € R? on a
sh(z — y) = sh(z + (—y)) = sh(z)ch(—y) + ch(x)sh(—y)

donc par les mémes arguments,

Y(z,y) € R? sh(z — y) = sh(x)ch(y) — ch(z)sh(y).




(b) Soit € R. On a d’apres la question précédente

ch?(z) — sh?(x) = ch(x)ch(x) — sh(z)sh(z) = ch(z — x) = ch(0) =

d’olt |Vz € R, ch?(z) — sh®(z) =
(¢) D’apres la question 2.(a), on a pour tout x € R,

ch(2x) = ch(z + x) = ch(z)ch(z) + sh(z)sh(x)

d’ott | V2 € R, ch(27) = ch®(z) + sh*(x).

En utilisant la relation prouvée a la question précédente, on a pour tout z € R, sh?(x) =
ch?(z) — 1 donc pour tout x € R, ch(2x) = ch®(z) + ch?*(z) — 1 d’ott

Vz € R, ch(2z) = 2ch?(z) —

De méme, en utilisant la méme relation, on a pour tout z € R, ch?(z) = sh?(x) + 1
donc pour tout # € R, ch(2z) = sh®*(z) + 1 + sh?(z) d’on

Vo € R, ch(2x) = 2sh?(x) + 1.

Enfin, d’apres la question 2.(a), on a pour tout x € R,

sh(2z) = sh(z + ) = sh(x)ch(z) + ch(z)sh(z)

d’ou |Vz € R,sh(2z) = 2sh(z)ch(x).

2. (a) Soit y € R. On a les équivalences suivantes :

sh(z) =y < % =y e’ (%) = ye® & ¥ —1 = 2ye” & ¥ —2ye”—1 = 0.

Posons X = ¢e® > 0. On a alors sh(z) =y & X2 —2yX — 1 =0.

Le discriminant de ce trinome du second degré est
A= (=29 —4x1x(-1)=42+4=40x*+1)>0

donc

X_Qy—2~y+ —Vy*+1 ou X=y++Vy?+1
On constate que y — v/y%2 + 1 < 0 car /y? +1>\/_ ly| >y et
YV 1>+ VPR =y 4y >0

car |y| > —y donc y + \/y2+ 1> 0.
Puisque X > 0, on en déduit que X = e® =y + /2 + 1.
En appliquant le logarithme néperien, on trouve que

I'unique solution de sh(z) = yestz = In(y + /y% + 1).

(b) D’apres la question précédente, tout réel y admet un unique antécédent par la fonction
sh et cet antécédent est sh™'(y) = In(y + /y* + 1). Ainsi, la fonction sh est bijective

de R sur R et |sa bijection réciproque est argsh : © — In(x + V2 + 1).




()

D’apres I'expression trouvée en question précédente, puisque pour tout z € R, 241 >
0, argsh est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R.

En notant pour tout z € R,u(z) = = + v2> + 1, on a pour tout x € R,

L+ 2x T+ vVarz+1
u'(x) WP +1 VP t1

argsh’(z) = = = ,
B3l (@) u(z) r+Va?+1 x4+ Va2 +1
1
d’olt | pour tout z € R, argsh’(r) = ———.
x?+1
Soit y € [1,+oo[. On a les équivalences suivantes :
ch(z) =y < % =y’ (%) = ye® & 1 = 2ye” & 2 —2ye”+1 = 0.

Posons X =¢® > (. On a alors ch(z) =y & X2 —2yX +1=0.

Le discriminant de ce trinome du second degré est
A= (=29 —4x1x1=4y—4=4(1*-1)>0

car y > 1 donc 2 > 1.
e Siy=1A =0 donc le trindbme admet pour unique solution X = e¢* = 1 d’ou
r=0=In(l1++V12-1).

e Siy>1,A >0 donc le trindbme admet deux racines réelles distinctes. Ainsi,
2y — 2\/y? — 1
x="2 23/ =y—+vy?—1 ou X=y++y?2—-1
Notons qu’on a bien y +/y? =1 >y —/y?—1>y—/y>’=y—y=0cary > 1

donc y > 0.

Ainsi, les deux valeurs sont strictement positives et sont donc possibles pour X = e*.
En appliquant le logarithme néperien, on trouve

r=In(y—+y*—1) ou z=In(y+Vy>—1).

On a

5 W=V -Dy+vVy -1 v - -1 1 1
v y+vyt—1 y+vyi—-1 y+vyr-1 Y

car y > 1 donc In(y — /32 — 1) < 0.
D’autre part, In(y + /42> — 1) > In(y) > In(1) = 0 donc une seule des deux solutions
possibles est positive.

On en déduit que si y > 1, 'unique solution positive de ch(z) = y est
r=1In(y+vy%—1).

Ainsi, | pour touty > 1, I’équation ch(z) = y admet une unique solutionz € R,.

D’apres le tableau de variation de ch, on voit que ch(Ry) C [1,4o00[. D’apres la
question précédente, tout réel y € [1, +oo[ admet un unique antécédent par la fonction
ch dans R, et cet antécédent est ch™'(y) = In(y + /92 — 1). Finalement, la fonction
ch est bijective de R, sur [1,4o00[ et

sa bijection réciproque est argch : © — In(z + Va2 — 1).




()

On a bien pour tout = € [1,400[,z + Va2 —1 > 0. D’autre part, on sait que la
fonction racine n’est pas dérivable en 0 donc la fonction x +— /22 — 1 est dérivable
en les réels z tels que 22 — 1 > 0, i.e. sur |1, +o0.

Ainsi, la fonction argch est dérivable sur |1, 400 comme composée de fonctions
dérivables sur |1, +o00.

En notant pour tout = €]1, +oo[, u(z) = x + vx? — 1, on a pour tout x €] — 1, 4+00],

L+ 2r r+vVa2—1
u'(x) a2 —1 a2 —1

argch’(z) = = = :
gl (2) u(z) r+ Va2 —1 r+ Va2 —1
1
d’ott | pour tout z €]1, +o0], argch’(x) = T
.r J—

En utilisant 'imparité de sh et la parité de ch, on a pour tout x € R,

~ sh(—z) —sh(x)

th(=z) = ch(—z)  ch(x)

= —th(z)

donc ‘ la fonction th est impaire. ‘

La fonction th est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R (son
dénominateur ne s’annulant pas sur R car pour tout x € R,ch(z) > 1) et on a pour
tout z € R,

sh’(x) ch(z) — sh(x) ch’(z) _ ch?(z) — sh?(x) _ 1
ch?(z) ch?(x) ch?(z)

en utilisant le résultat de la question 2.(b).

th'(x) = >0

Ainsi, pour tout z € R, th'(z) > 0 donc \ la fonction th est strictement croissante sur R.

Par ailleurs, on a

r __ —x 2:0_1 2:17_1
lim th(z) = lim £ _ lim e = 1) — lim :
T——00 z——oc0 et + e~ % T——00 e*ﬂC(er —+ 1) z——o0 2% 4 ]
Or, lim e*® —1 = —1et lim e* +1 = 1 donc par quotient, on en déduit que
T—r—00 T—r—00
li h(z) = —1.
o, 142)
Par imparité de th, on a
A, o) = Lr th(=2) = = L th(z)

d’ou| lim th(z)=1.

T—r+00

Soit y €] — 1, 1[. On a les équivalences suivantes :

e —e e %(e*® —1)

th =Yy — =y —
(@) =y et + et y e~*(e? 4+ 1)

1
d’ot e?* = 1+—Z Puisque y > —1,1 4y > 0, et puisque y < 1,1 —y > 0 donc on a

1

bien id > 0. En appliquant le logarithme néperien, on obtient 2x = In <1-|—_y)
-y -y

donc

=y & e 1=y ty o e (1—y) = 1+y

1
pour touty €] — 1, 1], 'unique solution z € Ra I"équation th(z) = yestx = 5 In (

1+y
I—y

)




(d) Puisque la fonction th est strictement croissante sur R et que lim th(z) = —1 et
Tr——00
lim th(z) = 1, alors th(R) C] — 1,1[. D’apres la question précédente, tout réel
r—r+00
y €] — 1, 1] admet un unique antécédent dans R par la fonction th, et cet antécédent

1 1
est th™!(y) = 3 In (1—i-_y> . Ainsi, la fonction th est bijective de R sur | — 1, 1] et
Y

1 1
sa bijection réciproque est argth : z —— 3 In (1 + x) .
-

(e) La fonction argth est dérivable sur | — 1, 1[ comme composée de fonctions dérivables

sur | —1, 1[. En notant pour tout x €] —1, 1[, u(z) = . il x7 on a pour tout x €] —1,1],
—x

2 11— 1

I v(z) 1 1l—z+142 1—=x
th'(z) = = = —
argth () 2Xu(x) 2" (1—x)? ><1+.91:

1
2 M —aPltz (1—o)(1t2)

1
l—=x

d’olt | pour toutz €] — 1, 1[, argth’(z) = 5

(f) Apres calculs, on constate que pour tout z €] — 1, 1],

2x (f) x!

argth(2)(l’) = (1 _ .T2)2 - (1 _ $2)2’
Jpy 20241 () ()
) = ey
argth® (z) = 6(42% 4+ 4z) 31((5)2® + (11)1’)

(1—x2)2 (1 —a2)4
Montrons par récurrence que pour tout n € N*| pour tout z €] — 1, 1],

1254

() () — u n n—1-2k
argth'™ (z) (1= 22 ; n1—ok)" :

eInitialisation : Pour n = 1, on a pour tout z €| — 1, 1],

0= 2 lomt o) - e

SNVAS| 1
—2k o /
(_2k>x = 1_—1.2 = argth (.CE),
k=0
ce qui prouve la prorpriété au rang n = 1.

eHérédité : Soit n > 1 fixé.

On suppose que pour tout z €]—1, 1[, argth™ (z) =

! 1
Montrons que pour tout z €] — 1, 1[, argth®™™ (z) = —— ( n ):L‘”_%.
0



Tout d’abord, on note que argth™ est dérivable sur ] — 1,1[ comme quotient de

fonctions dérivables sur | — 1, 1] et on a pour tout = €] — 1,1[:
h( +1) (n _ 1)' 1 2 n§;2j 1 2% n 2—2k
t n — N T _ n _ _ n—az—
a’rg (:U) (1 _ :CQ)QH( Zz ) — (n ) (n _ 1 _ 2k)x

(n—1)! L) n
: 2 1— 2\n—1 n—1-2k
Tz el =) ;,; (n—1—2k>x
1252]

n— 1) ) n n—2—2k
- W“‘“Z(”_l_%)(n—l—%%

k=0
5
(n—1)! n —1-2k
) g n
Ty m}; n—1-2k)"
22
(n—1)! - n —2-2k —2k
= 2 —1-2k n —gn
(1—x2)n+1kz:0(” W1 o) )
n! 1% | n
: 2 n—2k
—i_(l—xQ)”Jrl kz; <n—1—2k>x
n—2
_ (n—1)! LiJ n n—1 (xn—2—2k B xn—2k)
(1 —x2)ntl c~ \n—2-2k
n! e n
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Ty ; (n—l—%)x

n! & n—1 n—2-2k
T (-2 ; (n . 21c)’lj

I_n71

n! 2 n n—1
- 2 _ n—2k
A= kz { (n—l—Qk) (n—2—2k)1x

=0

n

n! 7] n—1Y\ , o
- (1 — z2)ntl Z <n — 2k>x

k=1

125+

i 2 (i) * ()]

=0

e R ) ()
n! on n noln
Ty (” +(n_%>$ “J)

_ n! n+1 n—2k 2n n n—202|
= Ao (n_%)x +nz™" + n—2[2] T 2



ou on a utilisé a plusieurs reprises les formules du capitaine et de Pascal.

On a donc bien montré par récurrence que

Vn € N*, Yz €] — 1, 1], argth™ (z) =




