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CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°6G

Probleme 1 : Une équation différentielle d’ordre 2 a coef-
ficients non constants

Partie I : Résolution par changement de fonction

1. Soit x €]0,+oc[. On peut bien calculer z(In(x)) puisque z est définie sur R et on a
z(In(z)) = y(e™@) = x d’on |Va > 0,y(z) = z(In(x)).

2. e Supposons que z est deux fois dérivable sur R.

On a pour tout x > 0,y(x) = z(In(z)) donc y est dérivable sur R¥ comme composée de
2 (In(x))

—
De méme, puisque 2’ est dérivable sur R par hypothese, y' est dérivable sur R comme
composée d’applications dérivables sur R’ et on a pour tout z > 0,

fonctions dérivables sur R* et on a pour tout > 0,y'(x) =

" _ T —
Yy (Q?) - IQ - xQ

@) g Z(In(z))  2"(In(x)) — z’(ln(x)).

e Supposons que y est deux fois dérivable sur R?.

On a pour tout réel ¢, z(t) = y(e'). Puisque pour tout réel ¢,e' > 0 et que y est dérivable
sur R*, alors z est dérivable sur R et on pour tout t € R, 2/(t) = e'y/(e").

De méme, puisque 3’ est dérivable sur R¥ , la fonction 2 est dérivable sur R comme produit
de fonctions dérivables sur R et on a pour tout t € R,

Z”(t) — ety/<€t) 4 (et)2y//(et> — 6ty/<€t) +62ty”(et>.

Ainsi, on a bien montré que z est deux fois dérivable sur R si et seulement si y est deux
fois dérivable sur R

3. e Supposons que y est solution de (£) sur R%. D’apres les calculs faits en question
précédente, on a pour tout t € R :

F(t) +42(t) +32(t) = e'y/(e") + ey (¢) + dely/(¢) + 3y(e)
= (e")7y"(e") +5e'y'(¢") + 3y(e").

Or, puisque y est solution de (E) sur R* , on a pour tout = > 0, 2%y" (z)+5zy(x)+3y(z) =
22, Pour tout t € R, e’ > 0 donc on a pour tout t € R, (e!)?y”(e') + bely/(e?) + 3y(et) =
(e)? = e* d’ol, pour tout ¢t € R, 2"(t) + 42/(t) + 32(t) = €*, ce qui prouve que z est
solution sur R de (F)).

e Réciproquement, supposons que z est solution de (F') sur R.

D’apres les calculs faits en question précédente, on a pour tout z > 0 :

2%y () + 5ay'(z) + 3y(z) = 2"(In(2)) — #(In(2)) + 52'(In()) + 32(In(z))
Z"(In(z)) + 42" (In(z)) + 3z(In(x)).



Or, puisque z est solution de (F') sur R, on a pour tout t € R, 2”(t) + 42'(t) + 3z(t) = €*
d’ott pour tout x > 0, 2 ( n(z)) + 42'(In(x)) + 3z(In(z)) = 2@ = 22,

Ainsi, pour tout z > 0, z%y"(z) + bxy'(z) + 3y(x) = 22, ce qui prouve que y est solution
de (E) sur RY.

Finalement, on a bien montré que

zest solution de (F) sur Rsi et seulement siy est solution de (E)sur R},

4. e Soit (H) :Vt € R, 2"(t) + 42/(t) + 3z(t) = 0 I"équation homogene associée a (F').
Les racines de I’équation caractéristique associée 12 4+ 4r +3 = O sont 7 = —1l et 1y = —3
donc d’apres le cours, on sait que

Sy={z:t— e+ pe  (\p) € R*}.

e Cherchons une solution particuliere de (F) sous la forme z(t) = ae* ot a € R. On a
pour tout ¢t € R, 2/(t) = 2ae® et 2"(t) = 4ae®* donc
Vt e R, 2"(t) +42'(t) + 32(t) = e & VteR,e*(4a+ 8a+ 3a) = e*
& 15a=1 car pour toutt € R, e? #£0

gl
“= 15

1
Ainsi, la fonction ¢ +— 1—562t est solution particuliere de (F) donc les solutions de (F') sur
R sont

b\ 1) GRZ}.

1
Sp = {z St de Tt e 1—562

5. On sait d’apres la question 3) que y est solution de (E) sur |0, +00] si et seulement si z est
solution de (F) sur R, c’est a dire d’apres la question précédente si et seulement si il existe

1
un couple (\, 1) € R? tel que pour tout ¢t € R, z(t) = Ae !+ pe 3+ —e? | ce qui équivaut

15
1 A1
N tout x €]0, ’ = (1 =\ —3In(z) 21n(m) =242 4 - 2
ZPOUT out x €]0, +oof,y(z) = z(In(z)) = Ae™ @ + pe +15 $+$5+15w
onc

Partie II : Résolution par changement de variable

1. La fonction u est deux fois dérivable sur R* car y l'est et on a pour tout x > 0,v'(z) =
32?%y(z) + 2%y (x) et

u"(z) = 6zy(z) + 32%y () + 322y (2) + 2°y" (z) = 2>y (z) + 627y () + 62y(x).

Ainsi, on a pour tout x €]0, +o0:

w'(e) ~ O =y 16y (@) + Gay(e) — Sry(@) - 2y (2)
= (e (x) + o (a) + By(a)).



On a alors les équivalences

y€Sp & VreRL, 2% () + 5xy(z) + 3y(z) = 2
& Vo e Ry, z(2%y(z) + 5ay/ () + 3y(x)) = 2°

!/
& VreRY u'(z) — wiw) 7’
T

& u € Sg

donc |y est solution de (F)si et seulement siu est solution de (G).

.e0naueSseu €Sy ou

(G") : Yz e R, f'(x) — @) = 2%,

x
3 7\ . * ! f(x) _ )2 . \ .z N !
Soit (H') : Vo € R, f'(x) — ——= = 0 I’équation homogene associée a (G").
x
1
Si on pose pour tout > 0,a(x) = ——, alors la fonction A :  — —In(z) est une primitive
x

de a sur RY donc
S ={f:x= "D NeR} ={f:2 \z,\ € R}.

Pour trouver une solution particuliere de (G’), on utilise la méthode de variation de la
constante, i.e. on cherche une solution particuliere de (G') sous la forme f,(xz) = \(x)z
ou A : R7 — R est une fonction dérivable sur R .

On a alors

fo(®) 3

fr €Sy & Vr>0,f () - o =a

& Vo> 0,N(v)r + Mz) — \Nz) = 2°
& Vr>0,N(r) =2

3 4
T T
On peut poser pour tout > 0, A\(x) = — et on trouve que f, : & — \(x)z = 5 est une

solution particuliere de (G') sur RY.
4
Ainsi, S = {f 1 @ — Az + %,)\ € R}.
Ainsi,
4 2 b

UGSG<:>U/€SG/<:>E|)\ER,UI($):)\SL’—F%<:>E|(>\,,U)ER2,U(QJ):)\7+1—5+/L.

A
Quand A parcourt R, 3 fait de méme donc

5
SG:{U::EH/\quL:f—E)—I—M,(/\,u)ERQ}.

Remarque : on pouvait aussi remarquer que

zu”(z) —u'(x)

(G) & Vz e R, . =12° & Vr € R, v/ (1) = 2
. u'(z) 3 , . z!
ounv(x) = .donc (G) & IN e R,Vz € R v(x) = §+)\ ie. Vo e Rou'(x) = §+)\x
5 2
dott I(A, 1) € R%,Vz € R, u(z) = ”f—5 + /\% n

3



e D’apres la question précédente, on a

5

yESE<:>:1:|—>x3y(x)GSG<:>EI()\,N)€R2,Vx€R*+,x3y( ) = A\’ +1_5+“

donc finalement

2

A
SEZ{y T — +ﬂ+ﬁ (A, u)ERQ}

Probleme 2 : Une équation différentielle d’ordre 1 non

linéaire

1. (a)

(b)

1 1
Par hypothese, on a pour tout = €]0, +oo[, f'(x) = f (—) . Puisque f et z — — sont
x x

dérivables sur R%, | f' est dérivable sur R | comme composée de fonctions dérivables
*
sur RY.

1
On a pour tout x > 0, f’ (x) = ) donc en dérivant cette égalité, on obtient pour

tout © > 0, f"(x) = —— ’< )

1
Or, pour tout z > 0, f'(z) = f ( ) donc en appliquant cette égalité a —, on en
x

déduit que pour tout x > 0, f ( ) ) d’ou pour tout x > 0, f"(z) = —— f(z),
T

i.e. pour tout z > 0,z f"(x = 0 donc | f est solution de (E') sur R}..

Puisque pour tout x € R, x — e” est dérivable a valeurs strictement positives et que
[ est dérivable sur R% , on en déduit que z est dérivable sur R comme composée de
fonctions dérivables et on a pour tout z € R, 2/(x) = e* f'(e").

De méme, puisque f’ est dérivable sur R* d’apres la question 1.a), on en déduit que
Z' est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et on a pour tout

z €R,2"(x) =e"f(e”) + (%) " (e").

On a alors pour tout x € R,

Zw) =2 (x) +2(2) = e f'(e") + (") (") — e [ (e") + f(e7) = (") f"(e”) + f(e).
D’apres la question 1.b), on sait que f est solution de (£’) sur R* donc pour tout
x> 0,22f"(x) + f(z) =

Or, pour tout z € R, e” > 0 donc en appliquant ’équation (£’) pour €”, on en déduit
que pour tout x € R, (e®)2f"(e”) + f(e®) =0, i.e.

Ve e R, 2"(x) — 2/(z) + 2(z) =0,

ce qui prouve que | z est solution de (E”) sur R.

Soit (EC) : r* —r + 1 = 0 I’équation caractéristique associée a (E").
OnaA=(-1?-4x1x1=-3<0donc (EC) admet deux racines complexes

3 IRVE

conjuguées que sont r; = 3 + e et ry = 3 g

D’apres le cours, les solutions de (E”) sur R sont

Spr = {y X e (Acos (?x) + psin (?a:)) (A ) € R2}.

4




(c) On a pour tout z € R, 2(x) = f(e*) donc pour tout x > 0, 2(In(z)) = f(e"®) =
().

Or, puisque z € Sgr» d’apres la question 2.a), on sait d’apres la question précédente

qu’il existe (\, 1) € R? tel que pour tout # € R, z(x) = e2 ()\ cos (\f ) + psin (?1’)) )

Ainsi, pour tout z > 0, f(x) = z(In(z)) = ™" </\ cos (\/75 ln(x)> + psin <\/7§ ln(x)>>

1.e.

I\, p) € R Ve >0, f(x) = ()\ Cos <§1n(w)> + psin (%gln(x))) :

(d) D’apres la question précédente, on a f(1) = Acos(0) + psin(0) donc | f(1) = A.

Par ailleurs, puisque f est solution de (£) sur R, on a pour tout z > 0,

rw-r(2) =2 ( (£ (;)) (£ (;)))
V> 0, f'(x) = % ()\ cos <—§ 1n(x)> + psin <—§ ln(x)>>

Ve >0, f'(z) = % ()\ cos <\/7§ ln(a:)) — psin (? ln(a:)>> :

Autre méthode : en dérivant ’expresson de f obtenue en question précédente, on
obtient pour tout x > 0 :

fl(x) = 2\/_ <)\COS (ﬁln( )) + psin (?ln(z)))

—l-\/E( )\2\;_ (él (x )) + MQ—fCOS (%gln(x)))

= 2\/_ (()\ + pV/3) cos (éln( )) + (1 — \V3) sin (?111@))) :

(e) En utilisant la premiere formule obtenue par f’ en question précédente, on trouve
f(1) = A
1
En utilisant la deuxiéme formule, on trouve f'(1) = 5()\ + pv/3) d’ott

1.e.

1
A:§(A+u\/§)@2A:/\+u\/§

d’ott | A = V3.




(f) On a pour tout x > 0:

217/ cos (?hl(x) — %) = 2u/x (cos (?hl(l’)) CoS (%) + sin (?ln(m)) sin (%))
= 2u/x (COS <§1n(w)> \/73 + sin (? ln(x)> %)
= Vz <\/§M Cos <§ln(x)> + psin (?hl(l’)) :

Or, d’aprés la question précédente, A = v/3p donc pour tout z > 0 :

2417/ cos (? In(z) — %) = </\ cos (%gln(x) + psin <\/7§ ln(x))) :

i.e.|pour toutx > 0, f(z) = 2u\/z cos (? In(z) —

7T
6

) (en utilisant 1’expression de

f obtenue en question 2.c)).

. Soit ¢ € R. Soit ¢ : & — ¢y/x cos <§ln(x) — g) :

La fonction g est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R et on
a pour tout x > 0:

Jd(x) = ﬁ cos (%ﬁ In(z) — %) — T X 2—\/5311& (%ﬁ In(z) — %)

c (1 V3 T V3 v3 =
v (5 cos (7 In(z) — 6) — 5 sin (7 In(x) — g))

c T V3 T _omy . (V3 T
= ﬁ (cos <§> COS (73 In(z) — 6) — sin <§> sin (73 In(x) — g))

C
= —=COS

vz 3
c V3 ™
- NG cos | =~ In(z) + g)

| S

c
= ——=cos | —

V3
NG 2
V3

donc | g est solution de (£) surRY.

. Dans les questions 1 et 2, on a montré que si f est une solution de (E) sur R, alors il
existe une constante c¢ (en posant ¢ = 2u) telle que pour tout x € R¥,

f(z) = cy/x cos (? In(x) — %) :

6



Réciproquement, on a vérifié dans la question précédente que toutes les fonctions de cette
forme étaient bien solutions de (E) sur R7.

Finalement, on a donc bien
Sp = {f:xl—>c\/§cos (?111@)—%) ,CER}.

3
. Soit f une solution de (E). Il existe ¢ € R tel que pour tout x > 0, f(z) = ¢\/x cos <§ In(z) — z) .

On a alors

3
donc I'unique solution f de (E) vérifiant f(1) = /3 est la fonction | f : 2 — 2/ cos (g In(x) —

La fonction x — cos (

déduit que

6

f(l)zﬁ@ccos(—%):\/g(:)cgz\/g@c:Z

2

lim f(z)=0.

z—0t

é In(x) — T

6

il
6

) |

) est bornée et lim v/ = 0 donc par produit, on en

z—0t




