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Probleme 1 : Irrationalité de ¢

Le but de ce probleme est de prouver l'irrationalité de e, c’est a dire de montrer qu’il n’existe

pas d’entiers (p, ¢) € (N*)? tels que e = b
q

1
1—ax)"
Pour tout n € N, on pose r,, = / #ewdm.
0 n!
1. Calculer les valeurs de rq et 7.
2. Montrer que pour tout n € N, on a
Th = ———— + "nt1.
(n+1) "

Indication : on pourra utiliser une intégration par parties.

3. En déduire que
"1
VnEN,e:ZH—I—rn.
k=0

e
4. (a) Montrer que pour tout n € N;0 < r,, < —- En déduire que la suite (7,)nen converge
n!
vers 0.
(b) On définit la suite (u,)nen+ par

"1
Vn € N*, u, = g o
k=0

Montrer que la suite (u,)nen+ converge vers e.
(c¢) On définit la suite (vy,)nen- par
1

Vn € N*, v, = Up + —.
nn!

Montrer que les suites (uy)nen+ €t (Un)nen+ sont adjacentes.
En déduire que
Vn € N* u, < e <wv,.
5. On suppose par l'absurde que e est rationnel, i.e. qu'il existe (p,q) € (N*)? tels que
p

e=-.
q

(a) Montrer que
1
qlug < q¢le < qlug + —.
q

(b) Montrer que q!u, € N puis aboutir & une contradiction. Conclure.



Probléme 2 : Autour du nombre d’or

1 —
2

=

Dans tout le probleme, on note ¢ = le nombre d’or et ¢’ =

On observera que ¢ > 1 et ¢’ €] — 1,0][.
Le probleme est constitué de deux parties indépendantes.

Partie I : Deux suites convergeant vers le nombre d’or

1. Pour tout n € N*, on pose u,, = \/1 +vV1+4++1+ ..., oule nombre 1 apparait n fois.

(a) Vérifier que u; = 1 et que pour tout n € N* u, 1 = /1 + u,.
(b) Montrer que pour tout n € N*, u,, € [1, ¢].
(¢) En déduire que la suite (uy,),en+ est croissante.

)

(d) En conclure que lim u, = .
n—+oo

2. Soit (Uy)nen- la suite définie par v; = 1 et pour tout n € N*, v, = 1 + -

Un
Up — @
Up — @'
Justifier que la suite (w,)nen+ est bien définie, puis montrer que c’est une suite
/

(a) On pose pour tout n € N*, w,, =

géométrique de raison ?  En déduire la limite de la suite (Wn ) nens-
¥

(b) Calculer lim w,.
n—+oo

Partie II : Suite de Fibonacci

On définit la suite de Fibonacci (F),)nen par Fo = 0, F} = 1 et pour toutn € N,
Fn+2:Fn+1+Fn'

1. (a) Montrer que pour tout n € N, on a

(b) Calculer lim F,.

n—-+00
. % Fn—l—l
2. Dans cette question, on pose pour tout n € N*, ¢, = ol
(a) Montrer que la suite (g, )nen+ converge vers .
-1 n+1
(b) Pour tout entier n € N*, prouver qu’on a I’égalité ¢, 11 — ¢, = %
nt n+tl

Indication : on pourra montrer par récurrence que pour tout n € N,
FoFy + Fr% - Fr%—i—l = (_1)n+1'

(c) Vérifier que les suites (gon)nen+ €t (G2ni1)nen sont adjacentes.

n (_1>k+1
d) Calculer lim —_—
(d) THJFOO; Fi by
(e) Montrer que pour tout n € N* g, = v, ol (v,)nen+ est la suite introduite dans la
Partie 1.

el
3. Montrer que pour tout n € N, F}, = L\";—g + 51



4. Le but de cette question est de trouver des relations entre F;, et F, . pour tout n € N
grace aux propriétés du nombre d’or.

(a) Montrer que pour tout n € N, on a F,, 11 = pF, + ¢

(b) Montrer que pour tout n € N, on a " = pF, | + F,.

(c) Prouver que pour tout n € N*, Fy, = |pFo,_1] et Fopi1 = [@Fo,] + 1.

(d) Déduire de la question 4.(a) que pour tout n > 2, F,,.1 = |pF, — ¢'].
)

(e) On pose pour tout n € N, z,, = F,, + 1. Montrer que pour tout n > 2, x,.1 = |@z,].



