LycEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

Liste d’exercices n°12 Limites et continuité

Exercice 1. Calculer, si elles existent, les limites en 0 et en 400 des fonctions suivantes.
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Exercice 2. Calculer, si elles existent, les limites suivantes.
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Exercice 3. Soit f une fonction monotone sur un intervalle I =|a, b[, avec a et b éventuellement
infinis.
Montrer que la fonction f admet en tout point zy des limites a gauche et a droite finies.

Exercice 4. Soient f et g les fonctions suivantes :

F 1 — cos(27z) . sin(z?)
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1. La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 07
2. La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 17

3. La fonction g est-elle prolongeable par continuité en 07

Exercice 5. Les fonctions suivantes sont-elles continues ?
(x+2)(x—1)

1. frx+— xIn (z)
3 six=1

siz > 0etx #1

2. g: x> |x]|sin(rz)

1 2

— ( -I—cos(x)—3> siz €] — 5;0[U]0; 5
R e

— six =0
2

Exercice 6. Soit I un intervalle, soient f,g: I — R des fonctions continues.
Montrer que les fonctions max(f, g) : * — max(f(x), g(z)) et min(f, g) : x — min(f(z), g(x))
sont continues sur /.

Exercice 7. Soient (a,b) € R? avec a < b. Soit f : [a,b] —> [a,b] une fonction continue.
Montrer que f possede au moins un point fixe.



Exercice 8. Soit g une fonction périodique définie sur R. On suppose que g admet une limite
en +00. Montrer que g est constante.

Exercice 9. Soit f une fonction continue sur R. On suppose que f admet une limite finie en
+00 et en —oco. Montrer que f est bornée.

Exercice 10. Soit f une fonction continue sur R telle que hI:E f(z) = +oc.
T—rT 00

Montrer que f admet un minimum global sur R.

Exercice 11. Etablir que les équations suivantes, d’inconnue z réelle, admettent au moins
une solution.

1. 217 + 2%sin(z) = 1.
2. x?cos(z) + zsin(x) = —1.

Exercice 12. Déterminer toutes les fonctions f: R — R continues vérifiant la propriété
suivante :

Vz € R, f(2)* - f(z) = 0.
Exercice 13. Pour tout entier naturel non nul n, on considere la fonction suivante :

R — R
r — 2" 4+22%2+2x—1.

o

1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique point x,, appartenant
a [0; 3] tel que f,(z,) = 0.

2. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a f,1(x,) < 0.

3. En déduire que la suite (z,)nen+ est croissante.

4. Montrer que la suite (x,),en+ est convergente et calculer sa limite.

Exercice 14. Considérons la fonction suivante :
frxr—Va?24+1—1x.

1. Déterminer I'ensemble de définition de f. On le notera Dy.

2. Montrer que la fonction f réalise une bijection de Dy sur un ensemble que ’on précisera.

Exercice 15. On souhaite déterminer toutes les fonctions définies sur R, continues en 0,
vérifiant

Ve e R, f(x) = f(22).

1. Montrer que pour tout z € R et tout n € N, f (2%) = f(x).
2. En déduire que pour tout = € R, f(x) = f(0).

3. Conclure.

Exercice 16. Soit f: R — R telle que pour tout (z,y) € R?, f(x +y) = f(z) + f(y).

1. On suppose dans cette question uniquement que f est continue sur R. Montrer que pour
tout x € R, f(x) = f(1)z.

2. On suppose dans cette question uniquement que f est croissante sur R. Montrer que
pour tout z € R, f(z) = f(1)x.



