PCSI Lycée Fénelon

Matrices

Dans tout ce chapitre, on travaille sur le corps K = R ou C.

14.1 Généralités et opérations sur les matrices

14.1.1 Définition

Définition 1
Soient (n,p) € (N*)2.
e On appelle matrice de taille (n, p) a ccefficients dans K toute famille (a; ;)1<i<n € K.

1<g<p
On la représente sous forme d’un tableau a n lignes et p colonnes :

a171 al’g oo al’j oo a17p_1 aLp

azi1 a2 ... a27j -.. Q2p-1 QA2p
A=

a1 a2 ... am- cee Qip—1 Qip

Gp1 An2 ... Qpj ... Qpp—-1 GAQnp

ou pour tout 1 <7 < n et tout 1 < j < p, le ceefficient en ligne 7 et colonne j de A, noté
Ai’j est ai,j.

L’ensemble des matrices de taille (n, p) a ceefficients dans K est noté M,, ,(K).

On note 05, € M, ,(K) la matrice nulle, i.e. la matrice dont tous les coefficients sont
nuls.

e Sin = p, on note M,,(K) au lieu de M,, ,,(K). On appelle matrice carrée toute matrice
qui comporte autant de lignes que de colonnes.

On note 0,, € M,,(K) la matrice nulle, i.e. la matrice dont tous les ceefficients sont nuls.
e Si p =1, les éléments de M,, 1(K) sont appelés matrices colonnes et sont de la forme

ai,1
an, 1.
e Sin =1, les éléments de M, ,(K) sont appelés matrices lignes et sont de la forme
(al,l 000 al,p) o
0 0
E le 1. = .
xemple e 0o <0 0>
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e Sin =p =1, une matrice de taille (1,1) est de la forme (a) : c’est simplement un scalaire
ac K.

« A= (‘1 0 1) € Mas(R).

Définition 2: Matrices égales

Soient (n,p) € (N*)2.
Deux matrices A et B de M, ,(K) sont dites égales si

V(i,j) € [1,n] x [1,p], aij = b

14.1.2 Matrices diagonales, matrices scalaires, matrices triangulaires

Définition 3: Matrices diagonales

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).

e On appelle ceefficients diagonaux de A les ceefficients a;; pour 1 <i < n.

e On dit que A est une matrice diagonale si tous ses ceefficients sont nuls, sauf peut-étre
ses ceefficients diagonaux, i.e. si

Y(i,5) € [1,n]? i # j = aij = 0.

Exemple 2. o La matrice nulle est une matrice diagonale.

e Les ceefficients diagonaux de <:1)) Z) sont 1 et 4.
1 0o 00 O

e Les matrices et {0 O O | sont des matrices diagonales.
0 2 0 0 -2
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Définition 4: Matrice identité et matrices scalaires

Soit n € N*.
e On appelle matrice identité de taille n et on note I, la matrice diagonale de taille n
dont tous les coefficients diagonaux valent 1, i.e.

1 0 0

I, = 0 1
0
0 0 1

o 1 sit=j
2
On note pour tout (4, 7) € [1,n]?, (In)i; = 6;j = { 0 i
Le symbole ¢; ; s’appelle le symbole de Kronecker.
e On appelle matrice scalaire toute matrice diagonale dont tous les ccefficients diagonaux

sont égaux, i.e. une matrice de la forme

A 0
0 A

0
0 0 A

ou A € K.

Remarque 1. La matrice nulle de taille n et la matrice identité de taille n sont des matrices
scalaires.
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Définition 5: Matrices triangulaires

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).
e On dit que A est triangulaire supérieure si pour tout (i,j) € [1,n]? avec i > j, alors
a1 a2 ... Qin
.o 0 a92
a;,j = 0. Ceci signifie que A est de la forme A = ’
0 oo 0 ann
Si de plus, tous les coefficients diagonaux de A sont nuls, on dit que A est triangulaire
0 ay2 ... a1n
supérieure stricte et A est alors de la forme A =
: Ce An—1,n
0o ... ... 0
e On dit que A est triangulaire inférieure si pour tout (i,5) € [1,n]? avec i < j, alors
a1,1 0 e 0
a; ; = 0. Ceci signifie que A est de la forme A = L G
0
Gn,1 coo ... Qnn
Si de plus, tous les coefficients diagonaux de A sont nuls, on dit que A est triangulaire
0o ... e 0
inférieure stricte et A est alors de la forme A = | >
an,1 An—1,n 0

Remarque 2. e Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) stricte est triangulaire
supérieure (resp. inférieure).

e Les matrices diagonales sont a la fois triangulaires supérieures et triangulaires inférieures.

e La matrice nulle est triangulaire supérieure stricte et triangulaire inférieure stricte.

Exemple 3. e La matrice A = ((1]

1 . . -
1) est triangulaire supérieure.

. 01 . . - .
e La matrice B = <0 0) est triangulaire supérieure stricte.

e La matrice C' = est triangulaire inférieure.

e La matrice D =

o~ O S = O
o O O S = O
o O O o O O

est triangulaire inférieure stricte.
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14.1.3 Matrices élémentaires

Définition 6: Matrices élémentaires

Soient (n,p) € (N*)2.
Pour tout (4,7) € [1,n] x [1,p], on note E; ; la matrice de M,, ,(K) définie par

V(l{},l) € [[1,71]] X [[Lp]]a (Ei,j)k,l = 5i,k6j,l-

Autrement dit, F; ; est la matrice qui contient un 1 en ligne 7 et en colonne j et des zéros
partout ailleurs.

Les matrices (E; ;)1<i<n sont appelées les matrices élémentaires de M,, ,(K).
1<g<p

14.2 Opérations sur les matrices

14.2.1 Somme de matrices

Définition 7: Somme de matrices
Soient (n,p) € (N*)2. Soient A = (ai,j)1<i<n et B = (b; j)1<i<n deux matrices de M, ,(K).

1<j<p 1<j<p

On définit la matrice A+ B € M,, ,(K) par

V(Zh]) S [[1,71]] X [[Lp]]v (A + B)@j = Qij + bi:j'

Remarque 3. Avant de sommer deux matrices, il faut s’assurer qu’elles sont de méme taille!

Lo (1 -1 2 (-1 -1 4 (0 -2 6
Exemple 4. SmtA—(O 3 _5> etB—(7 4 8>.A101"5A+B—<7 1 3>-

Autrement dit, la somme de deux matrices est la somme des ccefficients terme a terme.
Ainsi, elle hérite naturellement des propriétés de 1’addition sur K, & savoir :

Proposition 1: Propriétés de 1’addition

Soient (n,p) € (N*)2. Soient (4, B,C) € (M,,,(K))3. La somme de matrices vérifie :
1. (Commutativité) A+ B = B + A.
2. (Associativité) A+ (B+C)=(A+ B)+C.
3. Opp+A=A+0,,=A. Ondit que 0, est I’élément neutre pour I’addition.
4

. Soit —A € M, ,(K) la matrice définie par : pour tout (i,j5) € [1,n] x
[1,p]; (—A)i; = —ai;.
Alors A+ (—A) = —-A+ A =0,,. On dit que —A est 'opposé de A.

2 3 -2

A+(—A):—A+A:<(2) é>+<_02 :;):(8 8)
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14.2.2 Multiplication par un scalaire

Soient (n,p) € (N*)2 Soit A = (am)lggn S Mn,p(K).

Isi<p
Pour tout A € K, on note AA la matrice de M,, ,(K) dont les ceefficients sont :

V(’L,]) € [[1777']] x [[Lp]L ()‘A)l,] = )‘ai,j'

Autrement dit, les ccefficients de la matrice AA sont les ceefficients de la matrice A
multipliés par A.

Remarque 4. e Pour toute matrice A € M,, ,(K), (-1)A = —A.
e Les multiples de la matrice identité de taille n sont les matrices scalaires de taille n.

A0 ... 0
En effet, pour tout n € N* et pour tout A € K, A\, = 0
: oo 0
0 ... 0 X
. (2 -1 1 (4 2 =2
Exemple 6. SmtA—(O 3 2>.Alors—2A—<0 6 _4>.

Puisque la multiplication d’une matrice par un scalaire s’opere terme a terme, comme pour
la somme de matrices, elle vérifie les mémes propriétés que la multiplication des scalaires.

Proposition 2

Soient (n,p) € (N*)2. Pour tout (A, u) € K2, pour tout (4, B) € M,,,(K)?, on a
L A(pA) = (An)A4;
2. AN+ pu)A =M A+ uA4;
3. M(A+ B) = A + AB.

Proposition 3

Soient (n,p) € (N*)2.
Soit A = (am’)l

1
Alors

n p
A=Y Y ai;Ei;
i=1 j=1

Ainsi, toute matrice de M,, ,(K) est combinaison linéaire des matrices élémentaires de

M (K).

Démonstration. Pour tout (k,l) € [1,n] x [1,p], on a

n p n p n p
DY aiEi | =3 aij(Bijki=Y_> aijdirdi = ary
i=1 j=1 R ==l i=1 j=1
d’ou I’égalité voulue. |

Remarque 5. On dira dans le chapitre < Espaces vectoriels >que les matrices élémentaires

(E; j)1<i<n forment une base, dite base canonique, de M,, ,(K).
NS
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14.2.3 Produit matriciel

Définition 9: Produit matriciel

Soient (n,p,q) € (N*)3. Soient A = (as,5)1<i<n € Mnp(K) et B = (b;j)1<i<p € Mp,¢(K).
1<j<p 1<j<q

On définit le produit AB € M,, ,(K) par :

p
V(i,j) € [1,n] x [1,4], (AB)iyj = Zai,kblﬁj‘
k=1

Remarque 6. e Pour tout (i,7) € [1,n] x [1,q], le ccefficient en ligne ¢ et en colonne j du
produit AB est la somme des produits terme & terme des coefficients en ligne i de A et des
ceefficients en colonne j de B.

e On peut faire le produit de A par B dés lors que le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B. Il est donc possible que le produit AB existe tandis que le produit BA
n’existe pas. Dans le cas ou A et B sont des matrices carrées de méme taille, on peut toujours
former les produits AB et BA mais ils ne sont pas nécessairement égaux. On dit que le produit
matriciel n’est pas commutatif.

Exemple 7. o Soient (n,p,q) € (N*)3. Pour toute matrice A € My, ,(K),04, x A = 0, et
AX0pg =04,

En particulier, pour toute matrice A € M,,(K),0, x A=A x 0,, = 0.

e Pour toute matrice A € M, ,(K),Ax I, =Aet I, x A= A.

En effet, pour tout (7,5) € [1,n] x [1,p],

p

p
(AL)ij =Y aik(Ip)ky = D aikdr; = ai;
k=1 k=1

et

n n
(InA);; = Z(In)i,kak,j = Z(si,kak,j = a; ;.
k=1 k=1
En particulier, pour toute matrice A € M,,(K),I, x A=A x I, = A.
On dit que I,, est I’élément neutre du produit matriciel dans M,,(K).
2 -1 -3 0
OSoitA:<:1)) f :DetB: 0 4 -1 -2
5 6 2 -1

-3 1 -7 -3
AlorsAB-(1 5 19 1

. 1 -1 11 00 2 =2
0801‘5A—<1 _1> etB-(1 1).AlorsAB-(O 0) etBA—<2 _2>—2A.

On voit qu'il est possible d’avoir AB = 03 avec A # 02 et B # 02 (on dit dans ce cas que A
et B sont des diviseurs de zéro). De méme, on a BA = 2A sans que B = 2I5.
1 2 -1 —1
eSoit A=(3 1 —1]etB=| 2
0 -2

> et BA n’existe pas.

0 0
5
Alors AB = | 1| et BA n’existe pas.
0

-1 -1 -2 1
oSoit A=(1 2 —1)etB=| 2 |.Alors AB=(5)et BA=| 2 4 =2
—2 -2 —4 2
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dq d}
e Soient D = et D' = des matrices diagonales.
dy, ),
. di si i=j di si i=j
1.n]2. D, ; = g D . = g
On a donc pour tout (z,5) € [1,n]*, D; ; { 0 si i et D; { 0 s Qi

did,
Alors DD' = D'D =
dyd',
En effet, pour tout (4,7) € [1,n]?, on a

N~ ;o did, sioi=
(DD )z‘,j—ZDi,ka,j—diDi,j—{ 0 si i#j.
k=1

0 si i#7.
On en déduit que deux matrices diagonales commutent et que leur produit est la diagonale
des produits terme a terme.

Pour les mémes raisons, on a (D'D); ; = {

dq
e Soit A € My, p(K) et D = € M, (K) une matrice diagonale.
dn
Alors multiplier A & gauche par D, i.e. effectuer 'opération DA, revient & multiplier la ligne
i de A par le facteur d; pour tout i € [1,n].
En effet, pour tout (7,7) € [1,n] x [1,p], on a

(DA)ij =Y DipAr; = didi.
k=1

De méme, si D' = € M,(K), alors multiplier A & droite par D', i.e. effectuer
!
d,
Popération AD’, revient & multiplier la colonne j de A par le facteur d} pour tout j € [1,p].
En effet, pour tout (7,7) € [1,n] x [1,p], on a

p
(AD");; = Z Ai kDl = djAij.
k=1

e Soient T et T" deux matrices triangulaires supérieures (resp. supérieures strictes) dans
M, (K). Alors TT" et T'T sont également des matrices triangulaires supérieures (resp. supérieures
strictes).

En effet, pour tout (i, ) € [1,n]? avec i > j, on a

n J
(TT");; = ZTi,k T];j = Z T i T];j =0car? > j.
k=1 ~~ =l T
0sik>j Osii>k
Ainsi, TT’ est une matrice triangulaire supérieure dont les ccefficients diagonaux sont pour
tout i € [1,n],

n 7

! / / !

(TT)ii =Y _ Tix Ty = Tin Tiy=TiiTy,.
k=1 0sik>i k=1 Osii>k
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Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est donc une matrice triangulaire
supérieure dont les coefficients diagonaux sont les produits terme a terme des ccefficients diago-
naux des deux matrices.

On montre de méme que le produit de deux matrices triangulaires inférieures (resp. inférieures
strictes) est une matrice triangulaire inférieure (resp. inférieure stricte).

e Soit A € M, ,(K). Soit X € M, 1(K) une matrice colonne. Alors AX € M,, 1(K) est une

combinaison linéaire des colonnes de A.
T

p
Montrons que, si on note C1,...,C), les colonnesde Aet X = | : | ,ona AX = Z z;Cj.
Tp g=1
En effet, pour tout i € [1,n], on a

p p p
(AX)ix = aigzj =Y z;(Cilix= | > x;C;
j=1 j=1 .

j=1 2,1
d’ou le résultat voulu.

Proposition 4: Propriétés du produit matriciel

Soient (n,p,q,7) € (N*)%.

1. (Associativité) Pour tout A € M, ,(K), tout B € M, ((K), tout C € M,,(K),
alors
A(BC) = (AB)C.

2. (Distributivité) Pour tout (A, B) € M, ,(K)?, pour tout C' € M, ,(K),
(A+ B)C = AC + BC.
Pour tout A € M, ,(K), pour tout (B,C) € M, ,(K)?,
A(B+C)=AB+ AC.

3. (Multiplication par un scalaire) Pour tout A € K, pour tout A € M,, ,(K) et tout
B € M, 4(K),
AMAB) = (M)B = A(\B).

Démonstration.

1. Tout d’abord, notons que BC' € M, ,(K) donc A(BC) € M, ,(K) et que AB € M,, ,(K)
donc (AB)C € M,, »(K). Pour tout (7,7) € [1,n] x [1,7], on a

P p P 4

(A(BC))ij = Aip(BC)rj=> Aix Y BriCij=>_ > AixBriCy,

— = =1

k=1 k=1 =1 k=1

et

q q P P4
((AB)C);; = Z(AB)i,lCl,j = Z Cuj ZAi,kBk,l = Z ZAi,kBk,lCl,j = (A(BC))i;;
P =1 k=1 k=1 1=1
ce qui prouve que A(BC) = (AB)C.

2. Soient (A, B) € My, ,(K)?, soit C € M, 4(K). On a (A+ B)C € M, 4(K), et AC+ BC €
M,, ,(K).
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Pour tout (7,7) € [1,n] x [1,¢], on a

p

p p p
(A+B)C)ij = > (A+B)ixCrj= > (Ain+Bin)Chj=> AixCrj+y  BixCrj = (AC)i;+(BC);;,
k=1 k=1 k=1 k=1

ie. ((A+B)C)i; = (AC + BC), j, ce qui prouve que (A+ B)C = AC + BC.
La deuxieme preuve est analogue et est laissée au lecteur.
3. Pour tout (7,7) € [1,n] x [1,4], on a

p p p
(MAB))ij = MAB)ij = A>_ AixBij =Y (AMix)Brj = Y (A)ixBr; = (AA))B
k=1 k=1 k=1

donc A\(AB) = (MA)B
De méme,

p p p
(A(AB))ij = MAB)ij =AY AixBij = > AMir(ABij) = > Aik(AB)i; = (AAB))i
k=1 k=1 k=1

donc A\(AB) = A(AB).

Remarque 7. Soit n € N*,
Pour tout A € M,,(K) et pour tout A € K, on

(Mp) x A= AIp, x A) =XA = (NA) x [, = A x ().

Ainsi, les matrices scalaires commutent avec toutes les matrices. En fait, ce sont les seules
a posséder cette propriété.

Proposition 5

Soit n € N*. Soit A € M,,(K) telle que pour toute matrice M € M,,(K), AM = MA.
Alors A est une matrice scalaire, i.e. il existe A € K tel que A = A\I,,.

Démonstration.
Par hypothese, on a pour tout (i, j) € [1,n]? AE;; = E; ;A.
Soit (k,1) € [1,n]%. On a

(AE; j)ky = ZAk,t(Ei,j)t,l = Z Ap,10it051 = Ag,i0j1

et

n
(Eij A, Z ikt Ar = Zaz k0L = 0ikAj.
=1 t=1
Or, pour tout (4,4, k,1) € [1,n]*, on a (AE; j)k; = (E;;A)k, donc Apidin =0k Aj
e Soient (i,k) € [1,n]? avec i # k. Si on choisit un incide j € [1,n] et qu’on pose | = j,
I’égalité ci-dessus donne A ; = 0, ce qui assure que la matrice A est diagonale.
e Soient (i,7) € [1,n]% Pour k = i et | = j, I'égalité ci-dessus donne A4;; = A;;, ce qui
signifie que tous les ccefficients diagonaux de A sont égaux. Nommons ce ccefficient A.
On a donc montré que A était une matrice diagonale dont tous les ccefficients diagonaux
sont égaux a A, i.e. A = Al,. |
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Proposition 6: Produit de matrices élémentaires

Soient (n,p,q) € (N*)3.
Pour tout (i,) € [1,n]  [1,2] et (7, 7') € [1,7] x [1,q], on &

Ez‘,j’ Sij =1

Ei,jEi',j'=5j,i'Ei,j':{ 0 sij#d

Démonstration. Soient (4, j,7, ') € [1,n] x [1,p] x [1,p] x [1,4q]-
Soient (k,1) € [1,n] x [1,4q].
On a

p n
(BijBi )k = Z(Ei,j)k,t(Ei’,j’)t,l = Z 0; k0j,t0:7 161 1
t=1 t=p

On remarque que tous les termes de la somme sont nuls si j # . Si j = 7/, le seul terme de
la somme non nul est celui pour ¢ = j = 4’. On en déduit que

(EijEy j)kg = 05005105 1 = 0.0 (Ei j )k,

et ceci est vrai pour tous les coefficients (k,1) € [1,n] x [1, ¢] d’ou I'égalité voulue. [ |

14.2.4 Puissances et formule du binome

Pour pouvoir multiplier une matrice par elle-méme, il faut que celle-ci soit une matrice
carrée. Il est donc naturel de définir les puissances d’une matrice carrée.

Définition 10: Puissances d’une matrice carrée

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).
Pour tout p € N, on note

I, sip=20
AP =0 AXAX---xA sip>0
p?(:is

\.

Remarque 8. Pour tout (p,q) € N2, on a par associativité du produit matriciel

ApAq:(AX--'XfD(AX---XA):AX"-XA:Ap+q:Aq+p:Aqu
p?(:is q fois p+q fois

donc toutes les puissances d’'une méme matrice A commutent entre elles.
On a également des propriétés analogues aux puissances d’'un nombre réel, & savoir :

V(p,q) € N?, (AP)1 = AP? et Vp € N,VA € K, (AA)P = NP AP,

Exemple 8. e Pour tout p € N*, 05 =0, et I5 = I,,.

(2 1 o (2 1\[(2 1\ (2 1\ _
oSmtA-(_2 _1>.AlorsA —(_2 _1> (_2 _1>—<_2 _1>—A, alors que
A#0ret A# D!
. -1 1 -1 1 -1 1 0 -1
0801tA—< (_1 O> <_1 O>_<1 _1> et
5 2., [0 =1\ (=1 1\ (1 0\ _
AT=4 ><A‘<1 —1)\-10)7 o 1)

2 _
1 0) . Alors A% =
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On constate également que A? + A 4 I3 = 0.
dq

e Soit D = une matrice diagonale.
dn
dy
Alors pour tout p € N, DP =
dn,

. (0 1 s (0 0
oSmtA—(O 0>.AlorsA —<0 0).

Définition 11: Matrices nilpotentes

Soit n € N*.
On appelle matrice nilpotente toute matrice A € M,,(K) pour laquelle il existe p € N*
tel que

AP = 0,.
Proposition 7

Soit n € N*. Soient A et B deux matrices de M, (K) qui commutent, i.e. AB = BA.
Alors

1. ¥(p,q) € N2, APBI = BIAP.
2. Vp €N, (AB)? = APBP = BPAP.

Démonstration.

1. Montrons par récurrence sur p € N que pour tout p € N, APB = BAP.
e Pour p=0,0na A% = I,, donc A’B = I,B = B = BI,, = BA", ce qui prouve la formule
au rang p = 0.
e Soit p € N tel que APB = BAP. Montrons que AP B = BAPT! On a

APTIB = A(APB) = A(BAP) = (AB)AP = (BA)AP = B(AAP) = BAPTL,

ce qui prouve la formule au rang p 4+ 1 et acheéve la récurrence. On a donc bien montré
que pour tout p € N, APB = BAP.
En appliquant la méme récurrence, on montre que puisque pour tout p € N, AP et B com-
mutent, alors A? commute avec toute puissance de B donc pour tout (p,q) € N2, APBY =
B1AP,

2. Montrons que (AB)P = APBP par récurrence sur p € N.
e Pour p =0, 0n a A°B° = I,, x I, = I, = (AB)? donc la propriété est vraie au rang
p=0.
e Soit p € N tel que (AB)? = APBP. Montrons que (AB)P*! = APTipr+l,

(AB)P*! = (AB)?AB = (APBP)(AB) = AP(BPA)B.
Or, d’apres lalinéa précédent, on sait que BPA = ABP donc
(AB)P* = AP(ABP)B = (APA)(BPB) = APT1prTl,

ce qui prouve la formule au rang p + 1 et acheve la récurrence.
On a donc montré que pour tout p € N, (AB)P = APBP et d’aprés l'alinéa précédent, on
sait que pour tout p € N, APBP = BPAP.
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PCSI
]

Remarque 9. En général, on n’a pas (A+ B)?2 = A% +2AB + B2. En effet, pour tout (A, B)

M, (K), on a
(A+B)?*=(A+B)(A+B)=A*+ AB+ BA+ B® # A* + 2AB + B*

si AB # BA.
2 = A2+ 2AB+ B? n’est vraie que si A et B commutent

Ainsi, I'identité remarquable (A+ B)
Plus généralement, la formule du binéme reste valable sous I’hypothese que A et B com-

mutent.
Proposition 8: Formule du binéme
(M, (K))? telles que AB = BA.

Soit n € N*. Soient (A, B) €
Alors, pour tout p € N,

(A+ B Ep: ( )A’pr—k - f: <Z> APk Bk,

k=0 k=0

Démonstration. La preuve est la méme que celle effectuée dans le chapitre <« Dénombrement >des

lors que ’on peut utiliser que
(A + B)AkBp—k _ Ak+pr—k + BAkBp—k — Ak—l—pr—k + AkBp—k+1
|

puisque A et B commutent.

10 010
Exemple 9. Soit A = 1 1].Alors A=Is+Bavec B=|0 0 1]|.Puisque I5et B
0 01 000

commutent, on peut appliquer la formule du binéme et on obtient que

p p
> 2 AP = (B + I3)P Z( >Bk1§_k:Z<Z>Bk.

Vp
=0 k=0
0 0 1
Il s’agit donc de calculer les puissances de B. Or, B est nilpotente puisque B> 0 0 Of et
000
Vp > 3, BP = 03 donc
-1
b (P ok pp—1) ., (1P p(pz !
A—Z(k)B =L+pB+ =B =g ;
00 1

On voit que la formule est vraie également pour p =0 et p = 1 donc

1 p p(p—1)
o 2
Vp e N, AP = 0 1 »
0 0 1

Alex Panetta
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14.3 Transposée d’une matrice
14.3.1 Définition

Définition 12: Transposée d’une matrice

Soient (n,p) € (N*)2. Soit M € M,, ,(K).
On appelle transposée de M, et on note M7 (ou ‘M), la matrice de M,, ,(K) définie par :

V(Z,]) < [[1,]?]] X [[l,n]], (MT)Z'J‘ = Mj,i-

Autrement dit, la i-eme ligne de M7 est la i-eme colonne de M et la j-eme colonne de
MT est la j-eme ligne de M.

Exemple 10. e Pour tout n € N*, 01 = 0,, et I = I,,. Plus généralement, toute matrice carrée
a les mémes ceefficients diagonaux que sa transposée et toute matrice diagonale est égale a sa

transposée.
1 4
e Soit M = 123 CAlors MT =12 5.
4 5 6
3 6
1 2 3 1 4 7
eSoit M=|4 5 6|.AlorsMT=|2 5 8
789 3 6 9

1
oSoitM:(l 2 3).AlorsMT: 2
3

Proposition 9: Propriétés de la transposition
Soient (n,p,q) € (N*)2.
1. Pour tout M € M, ,(K), (MT)T = M.
2. Pour tout (4, B) € (M,,,(K))?, pour tout (A, i) € K2,

(M + uB)T = XAT 4+ uBT.

3. Pour tout (4, B) € M, ,(K) x M, 4(K), (AB)T = BT AT,
4. Pour tout A € M, (K), pour tout p € N, (AT)P = (AP)T.

Démonstration.
1. Soit M € M, ,(K). Alors MT € M, ,,(K) donc (MT)T € M,,,(K).
Pour tout (i,7) € [1,n] x [1,p], on a
(M) T)i = (MT)j5 = My
donc (MT)T = M.
2. Soient (A, B) € (M, ,(K))?, soient (\,u) € K2
On a M + uB € M, ,(K) donc (M + puB)T € M, ,(K). De méme, AT € M, ,(K) et
BT € M, (K) donc MAT + uBT € M, ,,(K).
Pour tout (7,7) € [1,p] x [1,n], on a
AAT 4+ uB"); ;= MAT)ij + (BT )iy = AMji + pBji = (AMA + puB)j; = (M + pB)")i;
donc (A + uB)T = AAT + uBT.
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3. Soient (A4, B) € My ,(K) x M, 4(K). On a AB € M,, ,(K) donc (AB)T € M, ,(K). De
méme, AT € M,, ,(K) et BT € M, ,(K) donec BTAT € M, ,,(K).
Pour tout (7,7) € [1,q] x [1,n], on a

i

p
(BTAT);; = (BT)ir(ANk; =D AjrBri = (AB)j: = (AB)"),
k=1
donc (AB)T = BT AT,
4. Soit A € M,,(K). Montrons par récurrence sur p € N que pour tout p € N, (AT)? = (AP)T.
e Pour p=0,0na (A1) =1, = IT = (ANT.
e Soit p € N tel que (AT)P = (AP)T. Montrons que (AT)P+1 = (APT1)T,
On a
(APFHT = (AP x A)T = AT(AP)T = AT(AT)P = (AT)PH,
ce qui prouve la formule au rang p + 1 et achéve la récurrence.
|

Remarque 10. Pour tout (A, B, C) triplet de matrices tel que le produit ABC' existe, on a
(ABC)T = (AB)C)T = cT(AB)T = cTBT AT,

14.3.2 Matrices carrées symétriques

Définition 13: Matrices symétriques, matrices antisymétriques

Soit n € N*. Soit M € M,,(K).

1. On dit que M est symétrique si MT = M, i.e. si pour tout (i,5) € [1,n]? M, ; =
M; ;. Dans ce cas, M est de la forme

M171 M172 560 Ml,n
M- M.1,2
: : Mn—l,n
Ml,n o Mnfl,n Mn,n

On note .7, (K) I'ensemble des matrices symétriques de M., (K).

2. On dit que M est antisymétrique si M? = —M, ie. si pour tout (i,j) €
[1,n]?, M; j = —M, ;. Dans ce cas, M est de la forme

0 MLQ - Ml,n
M= —M1,2
: : Mn—l,n
-Min ... —Mp_an 0

On note 47, (K) I’ensemble des matrices symétriques de M, (K).

Remarque 11. Si M est antisymétrique, on a pour tout 1 < ¢ < n, M;; = —M;; donc M; ; = 0.
Nécessairement, les ccefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls.

Exemple 11. e Pour tout n € N*,0,, est a la fois symétrique et antisymétrique.
e Pour tout n € N*, I, est une matrice symétrique. Plus généralement, les matrices scalaires
et les matrices diagonales sont des matrices symétriques.
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1 2 3
e La matrice M = | 2 4 5| est symétrique.
3 5 6
0 1 2
e La matrice M = | —1 0 3| est antisymétrique.
-2 =3 0

Proposition 10

Soient A et B deux matrices de M, (K).

1. Si A et B sont symétriques (resp. antisymétriques), alors pour tout (X, ) € K2, XA+
uB est une matrice symétrique (resp. antisymétrique).

2. Si A est symétrique, pour tout p € N, AP est symétrique.

3. Si A est antisymétrique, pour tout p € N, A%P est symétrique et A?PT! est anti-
symétrique.

Démonstration.
1. eSiAT = Aet BT =B,ona

(M + uB)T = XAT + uBT = XA + B
donc si A et B sont symétriques, alors AA + uB est symétrique.
eSiAT = —Aet B"=—-B,ona
A+ uB)T = AT + uBT = XA — uB = —(\A + uB)
donc si A et B sont antisymétriques, alors AA 4+ uB est antisymétrique.
2. Si A est symétrique, on a AT = A donc pour tout p € N,
(AP)T = (AT,
ce qui prouve que AP est symétrique.
3. Si A est antisymétrique, on a AT = —A donc pour tout p € N,
(AZp)T — (AT)Zp _ (_A)Qp _ (_1)2pA2p _ A2p

donc A% est symétrique.
De méme, pour tout p € N,

<A2p+1)T — (AT)Zp—H — (_A)2p+1 _ (_1)2p+1A2p+1 _ _A2p+1
donc A?P*1! est antisymétrique.
|
0 1 2
Exemple 12. Soit M = [ —1 0 3| une matrice antisymétrique.

-2 -3 0

0o 1 2 0o 1 2 -5 —6 3

AlorsM?=|-1 0 3||[-1 0 3|=|-6 —10 —2 | estunematrice symétrique.
-2 -3 0 -2 -3 0 3 -2 -13

Remarque 12. Le produit de matrices symétriques qui commutent est une matrice symétrique.
En effet, si A et B sont symétriques, on a (AB)T = BTAT = BA = AB si A et B commutent.

En revanche, le produit de matrices symétriques qui ne commutent pas n’est pas une matrice
symétrique. En effet, si A et B sont symétriques, on a (AB)T = BTAT = BA # ABsi Aet B
ne commutent pas.
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Proposition 11

Soit M € M,,(K).
Il existe une unique matrice symétrique S et une unique matrice antisymétrique A telles
que

M =S5+ A.

Démonstration. On raisonne par analyse synthese.

Soit M € M, (K).

e Analyse : Supposons qu’il existe une matrice symétrique S et une matrice antisymétrique
A telles que M =S + A. Alors M7 = ST + AT = S — A. Ainsi,

1 1
S = 5(M+MT) et A= 5(M—MT),

ce qui prouve 'unicité si existence de S et A.
e Synthése : Montrons 'existence de S et A. Posons

1 1

S = 5(M+MT) et A= 5(M—MT).
1 1
Ona ST = §(MT +(MTT) = i(MT + M) = S donc S est symétrique.
1 1
De méme, AT = i(MT — (M) = §(MT — M) = —A donc A est antisymétrique.
1
Enfin, on a bien S + A = i(M+MT+M—MT) = M.
On a donc bien prouvé l'existence d’'une matrice symétrique S et d’une matrice anti-
symétrique A telles que M =S + A, et on a montré leur unicité. |
1 2 3
Exemple 13. Soit M = (4 5 6| . Alors
78 9
1 2 3 1 4 7 1 35
S=_(M+M") = 4 5 6|+12 5 8||=1(3 5 7
789 3 6 9 5 79
et
1 2 3 1 47 0 -1 -2
A=_-M-MH=-14 5 6|—-[2 5 8|]=(1 0 -1
789 3 6 9 2 1 0
On a bien S symétrique, A antisymétrique et S+ A = M.
14.4 Matrices et systemes linéaires
14.4.1 Ecriture matricielle d’un systeme linéaire
Soient (aijj)lgign € K™ et (bi)lgign e K".
1<j<p
On considere le systeme linéaire de n équations a p inconnues (z1,...,zp) € KP
a1y + ... + arjr; + ... Q1pTp = by
(S) : a;1ry + ... + a5x; + ... QipXp = b;
an1r1 + ... + an;T; + ... apprp, = by
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Ce systeme équivaut a 1’égalité matricielle

a1 ey + -+ a1,pfﬂp) by

An1%1 + -+ anpTp
ou encore
a171 e a17p T bl
ap1 - Qnp Tp b,
arir .- aLp I b1
En posant A = : : € Mp,p(K), X = | € Mp1(K) et B = €
p1 - Qnp Tp bn,

M.,,.1(K), on obtient alors '’équivalence
(S) < AX = B.

Le systéme est donc équivalent a une équation matricielle d’inconnue X : ¢’est ’écriture matri-
cielle du systeme (S). On dit que A est la matrice associée au systeme.

Puisque pour tout X € M, 1(K), AX est une combinaison linéaire des colonnes de A, le
systeme AX = B est compatible si et seulement si B est combinaison linéaire des colonnes de

A.

3z — 2y + 2z = 1
Exemple 14. Considérons le systeme (S) : { —=x + z = 0 .I s%écrit matri-
y 4+ 2z = -1
ciellement
3 -2 1 T 1
1 0 1]{yl=1{o0
0 1 2 z -1

Définition 14: Systéeme homogene

Soit A € My, ,(K), soit B € My, 1(K).
Soit (5) le systeme d’inconnue X € M, 1(K) dont une écriture matricielle est AX = B.
On appelle systéme homogene associé a (S) le systeme d’écriture matricielle AX = 0.

Proposition 12: Solutions d’un systeme compatible

Soit A € M, ,(K) et B € M,, 1(K) tel que le systeme (S) : AX = B est compatible. Soit
Xo une solution particuliere de (.5).

Notons Sy l’ensemble des solutions du systéeme homogene (H) : AX = 0 associé a ().
Alors Pensemble des solutions de (.5) est

S={Xo+Y,Y € Su}.

Démonstration. Soit X € M, 1(K). On a les équivalences suivantes :

XeScAX =B AX =AXic AX-X) =0 X-XoeSg<=IFY €Sy, X =Xo+Y

d’ou le résultat. |
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Exemple 15. Soit A = (i _11 i) € Ma3(R) et B= <(1)) € M21(R).
x
Notons X = | y | € M33(R) et (S): AX = B.
z
1
On remarque que Xg = | 0 | est une solution particuliere de (5).
—1
Notons (H) : AX = 0 & { Q;j-yyjzz - 8 Ly+2Ly—Ly { 2:i;yy++zz - 8 - { 9; =
—2y
donc S = Y Yy ER
3y
Ainsi, ’ensemble des solutions de (5) est
—2y+1
S={Xo+Y,Y €Sy} = Y Yy eR
3y—1

14.4.2 Rang d’une matrice

On a vu dans le chapitre < Systemes linéaires >que le rang d’un systeme ne dépend que de
son membre de gauche, c’est a dire de sa matrice associée. Ceci légitime la définition suivante.

Définition 15: Rang d’une matrice

Soit A € M, ,(K).
On appelle rang de la matrice A, et on note rg(A) le rang de tout systeme linéaire associé
a la matrice A.

Remarque 13. Comme pour les systémes linéaires, on a nécessairement rg(A) < min(n, p).

On admettra momentanément le résultat suivant (qui sera démontré dans le chapitre < Ap-
plications linéaires >).

Proposition 13

Soit A € My, 5(K).
Alors rg(A) = rg(AT).

Remarque 14. Pour déterminer le rang d’une matrice A, on utilise la méme méthode que pour
les systemes linéaires, a savoir ’algorithme du pivot de Gauss. On effectue une suite d’opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice pour obtenir une matrice échelonnée.

D’apres la proposition précédente, le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée.
On peut donc également calculer le rang de A en calculant le rang de A”. Pour ce faire, on
peut procéder a des opérations élémentaires sur les lignes de AT, ce qui revient & effectuer ces
opérations élémentaires sur les colonnes de A.

Puisqu’une opération élémentaire conserve le rang, on pourra utiliser les opérations élémentaires

sur les lignes de A vues dans le chapitre < Systéemes linéaires >auxquelles on ajoute les opérations
élémentaires sur les colonnes analogues, a savoir :

CiHCj, ,Ci — A\C; CZ(*ClJr)\C]
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1 -1 2
Exemple 16. Soit A= |2 0 —1|. Pour calculer le rang de A, on utilise exactement la
3 -1 1
r — y + 2z =0
meéme méthode que pour déterminer le rang du systeme (5) : ¢ 2z -z =0
3 — y + 2z =0

Echelonnons la matrice A.

Lo+ Lo—2L4 1 -1 2 L1+2L1+Lo 0 -1
L3(—L3—3L1 L3<—L3—L2
AT 0 2 -5 S 0 -5
0 2 =5 0 0 O

On trouve rg(A) = 2 < 3. Puisque le systeme (S) est compatible, il admet donc une infinité de
solutions.

14.5 Matrices inversibles

14.5.1 Définition et premieres propriétés

Définition 16: Matrice inversible

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).
On dit que A est inversible §’il existe une matrice B € M,,(K) telle que

AB = BA =1,.

On dit que B est 'inverse de A, et on note B = A™!.
On note GL,,(K) l'ensemble des matrices inversibles de M, (K).

Proposition 14: Unicité de I’inverse

Soit A € M,,(K) une matrice inversible.
Il existe une unique matrice B € M, (K) telle que

AB = BA=1,.

Démonstration. Supposons qu'il existe deux matrices (B, C) € (M, (K))? telles que AB =
BA=AC =CA=1,.
Par associativité du produit matriciel, on a

B=BxI,=Bx(AC)=(BA)C=1,xC=C
donc B = C, ce qui prouve l'unicité de I'inverse de A. |

Remarque 15. e Par définition, une matrice inversible commute nécessairement avec son
inverse.

e L’unicité de I'inverse justifie la notation A~

e Si A est inversible, on note pour tout p € N, A = (A~1)? = A1 x ... x A7 Les regles

fois
sur les puissances de matrices s’appliquent de méme pour les puissances gégatives de matrices
inversibles.
e Dans la preuve, on n’a en fait utilisé que les égalités AC = BA = I,,.
Mais dans le cas des matrices carrées, BA = I,, = AB = I,,. On prouvera ce résultat dans
le chapitre < Applications linéaires >.
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e Soit A une matrice de M,,(K) inversible. Soient B et C' deux matrices de M, (K) telles
que AB = AC. En multipliant & gauche par A~!, on obtient

(A7'A)B=(A"'A)C = B=C.
De méme, si BA = C'A, en multipliant & droite par A~!, on obtient
BAAT'=CAA' = B=C.
Ainsi, si A est inversible, on peut simplifier par A dans une égalité.

Exemple 17. e Pour tout n € N*, I, x I,, = I, donc I,, est inversible et (I,,)"! = I,,.
En revanche, 0,, n’est pas inversible car pour toute matrice A € M,,(K), Ax0,, = 0,xA = 0,.
dq
e Soit D = une matrice diagonale telle que pour tout 1 < i < n,d; # 0.

dn
1

di
Alors D est inversible et D~ =
1
dn
En revanche, si une matrice diagonale D posseéde au moins un coefficient nul (par exemple s’il
existe i € [1,n] tel que d; = 0), alors D n’est pas inversible car pour toute matrice A € M,,(K),

la ligne i de DA est nulle.

e Soit A = (1 1) . Alors A est inversible et A~ = ( 2 _1> .
1 2 -1 1
1 2 =2 3 2 6
eSoitA=1|-1 3 0 |. Alors A est inversibleet A1 =1 1 2.
0o -2 2 2 5
B =

abona
c d)’

1
. 0 1\ , . . .
e La matrice A = n’est pas inversible car pour toute matrice

0 0
c d
AB(O 0>7élg.

Plus généralement, toute matrice triangulaire stricte (supérieure ou inférieure) n’est pas
inversible car si T' € M, (K) est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) stricte,
alors pour toute matrice A dans M, (K), la derniere (resp. premiere) ligne de T'A est nulle.

-1 0 1 1 0 1 -1 0 3
eSoit A= 0 1 —-2].0nad%?2=|01 —6|etAd3=|0 1 —14
0 0 2 0 0 4 0 0 8

1
On remarque que A3 —2A4%2 — A = —2I5 d’ot —§(A2 —2A — I3)A = I3, ce qui implique que

A est inversible et que

Proposition 15

Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Soit A~! son inverse.
Alors A1 est inversible et (A71)~! = A.

Démonstration. Par définition, on a A7'A = AA~! = I,,, ce qui prouve que A~! est
inversible et que (A~1)~! = A. [ |
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Proposition 16

Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Soit A € K*.
Alors AA est inversible et

1
(A7t = XA_I'
Démonstration. En effet, on a
(AA) (1A1> = ()\ X 1) AAT =1, et <1A1> (M) = (1 X A) ATTA=1,.
A A A A
|
Exemple 18. Soit n € N*. Alors —I,, est inversible et son inverse est (—1I,)~! = —Llln =—1,.

Proposition 17: Inverse du produit

Soient A et B deux matrices inversibles de M,,(K).
1. La matrice AB est inversible et (AB)~! = B~tA~!L.
2. Pour tout p € Z, AP est inversible et (AP)~1 = A~P.

Démonstration.

1. On a par associativité du produit matriciel :
(AB)(B'A Yy = A(BB YA ' = A[LA ' = AAT =1,
et
(B'A™YAB) =B Y(A'AB=B"'1,B=B'B=1,,
ce qui prouve que AB est inversible et (AB)™! = B~1A~L

2. Montrons par récurrence que pour tout p € N, AP est inversible et (AP)~! = A~P,

e Pour p = 0, A° = I,, donc A est inversible et
(AO)—I — Igl _ In — A—O

donc la propriété est vraie au rang p = 0.

e Soit p € N fixé tel que AP est inversible et (AP)~! = A~P. Montrons que AP*! est
inversible et que (APT1)~1 = A=(P+D),

On a APT1 = AP x A donc APT! est inversible comme produit de deux matrices inversibles
et

(Ap+1)71 — (Ap % A)fl — Afl(Ap)fl — AflAfp — Afl(Afl)p — (Afl)erl — A*(erl)’

ce qui prouve la formule au rang p + 1 et achéve la récurrence.

Il reste a montrer que la formule est vraie pour p < 0. Soit p < 0. Ainsi, —p > 0, donc
A7P est inversible et on a d’apres ce qui précede

(A7) = ar,

ce qui prouve que AP est inversible et que (AP)~! = AP,
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Remarque 16. o Soit A € M,,(K) inversible. Soit M € M, (K).

Alors M est inversible si et seulement si AM est inversible.

En effet, puisque le produit de deux matrices inversibles reste inversible, si M est inversible,
alors AM est inversible.

Réciproquement, si AM est inversible, M = A~1(AM) est inversible.

Ainsi, multiplier une matrice M par une matrice inversible A ne modifie pas le caractere
inversible (ou non) de M.

e En revanche, la somme de deux matrices inversibles n’est pas forcément inversible. En
effet, I,, et —I,, sont inversibles mais I,, + (—1I,) = 0, n’est pas inversible.

e Les matrices nilpotentes ne sont pas inversibles. En effet, soit A € M,,(K) une matrice
nilpotente. Il existe un entier p € N* tel que AP = 0,. Or, si A était inversible, d’apres la
proposition précédente, AP devrait ’étre également, ce qui est absurde puisque A? = 0,, donc
A n’est pas inversible.

Proposition 18: Inverse de la transposée

Soit A € M,,(K) une matrice inversible.
Alors AT est inversible et

(AT)1 = (47T

Démonstration. On a

ATA N =(AIA)T=1T =1, et (A HTAT =(AA YT =1 =1,

n

ce qui prouve que AT est inversible et que (A7)t = (A~1)T, [ |
1 2 =2 3 26
Exemple 19. Soit A= [ -1 3 0 |.Onavuque A est inversibleet A=t =[1 1 2
0 -2 1 2 25
1 -1 0
On en déduit que la matrice AT = 2 3 —2| est inversible et que son inverse est
-2 0 1
31 2
(A HT'=12 1 2
6 2 5

Remarque 17. e Si A est inversible et symétrique, alors (A~H)7 = (AT)~! = A=! donc A~}
est également symétrique.

e Si A est inversible et antisymétrique, alors (A~H7 = (AT)™! = (—A4)~! = —A~! donc
A~ est également antisymétrique.

14.5.2 Recherche de ’inverse

Dans cette section, nous allons présenter une méthode pour déterminer I'inverse d’une ma-
trice. Celle-ci est fondée sur I'algorithme du pivot de Gauss.

Rappelons que les opérations élémentaires que l'on peut effectuer sur une matrice pour
I’échelonner sont les suivantes :

Li<—>Lj; Li%)\LZ‘Si)\#O et LZ'(—LZ'—FALJ'.

Soit A € M,,(K) une matrice de rang n.
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10 ... 0

01 0 0

00 1
Pij =

: 1 0 0

0 0 1

Remarquons que pour tout (i,5) € [1,n]? avec i # j, effectuer Popération L; <» L; sur la
matrice A revient a la multiplier & gauche par la matrice de permutation

c’est a dire la matrice qu’on obtient apres avoir effectué 'opération L; <+ L; sur la matrice I,,.
Notons que P;; est inversible et que Pfjl = P, j. Ainsi, multiplier A par P;; ne modifie pas le
caractere inversible (ou non) de A.

De méme, pour tout 1 < ¢ < n et pour tout A € K*, effecturer 'opération L; < AL; sur la
matrice A revient & la multiplier & gauche par la matrice de dilatation

10 ... ... ... 0
0 1

D;(\) = \ )
0O ... ... ... 0 1

c’est a dire la matrice qu’on obtient apres avoir effectué 'opération L; <— AL; sur la matrice I,,.
Notons que D;()) est inversible d’inverse D;(5). Ainsi, multiplier A par D;(\) ne modifie pas
le caractere inversible (ou non) de A.

Enfin, pour tout (i,5) € [1,n]? avec i # j, effectuer 'opération L; ++ L; +AL; sur la matrice
A revient a la multiplier a gauche par la matrice de transvection

1 0 ... ... ... 0
0
1 A
Tii(\) = = I, + \E; j,
: .1
0O ... ... ... 0 1

c’est a dire la matrice qu’on obtient apres avoir effectué 'opération L; <— L;+AL; sur la matrice
I,. Notons que T; j(\) est inversible d’inverse T; j(—A\). Ainsi, multiplier A par T; j(\) ne modifie
pas le caractere inversible (ou non) de A.

On en déduit que les opérations élémentaires préservent I’inversibilité.

Puisqu’on a supposé la matrice A de rang n, on sait qu’apres ’avoir multipliée a gauche par
des matrices de cette forme, on peut obtenir une matrice diagonale a ccefficients non nuls de la
dq

. En multipliant & gauche par les matrices de dilatation Di(d%_) pour tout
dn,

1 < i < n, on obtiendra alors I,,.

Finalement, si on note B le produit de toutes les matrices représentant les opérations
élémentaires qu’on aura appliquées a A, on a obtenu BA = I, ce qui signifie que A est in-
versible et que B = A~

forme
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Il reste & exprimer A1, Or, on a vu que multiplier I,, par une matrice ci-dessus revient &
effectuer I'opération élémentaire associée a cette matrice sur I,,.

Ainsi, si on réalise sur I,, la méme suite d’opérations qu’on a effectuées sur A, on aura fait
le produit BI, = B = A~!.

Pour obtenir A~!, on réalise donc ’algorithme du pivot de Gauss sur A et on effectue les
meémes opérations simultanément sur I,,.

Remarque 18. On a démontré au passage que toute matrice A € M, (K) de rang n est
inversible. On verra plus loin que la réciproque est vraie.

1 2 =2
Exemple 20. Reprenons 'exemple de la matrice A= | —1 3 0 | . On réalise 'algorithme
0o -2 1
du pivot de Gauss sur la matrice A pour ’échelonner et on effectue simultanément les mémes
opérations sur I3.

1 2 —2[10 0 1 2 2|1 0 0\ LicsLi-2L
~1 3 0o 10 |0 5 —2]1 1 0 |yt
0 -2 11]00 1 0 -2 1]0 01
50 —6[3 —2 0\ LicLitors (5 0 015 10 30\ “F" /1 0 0|3 2 6
05 —2/1 1 0 |™2 0505 5 10 3°[010/1 12
00 1]2 2 5 001]2 2 5 001225

On a fait apparaitre I3 a gauche, ce qui signifie que les opérations qu’on a effectuées reviennent
a multiplier & gauche par A~1. On a effectué les mémes opérations sur I3, c’est & dire qu'on a

multiplié I3 par A~!. La matrice qu’on voit apparaitre & droite est donc A~
3 2 6

On retrouve que A~ = 2
5

11
2 2
14.5.3 Résolution d’un systeme de Cramer

On rappelle qu’un systeme de Cramer est un systéeme a n équations et n inconnues admettant
une unique solution. Si un systeme de Cramer s’écrit matriciellement AX = B avec A € M, (K),

alors cette derniere équation possede une unique solution. La proposition suivante caractérise
les matrices associées a des systemes de Cramer.

Proposition 19: Caractérisation des matrices inversibles

Soit n € N*. Soit A € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est inversible;

2. Pour toute matrice colonne B € M,, 1(K), I'équation AX = B admet une unique
solution X € M,, 1 (K);

3. Il existe une matrice colonne B € M,, 1(K) telle que I’équation AX = B admet une
unique solution X € M,, 1(K);

rg(A) = n.

e~

Démonstration. Pour montrer que les quatre assertions sont équivalentes, on va effectuer
un raisonnement circulaire, c’est a dire montrer que 1) = 2), puis 2) = 3), puis 3) = 4),et enfin
4) =1).

e Supposons que A est inversible.
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Soit B € My, 1(K). En multipliant par A~!, on a les équivalences :
AX=Be A '"AX=A""Be,xX=A"Bes X=A"'B.

Ainsi, si la matrice A est inversible, alors ’équation AX = B admet une unique solution
X e Mnjl(K).

On a donc bien prouvé que 1) = 2).

e Supposons que pour toute matrice colonne B € M, 1(K), I'équation AX = B admet une
unique solution X € M,, 1(K).

Alors il existe clairement une matrice colonne B € M,, ;(K) telle que ’équation AX = B
admet une unique solution X € M,, 1(K).

On a donc bien prouvé que 2) = 3).

e Supposons qu’il existe une matrice colonne B € M,, 1(K) telle que 'équation AX = B
admet une unique solution X € M,, 1(K).

Considérons le systeme (S) associé & cette équation matricielle. Nécessairement, ce systéme
admet une unique solution. Or, on a vu dans le chapitre < Systemes linéaires »>que le seul cas
ol un systeme a n équations et m inconnues pouvait avoir une unique solution était lorsque le
rang du systeme était égal a n (si le rang du systéme est strictement inférieur a n, soit il est
incompatible, soit il admet une infinité de solutions).

On en déduit que le rang de (S) est égal a n, donc par définition rg(A4) = n.

On a donc bien prouvé que 3) = 4).

e Supposons que rg(A) = n. On a montré dans la section précédente que dans ce cas, on
pouvait appliquer a A lalgorithme du pivot de Gauss pour trouver I'inverse de A, donc A est
inversible.

On a donc bien prouvé que 4) = 1). [ |

Remarque 19. e Une matrice carrée de taille n est donc inversible si et seulement si elle est
de rang n.

Ainsi, une matrice diagonale, qui est déja sous forme échelonnée, est inversible si et seulement
si ses pivots sont tous non nuls. On en déduit qu'une matrice diagonale est inversible si et
seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. Dans ce cas, son inverse est également
une matrice diagonale.

De méme, une matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si ses coefficients
diagonaux sont tous non nuls. Dans ce cas, son inverse est également une matrice triangulaire
supérieure.

Le méme résultat demeure pour une matrice triangulaire inférieure car sa transposée est
triangulaire supérieure et on a vu qu’une matrice est inversible si et seulement si sa transposée
I’est également.

e Si une matrice A € M,,(K) possede une ligne entierement constituée de 0, alors rg(A) < n
donc A n’est pas inversible.

De méme, si A posséde une colonne entierement constituée de 0, alors rg(A’) < n donc
rg(A) < n, ce qui implique que A n’est pas inversible.

e Si on souhaite résoudre un systéme dont I’écriture matricielle est AX = B avec A €
M,,(K), on peut commencer par échelonner la matrice A pour déterminer son rang.

Si elle est de rang n, on calcule son inverse grace a la méthode du pivot de Gauss et on
résout le systeme en utilisant 1’équivalence

AX =B & X = A"'B.

e Pour qu’une matrice soit inversible, il suffit que I'équation AX = 0 admette la seule
solution X = 0.
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Exemple 21. Considérons le systeme (S) : ¢ —x +
1 2
tricielle de ce systéme est AX = Bavec A= | -1 3
0 -2

On a vu que la matrice A est inversible et que A~! =

x 3
() AX=BeX=A"'"Be |y|=|1
z 2

donc 'unique solution du systeme est le triplet (z,y, z) =

29 — 2z = 2
3y = —2 . L’écriture ma-
2y + z = 3
- T 2
01, X=|y|leteB=1]-2
1 z 3
3 2 6
1 1 2] donc
2 2 5
2 6 2 20
1 2 —2|=1]6
2 5 3 15
(20,6, 15).

Remarque 20. Réciproquement, si on montre que I’équation AX = B admet une unique
solution pour toute matrice colonne B € M, 1(K), puisque cette solution est nécessairement
X = A71B, la résolution d’un systeme générique AX = B permet de déterminer A~!.

1 2 =2 T a
Exemple 22. Soit A=|—-1 3 0 |, X=|y|letB=1]5b
0 -2 1 z c
On a
r + 2y — 2z = a I r + 2y — 2z = a
AX =B&{ —x + 3y = p rate 5y — 22 = a+b
- 2y + z = c - 2y + 2z = c
€1<—5£1—%£2 S5z — 6z = 3a —2b T = 3a+2b+6¢
seoLgtals oy — 2z = a+b & Y = a+b+2
z = 2a+2b+5c z = 2a+2b+5c
3 2 6 3 2 6
ce qui équivaut 3 X = |1 1 2| BdounAd'=[|1 1 2|.
2 2 5 2 2 5
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