LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°7

Probleme 1 : Irrationalité de ¢

1
L Onam= [ edo= [l =e — e dion[r=c— 1]
0

En effectuant une intégration par parties, on trouve
1 1
r = / (1 —z)edr = [(1 — x)e”]; +/ e'der =—1+e—1
0 0
o

2. Soit n € N. En effectuant une intégration par parties, on trouve

1
1_ n+1
T+l = /—( z) e’dx
0

(n+1)!
. n+1 1 1— n
[ ] —( ?) e“dx
n+1 0 (n+1)!
/ 1—x
= dx
n+1
= Tn——
(n+ 1)1
Ainsi, | pour toutn € N,r, = m + Tt

3. Montrons par récurrence sur n € N que pour tout n € N, e = Z il + 7.

1
e Pour n =0,0n a Z 2l +79=14e—1 = e donc la propriété est vraie au rang n = 0.
k=0

1
e Soit n € N fixé. On suppose que e = Z i + r,. Montrons la propriété au rang n + 1.

D’apres la question précédente, r, = + r,+1 donc en utilisant ’hypothese de

1
(n+1)!

récurrence, on obtient

n+1
1

1 1 1
6_§H+rn_§ﬂ+m+rn+l_;H+TH+17

ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence.

1
On a bien montré que [pour toutn € N,e = Z 2l + 7.




4. (a)

Soit n € N. Pour tout z € [0,1],0 < (I —2)" < 1 et 1 < e* < e donc pour tout

1—x)" e
vepiog L= w &
n! n!
Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

1 1
0:/ deg/ (1 / —dx—
0 0

. e
d’ou |pour toutn € N,0 < r, < -
n!

Puisque lim — = 0, on déduit du théoreme des gendarmes que | lim r, = 0.
n—-+4oo n' n—-+4oo

D’apres la question 3, pour tout n € N*, on a e = u, +r, d'ou u,, = e —1r,.

Or, d’apres la question précédente, lim r, donc lim e—r, =e.
n—-+00 n—-+00

Ainsi, | lim u, =e.
n—-+oo

Montrons que les suites (uy)nen+ et (vn)neN* sont adjacentes.
n+1

e Pour tout n € N* w1 —u, = Z kl' k' ﬁ > 0 donc la suite (u,)nens
est strictement croissante.
e Pour tout n € N*,
1
Up+1 — Up = un+1+ (n+1)<n+ 1)' — Unp — m
1 1 1

Mt A Dmr D nl
nn+1)+n—(n+1)?
n(n+1)(n+1)!
1
n(n+1)(n+ 1)! =

donc la suite (v, )nen+ est strictement décroissante.

1
e Enfin, pour tout n € N*,v,, —u, = — — 0.
nn! n—+oo

On a donc bien montré que |les suites (u, )nen €t (v, )nens sont adjacentes.

D’apres le théoreme des suites adjacentes, elles sont donc convergentes de méme

limite. Or, d’apres la question précédente, lim wu, =e donc lim v, =e.
n—+0o0o n—+o0o

Ainsi, pour tout n € N*, u, < e < v,.

S’il existait un entier ng € N* pour lequel u,, = e, alors pour tout n > ng,u, > e
puisque la suite (u,),en+ est strictement croissante, ce qui est absurde.

On a donc nécessairement pour tout n € N* u,, < e. De méme, puisque la suite
(Un)nen+ est strictement décroissante, le méme argument montre que pour tout n €
N* v, > e.

Finalement, on a bien ‘pour toutn € N*, u,, < e < v,.

1
D’apres la question précédente, puisque ¢ € N*, on a u, < e < v, = u, + — donc en
qq:
multipliant par ¢!, on obtient

1
qlu, < ¢le < qlug + —.
q




q

1 g
(b) Par définition, u, = o donc qlu, = E % Pour tout k£ € [0,¢], k! divise ¢!
k=0 k=0
|

puisque & < ¢ donc % est un entier naturel pour tout k € [0, ¢]. Ainsi glu, est un
entier naturel comme somme d’entiers naturels.
De méme, gle = q!]—? = p(q — 1)! € N. Donc ¢le — ¢lu, € Z.

q

1 1
Or, d’apres la question précédente, 0 < gle — gluy < —. De plus — < 1 car ¢ € N*.

q q
Ainsi, 0 < ¢'e—qlu, < 1. Le nombre gle —qlu, est donc un entier strictement compris
entre 0 et 1, ce qui est impossible.

L’hypothese e = P 2 done mené  une contradiction.
q

Finalement, on a donc bien prouvé que | e est un nombre irrationnel. |

Probleme : Autour du nombre d’or

Partie I : Deux suites convergeant vers le nombre d’or

1.(a) Sin=1,ilyaunseul 1 sous la racine donc |u; = v1 =1,

Soit n € N*. Alors u,, = \/1 + v 14+ +v1+..., oule nombre 1 apparait n fois. Ainsi

Vitu, = \/1+ \/1—1— Vv1+4++1+ ... oule nombre 1 apparait (n + 1) fois donc

pour toutn € N* u,. 1 = V1 + u,.
(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N* u, € [1, ¢].

e Pour n =1, on awu; =1 € [1,p] donc la propriété est vraie pour n = 1.
e Soit n € N*. On suppose que u, € [1,]. Montrons que u,.1 € [1, ¢].
D’apres la question précédente, 1,11 = /1 + uy,.

Par hypothese de récurrence, on a 2 < 14+ u, < 1+ ¢.

Par croissance de la fonction racine carrée sur R, on en déduit que

V2 <V +u, <1+,
i.e.lg\/ﬁgunﬂgvl—i—gp.

Or, d’apres la partie précédente, on sait que p? = p+1 donc v/ + 1 = \/¢? = |p| =
pcar ¢ > 0 dou 1 < u,y1 < ¢, ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que | pour toutn € N* u,, € [1, ¢].

(c) Pour tout n € N*, on a

V1+u, +u, VI Fu, +u, vV1+u, +u,

On sait d’aprés la question précédente que pour tout n € N* u,, € [1, ¢] donc p—u,, >
0,up — ¢ =1, >0 (car ¢’ <0) et T+ u,+u,=>vV2+1>0.

Ainsi, pour tout n € N* u, 1 — u, > 0 donc |la suite (u,),en est croissante.

\/1 n — UWn \/1 n n 1 n - 2 - Unp n - !

(d) La suite (uy)nen+ est croissante et majorée donc d’apres le théoreme de la limite
monotone, elle est convergente de limite [ € R.

Puisque pour tout n € N*, u,.1 = /1 + u,, on obtient par passage a la limite que
l=+vV1+ldoul?=1+1.



Ainsi, = poul=¢.

Or, pour tout n € N, u,, > 0 donc [ > 0. Puisque ¢’ < 0,1 = ¢’ est impossible donc

[ = .

Ainsi, on a bien | lim wu, = .
n—-+o0o

2. (a) On sait que pour tout n € N* v, > 0. A fortiori, pour tout n € N* v, > ¢’ donc
v, — @' > 0 ce qui assure la bonne définition de la suite (wy,)pens-

On a pour tout n € N*,

Un+1 — @ _ i—f-l—@

Q-9+l =9y -9

Wp41 = = 1
Uny1 =@ —+1—¢

/

donc la suite (wy,)nen+ est géométrique de raison L et de premier terme

_v—p 1l ¢
w, = — /—1_ ;= -
v — @ 2 2

/ \ n—1 AL
Ainsi, pour tout n € N*, w,, = LA (ﬂ) = (ﬁ) )
¥

2 2
/ -1 AL
Or, L V5 < 1donc lim (ﬁ) =0.
) \/g + 1 n—-+oo )
On en déduit que | lim w, = 0.
n—-+o0o

(b) Par définition de (wy,)nen+, On a pour tout n € N*
Up — @
Up, — ¢

Wy =

(I—¢ v +1 v, —

Y vy — ¢

&S wy(v, — @) =v, — e v, (1 —w,) = ¢ — Pw,.

== —wn

'

/ n
Or, pour tout n € N*, w,, = (£> # 1 car ¢ # ¢' donc 1 — w,, # 0 d’ou pour tout
¥

n € N*,
o= p'wy

Up, )
1—w,

D’apres la question précédente, on sait que lim w, = 0 donc lim ¢ — Q'w, = ¢

n——+o0o
et lim 1—w, =1.
n—-+00
Par quotient de limites, on en déduit que | lim v, = ¢.
n—-+o0o

Partie II : Suite de Fibonacci

1. (a) L’équation caractéristique associée est (E) :r? —r — 1 = 0.

n——+o0o

D’apres les résultats préliminaires, on sait que (£) admet deux racines réelles dis-

tinctes que sont ¢ et ¢'.
Il existe donc (A, ) € R? tel que pour tout n € N,

Fo = X" + p”"

Pour n =0 et n =1, puisque Fy =0 et ] = 1, on obtient le systeme suivant

0 = A+u e B = —A -
L = o+ py 1 = Me—¢)=X2/5

A

]

—_
=

S



Ainsi, on a

©" "
PourtoutneN,onaFn:—<1—(3’4) )
V5

/
Or, on a déja vu en question 2.(b) de la partie I que lir+n <£
n—-+0o00 (p

/ n
lim 1— (3) —1.
n——+o0o ®

Ainsi, 1 — (%) ~ 1 donc par produit, on en déduit que | F;,, ~

. . p"
P 1,al | —
uisque ¢ > 1, alors . _1}5{100 \/5
n+1

V5

D’apres la question précédente, F, 1 ~

déduit que

n

V5

Fn—l—l ~ 2
F, i

Gn =

d’ou| lim ¢, = ¢.

n—-+4o0o

Soit n € N*. On a

Fn+2 Fn+1_Fn+1+Fn_Fn+1:

= 400, ce qui implique par équivalence que| lim F, = +oo.

n—-4o00

et F, ~ L donc par quotient, on en

FoFpiy + F2— 2,

n+1 — 4n = - =
" " Fn+1 Fn Fn+1

Montrons par récurrence que pour tout n € N,

Fy

FoFoi1 +F2 — FZ = (—1)"*"

e Pour n =0, on a FoFy + F§ — Ff = -1 = -1 =

vraie pour n = 0.

e Soit n € N. Supposons que F, F,, 1 + F2 — F2,, = (—=1)"*%,

Montrons que F,41Fnio+ Fo ) — F2,, =
On a

FonFopa + Fopy = Fly = Fop(Fop + F) + Fyy -

(~1)+.

= Fl +FF+F, —F,
= _FnFnH_Fz""FiH

—(—=1)"*'  d’apres hypothese de récurrence

FnFn+1

(—1)°*! donc la propriété est

(Fn—i-l + Fn)z

—2F,F, 4 — F?

donc F, 1 Fopo+ F2 — F2 5 = (—1)""2, ce qui prouve la propriété au rang n+ 2 et

acheve la récurrence.

Ainsi, pour tout n € N, F, Fj, 1y + F2 — F2,; = (—1)"*! ce qui prouve que

pour toutn € N*, ¢,41 — qn

B (_1)n+1
B FnFn—H ‘




()

e Soit n € N*. On a

@n+1) — 2n = n+2 — @nt1 T @n+1 — G2n
-1 2n+2 -1 2n+1
)
F2n+1F2n+2 F2nF2n+1
B 1 1
F2n+1F2n+2 F27’LF2TL+1.
OI' 1 _ 1 _ FQn_F2n+2 _ F2n+1 _ 1 <0
’ F2n+1F2n+2 F2nF2n+1 FQnF2n+1F2n+2 FQnF2n+1F2n+2 F2nF2n+2

car pour tout n € N*, Fj, > 0.
Ainsi, pour tout n € N*, ga(41) — g2 < 0 donc la suite (gon)nen+ est décroissante.

e De méme, on a pour tout n € N,

(_1)2n+3 (_1)2n+2

F2n+2F2n+3 F2n+1F2n+2

Q2(n+1)+1 — @2n+1 = G2n+3 — Q2n+2 T Q2n+2 — Q2n+1

- 1 1
 FopsoFonis | Fong1Fongs
o L0 PuntPus P ]
" FonpoFonys FonpiFonys Fony1FonoFonis  FonpiFongoFonts  Fong1Fonts

0 car pour tout n € N*, F,, > 0.
Ainsi, pour tout n € N, ¢a(41)41 — Gant1 > 0 donc la suite (gan+1)nen est croissante.

e Enfin, on sait que lim ¢, = ¢ donc lim ¢, = lim ¢o,.1 = ¢ donc
n—4o0o n—+o0o n—+o0o

lim gopt1 — gan = 9 — @ = 0.

n—-+0o

On en conclut que |les suites (gan )nen+ €t (Gont1)nen sont adjacentes.
Soit n € N*. On a d’apres la question 2.(b),

i (—1)k+ i
= = Qk+1 — Gk = 4n+1 — 41-
puari S
F 1 n -1 k+1
Or, ¢ = Fj =1= 1 donc pourtoutnGN*,Z% = (n+1 — 1

k=1
Or, on sait d’apres la question 2.(a) que lim ¢, = ¢ d’ou lim ¢,11 = .
n—-+oo n—-+oo

n (_1)k+1
On en déduit que | lim — =p—1.
n——+0o00 Pl Fka+1

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, g, = v,.

e Initialisation : Pour n = 1, on a ¢ = v; = 1 donc la propriété est vraie au rang
n=1.

e Hérédité : Soit n € N*. Supposons que ¢, = v,, et montrons que ¢, 11 = Up11-
Par défintion de la suite (¢, )nen+, on a

i = 2 = " =1+ =14 —.
Fn+1 Fn+1 n+1 an

1

Or, par hypothese de récurrence, g, = v,, donc F,,,; = 1+ — = v, 1 par définition
Un,

de la suite (v,,)nen+, ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que | pour toutn € N*, ¢, = v,.




3. On sait que pour tout n € N, F,, € N. Il s’agit de montrer que pour tout n € N,

n n

et 1 ®

Ld <F, <2

1
F, < +-<F,+1 —

n

b
V5

Or, pour tout n € N, |F,, —

-5+ ()

_ ‘__5

1 1
+-& —-<F,—-

RV N Vs 2 2

¥

Puisque ‘[ L €]0,1[, on a pour tout n € N, <\/_ ) < 1don

pour toutn € N, |F, —

N[ —

S0n<1<
VBl VB

car \/5>2.

1
Ainsi, pour tout n € N, —= < F}, — \397 < —, ce qui implique que —3 < F, —

"o
LA

N

noo]
On a donc bien montré que | pour toutn € N, F,, = {@— + —J )

/5 2

4. (a) Soit n € N. En utilisant le résultat de la question 1.(a), on a

d’ou F), <

1
SOFn—i_SO/n —

hal
V5
+V5  1-W5

2 2

V5

Or, VB - = V5 — =
1
%(90
Finalement, |pour toutn € N, F,,,1 = ¢oF), + ¢™.
(b) Soit n € N. On a

n+1 /n—l—l)‘

-

1 n n n n
@Fn+1+Fn:ﬁ(@ =" " — ).
Or, on sait que ¢’ = —— donc
¥
]' 2 n n+2 QD n+11
pF+ F, = ﬁ(wo + (1) St +(=1) o
1 . 11
= E((@Jrl)@ +¢"+(-1) (E—E))
_ e +2)
V5
or, 212 _ 1 5+\/5:1+\/5:(pd0ncg0"(g0+2):(an
N ERAE 2 V5

Ainsi, | pour toutn € N, pF,,; + F, = "

("= ™) + "= — (" + (V5 — 0)™).

n

%\

/A

SIS

N | —

= —¢' donc %(W*l + (VB —p)™) =



()

Soit n € N*.
e On a

12n—1 (90/ _ 90)

V5

1
PLop—1 2 \/5“0 ) © 0

Or, ¢ —p = —+/5 donc OFop_1 — Fyy = — /271,

Puisque ¢’ €] — 1,0, [, alors ¢?*~! €] — 1,0[ donc —'>»~! €]0, 1[ d’otr

/2n) — 'Y

0< QOFanl -, <1 B, < @anfl < F5, + 1.

Puisque pour tout n € N*, F,, € N, ceci implique que | pour toutn € N*, Fy,, = |pFy,_1].

e On a de méme pour tout n € N*, oy, — Fy, 1 = —¢™".

Puisque ¢’ €] — 1,0, [, alors ¢"** €]0,1[ donc —¢?"! €] — 1,0[ d’out

—1 < @lyy, — Fopp1 <0 Fopp — 1 < by, < Fopyg.

Puisque pour tout n € N*, Fy,, 11 € N, ceci implique que | pour toutn € N*, Fy, 11 — 1 = |pFy, .

Soit n > 2. D’apres la question 4.(a), on a
P — ¢ = Fopi = —¢ =" = /(1 + ™).

Puisquen > 2, onan—1 > 1donc ¢! €]—1,1[ d’out 1+ ¢! €]0, 2] et finalement
—'(1+ @™ 1) > 0 (car —¢’ > 0).

D’autre part, puisque ¢’ €] — 1,0], la suite (|¢'|")nen décroit strictement vers 0
donc pour tout n = 2,¢" < |¢|" < |¢| = —¢' et ¢ < —¢' donc pour tout
n>1,0" < —¢ d’ol pour tout n > 2,1+ "1 < 1 — ¢’ ce qui implique que
—(I+¢" ) <= +¢? =1

Ainsi, pour tout n > 2,0 < pF,, — ¢ — F,,1 < 1,ie. F, 1 < oF, — ¢ < F,;1 + 1.

On en déduit que |pour toutn = 2, F,1 = [¢@F, — ¢'|.

Soit n > 2. D’apres la question précédente, on a

xn+1:Fn+1+1: L@Fn_¢,J+1: L@Fn_wl_l'” = L@DFH_FSOJ = LSD(FH_}'l)J

d’ou |pour toutn > 2, x,41 = |px,].




