PCSI Lycée Fénelon

Dérivabilité

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel.

15.1 Dérivée

15.1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 1: Nombre dérivé et fonction dérivée

Soit f: 1 — R.

e Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si lim M existe et est finie. Dans

r—a Tr—a
ce cas, on note

r—a T —a
On dit que f’(a) est le nombre dérivé de la fonction f au point a.
e On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en chaque point de I.
I — R

— f(2) la fonction dérivée de f.

On note alors [’ :

d
Remarque 1. e En physique, on note également d—f(a) au lieu de f’(a).
x

fla+h) - f(a)
h

e On a la définition équivalente suivante : f est dérivable en a si lim existe

h—0
et est finie. Dans ce cas, on note f'(a) cette limite.

L’équivalence des deux définitions est immédiate en posante h = z — a.

Exemple 1. Soient (m,p) € R2. Soit f : 2 — ma + p une fonction affine. Alors f est dérivable
sur R et pour tout x € R, f’(z) = m. En effet, pour tout a € R, on a

lim f@) = f(a) — lim 2% tpomazp lim mfz —a) =m.
r—a Tr—a T—a Tr—a Tr—a Tr—aQa

Remarque 2. Soit f : I — R. Soit a € I tel que f est dérivable en a. Pour tout z € I, la
droite qui relie les points (a, f(a)) et (z, f(z)), qui appartiennent & la courbe représentative de

x) — f(a
f, a pour pente M
T —a
Quand le point x tend vers a, cette droite tend vers la tangente & la courbe représentative

de f au point (a, f(a)), ce qui permet d’interpréter géométriquement f’(a) = lim M

T—a T —a
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comme le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point (a, f(a)).
Ainsi, si f’(a) = 0, alors la tangente est horizontale.
x) — f(a
Si f n’est pas dérivable en a et si lim M
r—a T —a
f admet une tangente verticale au point (a, f(a)).

z— 0 1
Par exemple, lim u = lim —= = 400 donc la courbe représentative de la fonction
a—0t x—0 =0t /T

racine carrée possede une tangente verticale en I'origine.

= +o00, alors la courbe représentative de

Proposition 1: Equation de la tangente

Soit f: I — R. Soit a € I. On suppose que f est dérivable en a.
L’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point (a, f(a)) est

y=f(a)(x —a)+ f(a).

Démonstration. On a vu que le ceefficient directeur de la tangente est f’(a). Ainsi, son
équation est de la forme y = f’(a)x+b, ol b est une constante a déterminer. Puisque la tangente
passe par le point (a, f(a)), on a f(a) = f'(a)a+b d’ou b= f(a) —af’'(a).

Ainsi, ’équation de la tangente est

y = f(a)z+ f(a) —af'(a) = f'(a)(x — a) + f(a).
]

Exemple 2. e La tangente a la courbe représentative de la fonction exponentielle au point
(0,1) a pour équation y = x + 1.

e La tangente a la courbe représentative de la fonction logarithme néperien au point (1,0)
a pour équation y =z — 1.

e La tangente a la courbe représentative de la fonction sinus en 'origine a pour équation
y =

e La tangente a la courbe représentative de la fonction cosinus en (0, 1) est horizontale et a
pour équation y = 1.

Définition 2: Nombre dérivé a droite, nombre dérivé a gauche

Soit f: I — R. Soit a € I.

e On dit que f est dérivable a droite en a si lim flz) = f(a) existe et est finie.
z—at Tr—a
On note alors f)(a) = lim M.
T—at r—a

e On dit que f est dérivable a gauche en a si lim M existe et est finie.
—a~ r—a
On note alors f,(a) = lim M'
T—a~ r—a

.

Proposition 2

Soit f: I — R. Soit a € I. On suppose que a n’est pas une des bornes de I, i.e. il existe
r >0 tel que [a—r,a+r] CI.

La fonction f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite en
a et fi(a) = fi(a).

On a dans ce cas f'(a) = fy(a) = fy(a).
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f@) ~ f(a)

Démonstration. On introduit la fonction 75 définie sur I\ {a} par T,(z) =
T —a

e Supposons que f est dérivable en a. Alors ligl To(z) = f'(a).
r—a
On en déduit que lim T,(z) = f'(a) et lim+ T.(z) = f'(a), ce qui assure que f est dérivable
Tr—a r—a
a gauche et a droite en a et f'(a) = fy(a) = fj(a).

e Supposons que f est dérivable a gauche et a droite en a et que fi(a) = fj(a). Alors
lim T,(x) = lim+ To(x) = fo((a) = fi(a) = 1.
T—ra

Tr—a~
Ceci permet de prolonger T}, par continuité en a en posant T,(a) = I.
On a alors lim T,(z) = lim T,(x) = T,(a) = [ donc lim o) = fla) = [, ce qui prouve
r—a~ r—at T—a r—a
que f est dérivable en a de dérivée f'(a) =1 = fy(a) = fi(a). [ ]
Exemple 3. Considérons f la fonction valeur absolue définie sur R. Pour tout x < 0, f(z) = —x

donc f est dérivable sur R* et pour tout z < 0, f/(x) = —1.
Pour tout « > 0, f(x) = « donc f est dérivable sur R et pour tout = > 0, f'(z) = 1.
Montrons que f n’est pas dérivable en 0.

~ 0 _
On a lim M — lim —% = 1 donc f est dérivable a gauche en 0 et f;(O) =-1.
z—0—- x —0 z—0- T
-0
De méme, lim 21 = 10] = lim © =1 donc [ est dérivable & droite en 0 et f7(0) = 1.
z—0t x—0 z—0t &

Puisque f;(0) # f;(0), on en déduit que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

Enfin, le résultat suivant est trés pratique et est une premiere incursion dans le domaine des
développements limités :

Proposition 3: Existence d’un développement limité d’ordre 1

Soit f: 1 — R. Soit a € I. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. La fonction f est dérivable en a.
2. 1l existe une fonction € : I — R vérifiant liin g(x) = 0 et un réel A tels que pour
r—a

tout x € I, f(z) = f(a) + A(x — a) + (z — a)e(x).

Dans ce cas, on a A = f'(a).

Démonstration. ¢ Montrons que 1) = 2). Supposons que f est dérivable en a.

f@) = fla) :
Posons pour tout z € I,e(z)=<¢  z—a fila) siz#a
0 siz = a.
Puisque f est dérivable en a, on a
f(@) = f(a)

— f'(a) =0 =¢(a).
Par ailleurs, on a bien f(a) + f'(a)(a — a) + (a — a)e(a) = f(a) et pour tout z € I\ {a},
HO-TO o)) = sto)

lim e(z) = lim
r—a r—a T —a

r—a

fla)+ f(a)(z—a)+ (z —a)e(z) = f(a) + f'(a)(z—a)+ (z—a) <

donc pour tout z € I, f(z) = f(a) + A(z — a) + (z — a)e(x) avec A = f'(a).
On a donc bien montré que 1) = 2).
e Montrons que 2) = 1).
On suppose qu’il existe une fonction € : I — R vérifiant ill}r(ll g(x) = 0 et un réel A tels que

pour tout z € I, f(z) = f(a) + A(z — a) + (z — a)e(z). On a alors pour z € I \ {a},

J@ =@y cay— 4

r—a T—a
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donc f est dérivable en a et f'(a) = A. [ |
Remarque 3. Avec le changement de variable h = x — a, cela s’écrit également

Fla+h) = f(a) + f'(a)h+ he(h),otre(h) — 0.

On en déduit le lien suivant fondamental entre dérivation et continuité :

Corollaire 1: Dérivabilité implique continuité

Soit f: I — R dérivable en a € I.
Alors f est continue en a.
Ainsi, si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.

Démonstration. On suppose que f est dérivable en a. D’apres la proposition précédente,
il existe une fonction € : I — R telle que liin e(x) = 0 et vérifiant pour tout = € I,
r—a

f@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(@).

On a alors immédiatement lim f(x) = f(a), ce qui prouve la continuité de f en a. [ |
T—a

Exemple 4. La réciproque est fausse : en effet, la fonction valeur absolue est continue sur R
(donc en particulier en 0) mais n’est pas dérivable en 0.

De méme, la fonction racine carrée est continue sur Ry (donc en particulier en 0) mais n’est
pas dérivable en 0.

Corollaire 2: Dérivation des fonctions constantes

Soit f: I — R une fonction constante sur I.
Alors f est dérivable sur I et pour tout a € I, f'(a) = 0.

Démonstration. Soit a € I. Puisque f est constante sur I, alors on a pour tout = € 1

f(z) = f(a) = f(a) + A(z — a) + (z — a)e(x)

ou A =0 et ¢ est la fonction identiquement nulle sur I (on a donc bien lim e(z) = 0).
Tr—a

D’apres la proposition précédente, ceci implique que f est dérivable en a et que
f'(a)=A=0.

Ceci est valable en tout point a € I, d’ou le résultat.
[ |

Remarque 4. On verra plus loin que la réciproque est vraie, a savoir que si une fonction est
dérivable sur un intervalle de dérivée nulle, alors la fonction est constante sur cet intervalle.
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15.1.2 Opérations sur les dérivées

Proposition 4: Opérations sur les dérivées

Soient f,g: I — R. Soit @ € I. On suppose que f et g sont dérivables en a.
1. Pour tout (A, u) € R?, la fonction Af + pg est dérivable en a et

(Af + pg)'(a) = Af'(a) + pg'(a).
2. La fonction fg est dérivable en a et
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

3. Supposons que g(a) # 0.

Alors i est dérivable en a et
g

Démonstration.

1. Soient (A, 1) € R%2. On a

O g)@) = O +pg)a) L f() — f(e)

T—a Tr—a r—a Tr—a r—a xr—a

(z) = g(a)

2. Pour tout z € I'\ {a}, on a
(f9)(=) — (f9)(a) _ f(x)g(x) — fla)g(a) _ g(x)f(x) — f(a) +f(a)g(x) —9(a)

r—a r—a r—a r—a

H) =10 _ ) oy ot o) 222900 _

r—a

Par produit de limites, on a lim g(x)
Tr—a

f(a)g'(a). Par somme on en déduit que fg est dérivable en a et que

(£9)(a) = 1im D) = (F9)(@)

T—a T —a

= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

_ lg(a)]
=5 > 0.

3. On suppose que g(a) # 0. Soit €

Puisque g est dérivable en a, alors g est continue en a donc il existe @ > 0 tel que pour

_ lsfa)

tout z € INja—a,a+ al,|g(x) — g(a)] < 5 d’ott, pour tout x € I N[a — o, a + af,

l9(2)| = lg(a)] = lg(z) — g(a)| = [g(a)| — = >0,

ce qui assure que pour tout z € I N[a — a,a + &, |g(x)| > 0, d’ou g(z) # 0.
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Il est donc légitime de définir f sur I N[a — a,a+ o] et pour tout z € I N [a — a,a + o,

Lz)— L(a . z)g(a) — f(a)g(x z)— f(a z)—gla
10750 _ a6 e _ Sl Halot) L (s {10 _ pyate)—ate)),

r—a - (z—a)g@)gla)  g(@)g t—a v—a
Puisque g est dérivable en a, g est continue en a donc lim g(z) = g(a) # 0d’ou lim ——— =
T—a z—a g(x)g(a)
1
g(a)*.

Puisque f et g sont dérivables en a, on a lim M = f'(a) et lim M =
r—a T —a r—a T —a

¢ (a) donc finalement f est dérivable en a et on a

g
<f)/ ) = tim £ 5@ S5 Salo) ~ flal(a)
g T—a Tr—a T —a g(a>2

Enfin, dans le cas particulier ol f est la constante égale & 1, la fonction f’ est identiquement
nulle donc

sin
Exemple 5. La fonction tan = — est dérivable sur | — § + km, § + k7| pour tout k € Z, et on
cos

a pour tout k € Z, pour tout x €] — § + km, § + kn|,

sin’(z) cos(z) — sin(x) cos’(z cos?(z) + sin?(z 1
. (C())sz(w) . . - (C(zs—;(x) . - cos?(x) = 1+ tan*(2).

tan’(z) =

Proposition 5: Dérivation d’une fonction composée

Soit f: 1 — J, soit g: J —> R. Soit a € I.
On suppose que f est dérivable en a et que g est dérivable en f(a).
Alors g o f est dérivable en a et

(g0 f)(a) = f'(a)g'(f(a)).

Démonstration. Puisque f est dérivable en a, il existe une fonction € : I — R telle que

lim e(x) = 0 et telle que pour tout x € I,
Tr—a

f(x) = fa) + f'(a)(z — a) + (z — a)e().

De méme, puisque g est dérivable en f(a), il existe une fonction 6 : J — R telle que

lim d(x) =0 et telle que pour tout = € J,
z—f(a)

g(x) = 9(f(a)) + 4'(f(a)(z = f(a)) + (z — f(a))d(x).

Puisque pour tout z € I, f(x) € J, on a pour tout x € I,

9(f(2)) = g(f(a)) + 4 (f(a)(f(2) = f(a)) + (f(x) = f(a))d(f(2))
= g(f(a)) + 4 (f(a)(f'(a)(z = a) + (z — a)e(x)) + (f'(a)(z — a) + (x — a)e(x))(f (2))
= go f(a) + f(a)g'(f(a)(z = a) + (x — a)lg'(f(a))e(x) + 6(f(x))(f'(a) + &(x))].
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Posons pour tout x € I, a(z) = ¢'(f(a))e(x) + 5(f(x))(f'(a) + e(x)).

Par hypothese, on a lim e(z) = 0.

Tr—a

De plus, puisque f est dérivable en a, donc continue en a, lim f(x) = f(a). Par hypothese,

Tr—a

lim d(x) =0 donc par composition de limites, liLn (f(z)) =0.
r—a

z—f(a)

Ainsi, on a lim a(z) = 0.

r—a

On a donc prouvé l'existence d’une fonction a: I — R telle que lim a(z) = 0 et telle que

rT—ra

pour tout x € I,go f(z) =go f(a)+ f(a)d' (f(a))(x —a) + (x — a)a(x).

D’apres la proposition 3, on en déduit que g o f est dérivable en a et que

Corollaire 3: Dérivation de fonctions composées

1.

Soit u : I — R une fonction dérivable sur I.

Pour tout n € N, la fonction u™ est dérivable sur I et on a pour tout z € I,

(u™) (x) = na (z)u(z)" L.

1
Si u est & valeurs dans R*, alors pour tout n € N, la fonction — est dérivable sur
u

() -ty

La fonction exp ou est dérivable sur I et on a pour tout x € I,

I et on a pour tout x € I,

(exp ou)/(¢) = o (z) exp(u(a)).

Si u est & valeurs dans R , alors \/u et In(u) sont dérivables sur I et on a pour tout

x €,
' ()

N 2v/u(z)’

Les fonctions cos ou et sin ou sont dérivables sur I et on a pour tout = € I,

(Inou)'(z) = et(v/u)'(z)

(cosou)(z) = —u/(z) sin(u(x)) et(sinou) (x) = u'(z) cos(u(x)).

Démonstration. Ceci découle de la proposition précédente et des dérivées des fonctions

usuelles.
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Proposition 6: Dérivation d’une fonction réciproque

Soient I et J des intervalles réels. Soit f : I — J une application continue sur I,
strictement monotone et bijective de bijection réciproque f~!:J — I.

Soit a € I tel que f est dérivable en a avec f'(a) # 0.

Alors f~1 est dérivable en f(a) et

Ainsi, si f est dérivable sur I alors pour tout 2 € .J, f~! est dérivable en x si et seulement
si f'(f~'(x)) # 0 et dans ce cas, on a

1

—1y/ )= ——
V0= 5w

Démonstration. Soit a € I tel que f est dérivable en a avec f’(a) # 0. Montrons que f~*
est dérivable en f(a).
Posons X = f~1(2) & f(X) = .
D’apres le théoreme de la bijection, puisque f est continue et strictement monotone sur
I alors f~! est également continue sur J donc h?(l )f_l(:c) = f~Y(f(a)) = a. Ainsi, quand
rx—J(a

r = f(X) tend vers f(a), alors X = f~!(z) tend vers a d’ou
) —f(f@) . @) —a X-a 1

lim = lim ————— = lim =

2 f(a) x — f(a) efla) = fla)  X=a f(X)—f(a) f'a)

15.1.3 Dérivées d’ordre supérieur

Définition 3: Dérivée n-eme

Soit f: 1 — R, soit a € I. Soit n € N.

On appelle dérivée n-éme de f en a le nombre :

o fO(a) = f(a) et fO = fsin=0;

o fM(a) = (fVY(a) si f™1) existe et est dérivable en a si n > 1. On dit alors que f
est n fois dérivable en a.

On dit que f est n fois dérivable sur I si f est n fois dérivable en tout point de I et on
note f(™ la dérivée n-eme de f sur I.

Remarque 5. On a (O = f () = ¢/ &) = ¢

Exemple 6. Soit n € N. Soit f : x — x™ définie sur R.
Alors pour tout k € [0,n], pour tout x € R,

|
F®(z) = ﬁ 2"k,

Définition 4: Fonctions de classe C"

Soit f: I — R. Soit n € N.

On dit que f est de classe C" sur I si f est n fois dérivable sur I et si f(™) est continue
sur I.

L’ensemble des fonctions réelles de classe C" sur I se note C"(I,R).
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Remarque 6. o CO(I,R) est 'ensemble des fonctions continues sur 1.
e Si f € C"(I,R) alors pour tout k € [0,n], f € C*(I,R).

Exemple 7. Il existe des fonctions dérivables sur R dont la dérivée n’est pas continue sur R.
R — R

1
Considérons f : - 22 sin () six #0
— x

0 sixz = 0.

1
Tout d’abord, puisque la fonction sinus est bornée sur R, on a bien lir% z? sin () =0=
xr—r X

f(0) donc f est continue en 0. Par ailleurs, pour tout x € R* f est continue en z comme
composée de fonctions continues en x.

Montrons que f est dérivable sur R.

La fonction f est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R* et on a
pour tout x € R*,

f'(z) = 2zsin (;) + 2% x (—;2) cos (i) = 2zsin (i) — cos (i) .

Par ailleurs, f est dérivable en 0 puisque

limM = lim @ = lim z sin <1) =0

z—0 z—0 z—0 X z—0

donc f est dérivable sur R de dérivée

f’(:/v) _ 2z sin <i) — oS <313) sizx #0

0 sizx = 0.

1 1
En revanche, f’ n’est pas continue en 0 car 111% 2x sin <> = 0 mais x — cos <> n’admet
T— xr T

pas de limite en 0 puisque la fonction cosinus n’admet pas de limite en 'infini.
Ainsi, f’ n’admet pas de limite en 0 donc elle n’y est pas continue.
On a donc f € CO(R,R), f est dérivable sur R mais f ¢ C'(R,R).

Définition 5: Fonctions de classe C*°

Soit f: I — R.
On dit que f est de classe C* sur [ si pour tout n € N, f est de classe C" sur I.
L’ensemble des fonctions réelles de classe C* sur I se note C*°(I,R).

Exemple 8. e La fonction exponentielle, les fonctions cosinus et sinus, les fonctions puissances
d’exposant entier sont de classe C* sur R.
e La fonction logarithme néperien et la fonction racine carrée sont de classe C*° sur R7 .

On sait que les combinaisons linéaires, produits, quotients, composées de fonctions continues
(resp. dérivables) sont également continues (resp. dérivables). On a donc les mémes propriétés
pour les fonctions de classe C".
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Proposition 7: Opérations sur les fonctions de classe C"

Soit n € N. Soient f,g: I — R des fonctions de classe C" sur I.
1. Pour tout (A, i) € R2, \f + pg est de classe C" sur I et on a pour tout k € [0,n],

AF +19)® = AFE) 4 g™

2. La fonction fg est de classe C" sur I. De plus, pour tout = € I,

n

(fg)(n) (x) = Z (n) f(k)(:v)g("_k) () (Formule de Leibniz)

k
k=0

3. Si pour tout x € I, g(x) # 0 alors la fontion f est de classe C" sur I.
g

Démonstration. Montrons par récurrence sur n € N la propriété P, :<< Si f et g sont des
fonctions de classe C™ sur I, alors fg est de classe C™ sur I et pour tout x € I,

n

1@ =3 (1) 1B @ P, >

k=0

eInitialisation : Pour n = 0, si f et g sont de classe C° sur I, on sait que fg est bien de classe
CY, i.e. continue sur I car f et g le sont et on a pour tout = € I,

2. /0
> (1)@ B @) = fwlgta) = (10)0 ),

k=0

donc la propriété est vraie au rang n = 0.
eHérédité : Soit n € N fixé. Supposons la propriété P, vraie et montrons la propriété P, ;1.

Soient f et g deux fonctions de classe C"*! sur I. A fortiori, f et g sont de classe C" sur I.
Par hypothese de récurrence, on en déduit que fg est de classe C" sur I et que pour tout x € I,

n

9@ = (1) 19 @ e

k=0

Montrons que fg est de classe C"*! sur I et que pour tout z € I,

n+1
(o) V(@) = 3 (”Z 1) F8 () g1 ().

k=0

Puisque f et g sont de classe C" ! sur I, pour tout k € [0, n], f (k) et g("*k) sont dérivables sur
I donc la fonction z — f*)(2)g(»=*) () est dérivable sur I de dérivée = — fE+D (2)g(=F) (z) 4
F® (@)gm =R ().

Ainsi, (fg)™ est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables sur I et on a pour
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tout x € I,
n n ~ .
G0 @) = 3 ()¢ * D@ )+ g )
k=0
n n o n n .
= 3 ()@ @+ 3 (7)1 @)
k=0 k=0
n+1 n n n
= 3 (, 1)@+ 3 () 0P
k=1 k=0
ntl oo ntl oo n n
_ (k) (o o (n+1—E) (k) () (n+1—k) _
> ()@ @R + > (1) @@ ()= (0
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Proposition 8: Composition de fonctions de classe C”

Soient I et J deux intervalles réels. Soit n € N. Soit f : I — J une fonction de classe
C™ sur [ et soit g : J —> R une fonction de classe C" sur J.
Alors la fonction g o f est de classe C™ sur [.

Remarque 7. On en déduit que les combinaisons linéaires, produits, quotients et compositions
de fonctions de classe C*° sont des fonctions de classe C*.

Proposition 9: Caractere C" d’une bijection réciproque

Soient I et J deux intervalles inclus dans R. Soit n € N*.
Soit f : I — J une fonction de classe C" et bijective.
On suppose que f' ne s’annule pas sur I.

Alors f=1:.J — I est de classe C".

Démonstration. On sait que pour tout = € J,(f~1) (z) = @) La propriété en
x

découle alors. [

15.2 Théoreme de Rolle et conséquences

15.2.1 Dérivée et extrema

Définition 6

Soit f: 1 — R. Soit a € I.

e On dit que f admet un minimum sur [ en a si pour tout = € I, f(z) > f(a).

e On dit que f admet un maximum sur I en a si pour tout z € I, f(x) < f(a).

e On dit que f admet un extremum sur [ en a si f y admet un maximum ou un minimum.

Exemple 9. o La fonction z — 22 atteint son minimum sur R en 0.
. . . T
e La fonction sinus admet son maximum sur [0, 7] en 5
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Théoréme 1: Dérivée et extrema

Soient (a,b) € R2. Soit f :]a,b[— R une fonction dérivable sur ]a,b[. Soit ¢ €]a,b[. On
suppose que f admet un extremum sur |a, b[ en c.

Alors f'(¢) = 0.

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas ou la fonction f admet en ¢ un minimum
sur ]a, b[. La preuve dans le cas ot f y admet un maximum est analogue.

Par hypothese, on a donc pour tout = €]a, b, f(x) > f(c) d’ou f(x) — f(c) = 0.

Puisque ¢ €]a, b], alors f est dérivable & gauche et & droite en c et on a f'(c) = f;(c) = f(c).

On a fy(c) = lim @) = /) <0 car f(x) — f(c) 20 et x —c <0 pour tout = €]a, c|.
T—CcT Tr —cC
D’autre part, f/(c) = lim M > 0 car f(z) — f(c) 2 0 et x — ¢ > 0 pour tout
z—ct r—c
x €le, bl
Ainsi, puisque f'(c) = fy(c) = fy(c), alors f'(c) < 0 et f'(c) = 0, ce qui implique que
f'(e) =0. n

Remarque 8. e Ainsi, les extrema d’une fonction dérivable a l'intéieur d’un intervalle sont a
chercher parmi les points en lesquels la dérivée s’annule.

e La réciproque est fausse. Soit f : x — 3. Pour tout = € R, f’(z) = 322 donc f/(0) =0
mais 0 n’est pas un extremum de f sur R.

e Si ’extremum est atteint sur une des bornes du segment, le théoreme n’est plus forcément
vrai.

En effet, la fonction sin atteint son minimum sur [0, F] en 0 mais sin’(0) = 1 # 0.

15.2.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 2: Théoréme de Rolle

Soient (a,b) € R? avec a < b.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| telle que
fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Il y a deux cas :

e Si f est constante sur [a, b], alors pour tout ¢ €|a, b[, f'(c) = 0.

e Supposons que f n’est pas constante sur [a, b]. Puisque f est continue sur [a, b], d’apres le
théoreme des bornes atteintes, il existe (m, M) € [a, b]? tels que f([a,b]) = [f(m), f(M))].

Puisque f n’est pas constante sur [a,b], f(m) # f(M).

Si m €]a, b, puisque f atteint son minimum en m et que f est dérivable sur ]a, b, alors
f'(m)=0.

Si m ¢]a, b, alors m € {a,b} donc f(m) = f(a) = f(b). Puisque f(M) # f(m) = f(a) =
f(b), nécessairement M €la, b[ donc comme précédemment, f'(M) = 0.

Dans tous les cas, il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0. [ |

Exemple 10. On a sin(0) = sin(7w) = 0 et sin est continue sur [0, 7] et dérivable sur |0, 7[.

D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]0, 7| tel que sin’(¢) = 0. En effet, ¢ = I

Remarque 9. Si f n’est pas continue sur [a,b] mais seulement sur |a, b[ le résultat n’est plus
vrai.

0,1] — R
En effet, soit f : N 1 siz=0
x siz €]0,1].
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La fonction f est continue sur ]0, 1], dérivable sur |0, 1] et vérifie f(0) = f(1) = 1 mais pour
tout = €]0,1[, f'(x) =1 #0.

Corollaire 4: Théoréme des accroissements finis

Soient (a,b) € R? avec a < b.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b].
Alors il existe ¢ €]a, b tel que

Démonstration. Posons pour tout = € [a,b], g(x) = f(x) (x —a).

_f(b) — f(a)
b—a

Puisque f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b], alors g est continue sur [a,b] et
dérivable sur |a, b|.

Par ailleurs, g(a) = g(b) = f(a).

D’apres le théoreme de Rolle, on en déduit qu’il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(¢) = 0, i.e.

N f(b) — f(a)
d’ou f'(c) = P [ |
Remarque 10. e Géométriquement, le théoreme des accroissements finis affirme qu’il existe
un point de la courbe situé entre (a, f(a)) et (b, f(b)) tel que la tangente a la courbe en ce point
soit parallele & la corde reliant les points (a, f(a)) et (b, f(D)).

e Physiquement, il sigifie que si on se déplace entre le temps ¢t = a et le temps t = b d’'un
f(b) — f(a)
b—a
pour lequel la vitesse instantée f’(c) est égale a la vitesse moyenne.

point f(a) & un point f(b) avec une vitesse moyenne , i existe un instant ¢ €]a, b|

e Le théoreme de Rolle et le théoreme des accroissements finis sont en fait équivalents.

En effet, on peut démontrer le théoreme de Rolle & partir du théoreme des accroissements
finis.

Sous les mémes hypotheses, si f(a) = f(b), alors d’apres le théoréme des accroissements
finis, il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0.

Théoreme 3: Théoréme de la limite de la dérivée

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a € I.
On suppose que f est dérivable sur I\ {a} et que lim f'(z) =1, ou [ € R,
T—ra

Alors f est dérivable en a et f'(a) = 1.

Démonstration. e Supposons que a ne soit pas une extrémité de I, i.e. 3o > 0, [a — a,a +
al C 1.

Soit x € [a — a, a]. Puisque f est continue sur [z, a], dérivable sur |z, a[, d’apres le théoréme

f@) — fla
@)= 1@) e

r—a

Pusique pour tout = € [a — o, al,z < ¢; < a, d’apres le théoreme des gendarmes, on en
déduit que lim ¢, = a. Or, lim f/(x) = [ donc par composition de limites, on en déduit que

r—a

lim f'(c;) =1, dou lim f(=z) = fla)

r—a r—a~ r—a
que fg(a) = I.

des accroissements finis, il existe un réel ¢, €]z, a[ tel que

= [, ce qui prouve que f est dérivable a gauche en a et
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De méme, soit x €]a,a + «. Puisque f est continue sur [a, z], dérivable sur |a, z[, d’apres le
f(@) — fla
o)

Puisque pour tout = € [a,a + a],a < ¢; < x, d’apres le théoreme des gendarmes, on en

déduit que lim ¢, = a. Or, lim f'(x) = [ donc par composition de limites, on en déduit que
r—at r—a
x) — f(a

lim f'(c;) =1, dou lim flz) = f(a)
z—a™t z—at T —a
que fg(a) =1.

Finalement f est dérivable en a et f'(a) = 1.

e Si a est une des extrémités de 'intervalle I, un seul des deux calculs de dérivée a gauche
ou & droite suffit & conclure que f est dérivable en a et que f’'(a) = I. |

théoreme des accroissements finis, il existe un réel ¢, €]a, x| tel que

= [, ce qui prouve que f est dérivable a droite en a et

Remarque 11. e En particulier, ceci signifie que la fonction f’ est continue en a.
e Si liin f'(x) = %00, alors f n’est pas dérivable en a.
r—a

En effet, si f était dérivable en a, on aurait ligl Jw = f'(a) € R.

Or, d’apres le théoreme des accroissements finis, pour tout x > a, il existe ¢, € [a, ] tel que
f(@) — f(a)

= f'(cz) — £00, ce qui contredit le fait que f est dérivable en a.
r—a r—a

15.2.3 Monotonie et signe de la dérivée

Théoréme 4: Lien entre signe de la dérivée et monotonie

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. La fonction f est croissante sur I si et seulement si pour tout = € I, f'(z) > 0
2. La fonction f est décroissante sur I si et seulement si pour tout x € I, f'(z) < 0.
0

3. La fonction f est constante sur I si et seulement si pour tout z € I, f'(z) =

Démonstration.
1. e Supposons que la fonction f est croissante sur 1.
Soit ¢ € I. Montrons que f/(c) > 0.
(a) Supposons que ¢ n’est pas 'extrémité droite de I.
Puisque f est dérivable en ¢, alors f'(c) = f/(c).

_ fz) — flo)

0O "(c) = lim —Fr——~,
8 f30) = Jim ST
Or, pour tout z € IN|e, oo,z —c > 0 et f(x) — f(c) = 0 car f est croissante sur I.
Ainsi, pour tout z € IN]e, +00], M > 0 donc par passage a la limite,
T —c
o= T O
fae) = I ==

d’ou f'(c) > 0.
(b) Si c est 'extrémité droite de I, on a f'(c) = fy(c).

Ol’l a f/(C) = lim M
g .

T—c~ X —C

Or, pour tout z € IN] — oo, c[,x —c < 0 et f(x) — f(c) <0 car f est croissante sur I.
Ainsi, pour tout z € IN] — oo, ¢, @) = 1(e) > 0 donc par passage a la limite,
Tr—c
T—c Tr —cC
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d’out f'(¢) = 0.
Dans tous les cas, on a bien f/(c¢) > 0 pour tout ¢ € I.
e Supposons que pour tout z € I, f’(x) = 0.
Montrons que f est croissante sur I. Soient (a,b) € I? avec a < b.
Puisque I est un intervalle, [a,b] C I.

Alors f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ donc d’apres le théoréme des accrois-
sements finis, il existe ¢ €]a, b tel que

Le. f(b) = fla) = (b—a)f'(c).
Par hypothese, on a f'(¢) > 0 et b—a > 0 donc f(b) — f(a) >0, i.e. f(a) < f(b).
On en déduit que la fonction f est croissante sur [.

2. On a les équivalences suivantes :

f est décroissante sur! < —fest croissante sur [
s Veel, (—f)(x)>0
s Veel —f'(z)>0
& Vzel, f(z) <0.

3. On a les équivalences suivantes :

f est constante surI < fest croissante et décroissante sur I
& Vrzel, f(x) =2 0etf'(x) <0
& Vel f(z)=0.

Remarque 12. e La méme preuve montre que si f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b],
alors f est croissante (resp. décroissante) sur [a, b] si et seulement si pour tout  €|a, b[, f'(z) >0

(resp. f'(x) < 0).

1
e Ce résultat n’est valable que sur un intervalle. Soit f : x —— — pour z € R*. Pour tout
x

1
r € R*, f'(z) = —— < 0 mais f n’est pas décroissante sur R* puisque f(—1) = -1 < 1= f(1).
x

Théoreme 5: Stricte monotonie et signe de la dérivée

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I.
1. Si pour tout z € I, f'(x) > 0, alors la fonction f est strictement croissante sur I.

2. Si pour tout z € I, f’(x) < 0, alors la fonction f est strictement décroissante sur I.

Démonstration.

1. Supposons que pour tout = € I, f'(x) > 0. Soient (a,b) € I? avec a < b. Puisque f est
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[, d’apres le théoreme des accroissements finis, il

TO =IO _ pey e, 10) - fa) = (0 - a)f'(0).

Par hypothese, b—a > 0 et f'(¢) > 0 donc f(b)— f(a) > 0, i.e. f(a) < f(b) ce qui implique
la stricte croissance de f sur 1.

existe ¢ €]a, b| tel que

2. Si pour tout z € I, f'(x) < 0, alors —f'(x) > 0, ce qui implique que la fonction —f est
strictement croissante sur I, d’ou la stricte décroissance de f sur I.
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Remarque 13. e La méme preuve montre que si f est continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja, b[, alors si pour tout x €]a, b[, f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0), f est strictement croissante (resp.
strictement décroissante) sur [a, b].

e La réciproque est fausse. En effet, soit f : # — 3. La fonction f est strictement croissante
sur R mais f/(0) = 0.

En fait, on a une réciproque partielle au théoréeme précédent.

Théoreme 6: Stricte monotonie et signe de la dérivée

Soit f : I — R une fonction continue sur I. Soit A C I un ensemble fini.

On suppose que pour tout x € I\ A, la fonction f est dérivable en z et f'(x) > 0.
Alors f est strictement croissante sur I.

Autrement dit, une fonction continue sur un intervalle et dont, sauf peut-étre en un
nombre fini de points, la dérivée existe et est strictement positive, est strictement crois-
sante sur cet intervalle.

Démonstration. Soit A = {ay,...,a,}. Alors

I =(IN] —o0,a1] U ai, ai+1] U (I N [ay, +00f) .

D’apres le théoreme précédent, f est strictement croissante sur IN] — o0, a1, sur INJay, +00|
et sur [a;,a;4+1]. En effet, pour tout 1 < i < n — 1, f est continue sur [a;, a;+1], dérivable sur
lai, a;+1] et pour tout x €]a;, ait1, f'(x) > 0 (et de méme sur IN] — oo, a;] et sur I N [ay,, +o0[).

De plus, puisque f est strictement croissante sur IN] — oo, a;i] et sur [aq,ag], alors f est
strictement croissante sur (IN] — 0o, a1]) U [a1, as].

En recollant de proche en proche tous les intervalles qui dont I'union forme I, on montre
que f est strictement croissante sur I. |

Remarque 14. On a bien str un résultat analogue pour les fonctions strictement décroissantes
(et pour les fonctions constantes) dans le cas ot f'(z) < 0 pour tout = € I sauf peut-étre en un
nombre fini de points.

15.2.4 Fonctions lipschitziennes

Définition 7: Fonctions lipschitziennes

Soit f: I — R. Soit k € R;..
On dit que f est k-lipschitzienne sur [ si

V(z,y) € I, |f(x) — f(y)| < klz —y].

Remarque 15. Une fonction k-lipschitzienne sur un intervalle I y est nécessairement continue.
En effet, soit a € I. Pour tout x € I, on a |f(z) — f(a)| < k|z — a|. Par comparaison, on en
déduit que lim |f(z) — f(a)] =0, i.e. h_r)n f(z) = f(a), ce qui prouve que f est continue en a.
r—a r—a

Proposition 10: Caractérisation des fonctions lipschitziennes dérivables

Soit f: I — R dérivable. Soit k € Ry.
Alors f est k-lipschitzienne sur I si et seulement si pour tout z € I, |f'(z)| < k.
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Démonstration. e Supposons que f est k-lipschitzienne sur I, i.e. pour tout (z,y) €
2| f(2) = f(y)] < Kz —yl.
Soit a € I. On a pour tout = € I\ {a}, ’M
r—a

Puisque f est dérivable sur I, en faisant tendre z vers a, on obtient |f’(a)| < k, et ceci est
vrai pour tout a € I.

e Réciproquement, supposons que pour tout z € I, |f'(x)| < k.

Soient (a,b) € I? avec a < b. Puisque f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b| (car
dérivable sur I), on sait d’aprés le théoréme des accroissements finis qu’il existe ¢ €]a, b| tel que
f() = fla) = f/(c)(b—a).

Ainsi, |f(b) — f(a)] = |f'(c)||b — a|] < k|b — a|] par hypotheése, ce qui prouve que f est
k-lipschitzienne sur I. [ |

< k.

Remarque 16. Soit f une fonction de classe C! sur [a, b]. Puisque f’ est continue sur le segment
[a, b], on sait d’apres le théoréme des bornes atteintes que f’ est bornée sur [a, b].
Ainsi, toute fonction de classe C! sur un segment y est lipschitzienne.

Exemple 11. La fonction f : = +— /x est lipschitzienne sur [1,+oo[. En effet, pour tout

1 1
e, +oof, f'(z) = —— < ~.
1
En revanche, f n’est pas lipschitzienne sur |0, 1] car la fonction f’: z +— 2\7 n’y est pas
x

bornée.

Dans la preuve précédente, on a montré au passage le résultat suivant, tres utile en pratique.

Corollaire 5: Inégalité des accroissements finis

Soit f continue sur un segment [a, b], dérivable sur ]a, b.
On suppose qu'il existe k € Ry tel que pour tout x €]a, b[, | f'(x)] < k.
Alors |£(8) — f(a)] < Kb — al.

Exemple 12. On sait que pour tout z € R, |sin’(z)| = | cos(x)| < 1.

Soit z € R. En appliquant I'inégalité des accroissements finis sur le segment [0, z] si = > 0
ou [z,0] si z < 0,, on retrouve I'inégalité :

|sin(z) — sin(0)| = |sin(z)| < 1|z — 0] = ||,

i.e. pour tout x € R, |sin(z)| < |z|.
Exemple 13. Soit > 0. La fonction f : ¢ +—— In(1 +¢) est continue sur [0, z] et dérivable sur
10, z[.

Ainsi, d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que
z—0 ’

ie.
In(1+ x) 1

x C1+4c

Or, pour tout ¢ €]0, x| < 1 donc pour tout z > 0

T S T
1+ 1+c
1 <ln(1+x)

< <1
14+ T

d’out pour tout z > 0, < In(1+z) < z (on remarque que la formule est valable aussi pour

x =0).

1+
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15.3 Fonctions convexes

15.3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 8: Fonctions convexes

Soit I un intervalle inclus dans R, soit f: I — R.
On dit que f est convexe sur [ si

V(@,y) € I%,VA € [0,1], F((1 = Nz + Ay) < (1= N)f(2) + A ().

Géométriquement, cela signifie que la courbe représentative de la fonction f est située
en-dessous de toutes ses cordes.

.

Remarque 17. ¢ On remarque au passage que pour tout (z,y) € R? avec x < y, alors

e On dit qu'une fonction f est strictement convexe sur I si I'inégalité de la définition est
stricte.

e Il découle directement de la définition que la somme de deux fonctions convexes est une
fonction convexe.

e Une fonction f est dite concave sur I si —f est convexe sur I, i.e.

V(@,y) € I, YA € [0, 1], F((1 = Nz + Ay) = (1= M) f(2) + Af ().

Lemme 1: Inégalités des trois pentes

Soit f : I — R convexe.
Alors pour tout (a,b,c) € I? avec a < b < ¢, on a

F) = f@) _ )= J(@) _ fe) = f(b)

~ ~
b—a c—a c—b

Démonstration. Soient (a,b,c) € I3 avec a < b < c.

Puisque b €]a, [, il existe A €]0, 1] tel que b = (1 — X)a + Ac avec A = IZ:Z.

Par convexité de f, on a alors £(b) < (1 — A\)f(a) + Af(c) = S:Zf(a) + i: Zf(c).
s b— _

insi, 1(6) = fla) < 222 f@) + 222 p() = (- o) (HO L) o

f0) = fla) _ fle) = fla)

~
b—a c—a

De méne, £0) - £(0) < <=0 @) + 2 f(0) = (=) (HU D) o

fle) = fla) _ f(c) = fb)
c—a = c—b

Année 2025-2026 18 / 22 Alex Panetta



PCSI Lycée Fénelon

Proposition 11: Croissance des pentes

Soit f: I — R. Pour tout x¢ € I, on introduit ’application

I\{zo} — R
9zp f(ZL') - f($0) o

x —
Tr — X0

Alors la fonction f est convexe sur [ si et seulement si pour tout g € I, la fonction g,
est croissante sur I \ {x¢}.

Démonstration. Raisonnons par double implication.

e Supposons que f est convexe sur I. Soit xp € I. Montrons que I'application g, est
croissante.

Soit (z,y) € (I'\ {z0})? avec x < y. Montrons que gu,(7) < gup (¥).

> Sizg < x < y : dapres le lemme précédent, on a (avec a = xp,b = x,c = y) :

fla) = (o) _ &)= f(aw0)

pra— vz, C¢aui prouve que gy, () < gao(y)-

> Six < xg < y : daprés le lemme précédent, on a (avec a = z,b = z9,c = y) :

Fwo) = () _ J(y) = S (o)

PO < 0 ce qui prouve que ¢z, () < gz, (y).

> Siz <y < xp : dapres le lemme précédent, on a (avec a = z,b = y,¢c = x9) :
f(@o) — f(@) < f(@o) = f(y)

o — T o —Y

Dans tous les cas, on a bien gz, (z) < g2,(y), ce qui prouve que g, est croissante.

e Supposons que pour tout xg € I, la fonction g, est croissante.

Montrons que f est convexe sur I. Soient (x,y) € I? avec z < y. Soit A €]0,1] (sinon, la
propriété a vérifier est immédiate).

Montrons que f((1 — Az + Ay) < (1= AN)f(z) + Af(y).
rog— T

, ce qui prouve que g, () < gy (Y)-

Posons 29 = (1 = A)z+Ay. Onax < zg <y et A=

y—x
fxo) = f(z) _ f(y)—f(ﬂco)_

~
o — T Y — xo

Par hypothese, g,, est croissante donc g, (x) < gz, (v), i.e.
Ainsi, (f(20) — £(@))(y — 0) < (f(y) — f(z0)) (w0 — 2) d'oi
f@o)(y — =) < (y — wo) f(2) + (20 — ) f(y)

) —x To—T
puis f(z0) < ©— (@) + () = (1= NS (@) + A (w)-

Ainsi, on a bien montré que pour tout (z,y) € I?, pour tout A € [0,1], f((1 — Az) + \y) <
(=X f(z)+ Af(y), ce qui prouve que f est convexe.

On a donc bien montré par double implication I’équivalence souhaitée.

Remarque 18. Ceci permet de montrer que si une fonction f est convexe sur un intervalle I,
alors f admet en tout point intérieur a I (i.e. qui n’est pas une extrémité de I) un nombre dérivé

a gauche et un nombre dérivé a droite. En particulier, f est continue en tout point intérieur a
1.

15.3.2 Fonctions convexes dérivables

Proposition 12: Caractérisation des fonctions convexes dérivables

Soit f: I — R dérivable sur I.
Alors f est convexe sur I si et seulement si f’ est croissante sur 1.
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Démonstration. e Supposons que f est convexe sur I. Montrons que f’ est croissante sur
I. Soient (a,b) € I? avec a < b. Montrons que f(a) < f(b).
Pour tout z €]a, b, d’apres la proposition précédente, on a g,(a) < g,(b) donc

f@) = fla) _ f@)= fb)

N
T —a T —b

f(a) — f(b)
a—>b

< f/(b) dou f'(a) < f'(b), ce qui prouve que f est

En passant & la limite quand = tend vers a, on obtient f'(a) < et en faisant

f(0) = f(a)
b

—a

tendre x vers b, on obtient

croissante sur I.
e Supposons que f’ est croissante sur I et montrons que f est convexe sur I.
Soit (a,b) € I? avec a < b.
Montrons que pour tout A €]0,1[, f((1 — X)a + Ab) < (1 — A)f(a) + Af(D).
Soit A €]0,1[. Notons ¢ = (1 — N)a + A\b €]a, b].
Puisque f est dérivable sur I, alors f est dérivable sur |a, ¢[ et continue sur [a, ¢|. D’apres le

théoreme des accroissements finis, on en déduit qu'’il existe a €]a, c| tel que f(CZ:CJ:(a) = f'(a).
b) —
De méme, il existe § €]c, b[ tel que f(;_f(c) = f'(B).
Puisque o < ¢ < 3, la croissance de f’ permet d’établir que f’'(a) < f/(8) d’ou
fle) = fla) _ f(b) = f(c)
c—a h b—c

On conclut alors comme dans la preuve précédente que f(c) < (1 — A)f(a) + Af(b), ce qui
permet d’affirmer que f est convexe. |

Remarque 19. De méme, une fonction dérivable est concave si et seulement si sa dérivée est
décroissante.

Exemple 14. e Les fonctions exp et & — 2 et sont convexes sur R.
e Les fonctions In et z — y/z sont concaves sur R et R respectivement.

Corollaire 6: Position de la courbe d’une fonction convexe par rapport a ses

tangentes

Soit f: I — R dérivable sur [.
Alors f est convexe sur [ si et seulement si la courbe de f est située au-dessus de ses
tangentes.

Démonstration. e Supposons que f est convexe sur [.

Soit a € I. L’équation de la tangente & la courbe de f au point a est y = f/(a)(z —a) + f(a).

Posons pour tout x € I,g(x) = f(z) — (f'(a)(z — a) + f(a)).

Puisque la fonction f est dérivable sur I, la fonction g ’est également et on a pour tout
€l g(z)=f'(z)— f(a)

Puisque f est convexe sur I, f’ est croissante sur I donc ¢'(x) < 0si 2 < a et ¢'(z) > 0 si
T = a.

Ainsi, g admet sur I un minimum en x = a qui vaut g(a) = 0 donc pour tout = € I, g(x) > 0,
i.e. pour tout = € I, f(x) = f'(a)(x — a) + f(a), ce qu’on voulait montrer.

e Réciproquement, supposons que la courbe de f est située au-dessus de ses tangentes.
D’apres la proposition précédente, pour montrer que f est convexe, il suffit de montrer que f’
est croissante.

Soient (a,b) € I? avec a < b. Montrons que f'(a) < f/(b).
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Par hypothese, on a pour tout = € I, f(x) > f'(a)(x — a) + f(a).

Ainsi, pour tout z > a, Jw > f'(a)
En particulier, pour x = b, on trouve f(b) = fla) > f'(a).

— fla)
—a
On en conclut que f’ est croissante sur I, ce qui équivaut a dire que f est convexesur I. W

f
En particulier, pour z = a, on trouve f’(a) < < f/(b), ce qu’on voulait montrer.

Remarque 20. Ceci donne lieu a des inégalités, dites inégalités de convexité.

Exemple 15. e Puisque la fonction exp est convexe sur R, sa courbe est située au-dessus de
sa tangente en 0 donc pour tout z € R,e® > x + 1.

e Puisque la fonction In est concave sur R* | sa courbe est située en-dessous de sa tangente
en 1 donc pour tout x € R* ,In(xz) < 2 — 1, ou pour tout x > —1,In(1 +z) < z.

Proposition 13: Caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables

Soit f: I — R deux fois dérivable sur [I.
Alors f est convexe sur [ si et seulement si f” > 0 sur .

Démonstration. En effet, on a les équivalences
fest convexe sur I < fest croissante sur I << Vo € I, f(x) > 0.
|

1 1 2
Exemple 16. Soit f : x — —. Pour tout x € R%, f'(z) = —— et f"(z) = — > 0 donc f est
x x x

convexe sur Ri .

15.4 Fonctions complexes

Définition 9: Dérivée d’une fonction a valeurs complexes

Soit f: I CR— C.
On dit que f est dérivable sur I si Re(f) et Im(f) le sont et dans ce cas, on pose

Vz € I, f'(z) = (Re(f))'(z) + i(Im(f))'(z)-

Remarque 21. On a déja vu dans le chapitre « Fonctions d’une variable réelle >que les
opérations sur les dérivées (somme, produit, quotient, composition) s’étendaient aux fonctions
a valeurs complexes. Ainsi, les notions de fonctions de classe C™ s’étendent naturellement aux
fonctions a valeurs complexes.

En revanche, tout ce qui a trait aux extrema ou a la monotonie n’a plus de sens puisqu’il
n’y a pas d’ordre sur C!

En particulier, le théoréeme de Rolle n’est pas vrai pour des fonctions a valeurs complexes.

R — C
t s et

La fonction f est dérivable sur R et pour tout t € R, f/(t) = ie® # 0.

Si le théoreme de Rolle était vrai, puisque f(0) = f(27) = 1, il existerait ¢ €]0, 27| tel que
f'(c) = ie = 0, ce qui est absurde!

Néanmoins, l'inégalité des accroissements finis reste vraie.

Exemple 17. Soit f :
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Proposition 14: Inégalité des accroissements finis

Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C*.
Alors

() = f(a)| < sup |f'(2)|Ib—al.

z€a,b]

Remarque 22. Notons que puisque Re(f’) et Im(f’) sont continues sur [a,b], elles y sont
bornées d’apres le théoréme des bornes atteintes, et il en va donc de méme de f’, ce qui justifie
Iexistence de sup |f'(z)].

z€[a,b]

Démonstration. D’apres le théoreme fondamental de ’analyse, on a

b b
/ F(2)de| < / F@)de < sup (@b al.

z€[a,b]

£ (b) = fla)] =
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