LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°14 Matrices

Exercice 1

—6 —6 —4
L AB_(15 13 12)

2. Impossible.
3. AD € My3(R) et C € M35(R) donc AD — C n’a pas de sens.

19 9\ . (0 =8 (19 1
+ BC+4A_(19 9)+(8 12)_(27 21)

5. B+ 2 n’a pas de sens.
6. B € My3(R) et C € M35(R) donc B + 2C n’a pas de sens.
7. AB € My3(R) donc AB + 31, n’a pas de sens.

8. (A—4L)(2A - I,) = (;4 :?) (_41 _54> = (:2 —i3>

9. 2A% —9A + 41, = (A —41,)(2A — I) = (:é _?3) :

Exercice 2
1. Raisonnons par analyse-synthese.

eAnalyse : Soit A = <g Z) € My (R) telle que

2T e (O b\ (a b AN a’?+bc ab+bd) (1 0
-2 c d) \c d) 2 ac+cd be+d*)  \0 1

ce qui équivaut au systeme

a’+bc =1 a?+bc =1
ab+bd =0 bla+d) =
ac+cd = cla+d) =
be+d*> =1 be+d*> =1
ler cas : sia+d = 0, alors d = —a et les premiere et derniere lignes du systeme donnent

be =1 — a?.

-Sib =0, on obtient a®> = 1 donc a = %1 et on obtient les matrices de la forme (i _01)

ou (_1 0) avec ¢ € R.
c 1

1— 2
- Sib # 0, on obtient ¢ =

a b
, ce qui donne les matrices de la forme (1_a2 )
= —a
b
avec (a,b) € R x R*.
2eme cas : si a+d # 0, on a nécessairement b = ¢ = 0 puis a®> = 1 et d> = 1 donc a = +1
et d = +1 avec la condition d # —a donc nécessairement a = d. On obtient alors les

matrices I, et —I.



eSynthese :

0 -1 0\ /-1 0
- Soit ¢ € R. Onablen( )( l)zlget(c 1)(0 1>:IQ.

- Soit (a, b)ERxR*
e

On a bien ( ) (

Enfin, on a b1en I2 = (—1,)* = I, donc les matrices cherchées sont toutes celles trouvées

dans I'analyse.

1
2. Soit A=2B -1, < B = §(A—i— I5). On a alors

1 1
B*=B & Z(A+12)2 = 5(A+12) S A 424+ L =2A+ L) < A =1,
donc A est de la forme d’'une des matrices trouvées dans la question précédente.

- Supposons qu’il existe ¢ € R tel que A = (i 0 ) ou A — (—Cl O> '

-1 1
Alors B = (1 O> ou B = (8 O) )
; 0 5 1

b Ita
- Supposons qu'il existe (a, b) € RxR* tel que A = (& > .Alors B = (12 2

a a
b 2b

-Si A=1,, alors B =15 et si A= —1I5, alors B = 05.

Exercice 3
11 Q12 A13 Ai4

: Gz,1 Q22 023 024 Lo
Soit A = ’ ’ ’ "1 € My(R). On a alors les équivalences :
a31 agz2 AaA33 AdA34

Q41 Q42 A43 A44

11 A1z AaA13 a4 01 00 01 00 11 Q12 413
Q21 Q22 A3 aA24 0010 0010 Q21 Q22 23
Al=JA & =
aszy az2 a33 a3z4 00 01 00 01 azi1 az2 33
a471 g2 Q43 a474 00 00 00 00 Q41 CL472 a4,3
0 11 Ai12 dAdA13 Q21 Q22 A3 dA24
N 0 azy azz as3| |as1 aszp asz asy
0 az1 Aazz Aa3z3 Qa1 Q42 A43 Q44
0 Qg1 Q42 A43 0 0 0 0
(a5 =as; = as1 = ap = as3 =0
(21 = A31 = A41 = Qa2 = Q43 =
a1 = G22 = A33 = (4.4
1,2 = Q23 = A34
@ b b b
13 = Q24
a1 = ago = ag3 =0
L asy = as2 =0
i1 Air2 A1z a4
0 a1 a2 w
<:> A: ) ) 73
0 0 11 A12
0 0 0 ai
a b ¢ d
4 0 a b c
< d(a,b,c,d) e R* A=
(@b.c,d) € R, 00 a b
00 0 a

ay 4
a2 4
as .4
aq.4



Exercice 4

1. On a (ATA)T = AT(AT)T = AT A donc AT A est bien une matrice symétrique.
2. @ Si A=0, il est clair que ATA = 0.

e Réciproquement, supposons que AT A = 0 et montrons que A = 0.

Pour tout (i,7) € [1,n]? on a

n

0=(ATA); = (AT)ipAy; = Z AriAi .

k=1

En particulier, pour ¢ = j, on obtient pour tout i &€ [[l,n]],ZAzﬂ- = 0. C’est une
k=1
somme nulle dont tous les termes sont positifs (car ce sont des carrés de nombres réels)

donc nécessairement, tous les termes sont nuls, i.e. pour tout ¢ € [1,n], pour tout
ke [1,n], Ax; = 0, ce qui implique que A = 0.

Exercice 5

Echelonnons les matrices pour déterminer leur rang.

1. C’est une matrice a deux colonnes non proportionnelles donc elle est de rang 2.

3 2 2\ Ly«3Ly—4L, (3 2 2 3 2 2
2. 4 —1 3| B Lo 111 | B [0 —11 1| donce la matrice est
2 5 1 0 11 -1 0O 0 0
de rang 2.
1 3 —1 1\ Ly+Ly—2, 1 3 -1 1 1 3 -1 1
. |2 1B -7 2 %i:ﬁgfi 0 7 =50 iiiﬁ;i’ifi 07 =5 0| recorir
11 -1 1 1 0 -4 2 0 00 —6 0
1 7 —4 1 0 4 -3 0 00 —-10
1 3 -1 1
8 g :2 8 donc la matrice est de rang 3.
00 0 O
2 1 1 1 LovLo—Ly (2 1 1 1 21 1 1
4. 12 3 -3 1 | 2yhfg 2 —4 o | P20 2 —4 0 | donc
1 -1 1 -1 0 -3 1 -3 0 0 —10 —6
la matrice est de rang 3.
1 1 0 -1 1 1 0 -1 11 0 -1
(- o EEERE oo 2 1 | BRERTE [0 2 1 1| neag
' 0o -1 1 1 0 -1 1 1 0 0 3 1
1 0 -1 1 0O -1 -1 2 0 0 -1 3
110 -1
8 g il)) _11 donc la matrice est de rang 4.
0 0 0 10




Exercice 6

1. Soit A € R. On a les équivalences suivantes :

FX € M3 (R)\ {031}, AX = AX & 3IX € M31(R)\ {031}, (A—AL)X =0
< A — Mz n’est pas inversible
& rg(A—\3) < 3.

On cherche donc les réels A tels que le rang de A — AI3 soit strictement inférieur a 3.
Soit A € R. Déterminons le rang de A — A3 en fonction de A. On a

z = 0

Lo+ Lo+1L1
L3<—L3+(>\—2)L1
A

3—-A
4— A
(2—=XN)(\—

4] donc rg(A) =2 < 3.

r—y+z
4z
4z

—2y + 2z
—xr—y+=z
r—y+=z

2—X =2 2 1 -1 3-A
A-Mz=| -1 1-x 1 |28 1 1-x 1
1 -1 3-A 2—X =2 2
1 -1 3—A 1 -1 3—A 1 -1
0 —A  4-) p el VS S ) ={0 -
0 —A =M\ +5)1—4 0 0 —X4+6A-38 0 0
e Si A\ ¢{0,2,4}, on remarque que rg(A — Al3) = 3 (les trois pivots sont non nuls).
1 -1 1
eSiA=2 onaobtenu [0 —2 2] doncrg(A—2[;)=2<3.
0 0 O
1 -1 -1
eSiA=4,onaobtenu [0 —4 0 | doncrg(A—4[;)=2<3.
0 0 0
1 -1 3 1 -1 3
eSid=0,onaobtenu [0 0 4 |29 o
0 0 =8 0 0 O
Finalement, les trois réels cherchés sont {0,2,4}.
T
2.(a) Soit X = [ y | tel que AX = 0. On obtient
z
L3114
2 =2 2 T 0 20 =2y + 22 = 0 Loc20o+Ls
1 1 1) [y]=l0]={ —2+y+z = 0 &&h
1 -1 3 z 0 r—y+3z = 0
o= y x 1
@{z:OﬁX: z|l=z|1]|,2€eR
0 0
T
(b) Soit X = [y | tel que AX = 2X. On obtient
z
2 =2 2 T 2x 20 — 2y + 2z = 2z
-1 1 1 yl=\|2y| < —r+y+z = 2y —
1 -1 3 z 2z r—y+3z = 2z
B 0 0
(:){y T aeX= yl=yv|1],yeR.
1

Y

4)

o

o



(c) Soit X = [y | tel que AX =4X. On obtient

z
2 =2 2 x 4x 2v —2y+ 22 = 4z —2r -2y +2z =
-1 1 1 yl =14y | = —r+y+z = 4y = —r—=3y+z =
1 -1 3 z 4z r—y+3z = 4z T—Y—z =
L1<—%L1
Lo«2Lo—L1 [ —x—y+2 = 0 . . x 1
Lsilothn 4y =0 @{ _ g eX=|0]=z|0]2cr
—4y =0 y T 1
Exercice 7
at 0 0
1. Pourtoutne NJA"=| 0 0" O
0 0 "
a b 00 0100
: 0 a b O ., 10010
2. Soit A = 00 a b =aly+0J ou J = 000 1
0 00 a 0000
Puisque al, et bJ commutent, on peut utiliser la formule de binéme et on obtient pour
tout n € N,
Z( ) (aly)" * (b Z(@an—%’fﬁ.
k=0
0100 0100 0010
0010 0010 0 001
2 _ _
O =1g 00 1]{ooo1| o000l
0000 0000 0000
0010 0100 0001
0001 0010 0000
372 _ _
F=0>I=15 00 0flooo1] o000
0000 0000 0000
0001 0100
0000 0010
4 _ 713 — _ > k _ A
et J*=J°xJ = 000 0 000 1 04 donc pour tout k£ > 4, J 04 d’ou
0000 0000

pour tout n € N,

2 /n n(n—1) n(n —1)(n — 2)
A" = Z a" FoFJF = "I+ na" b + ———2a" "2 + a"p P
—~\k 2
a® na™ b n(n2—1) 212 n(n—lg(n—2) "33
_ 0 am nan—lb ”(”2*1) CLn—2b2
0 0 a” na" 1o
0 0 0 0 a”

)



Exercice 8

0 —1
1 0
On en déduit que pour tout n € N,

AR = (AN = I = I, AT = AMX A = A AT = A AR = < puis AT = AR A = A,

1. Soit A = < ) .On a A? = —], donc A® = —A puis A* = —A? = [,.

-1 0 0\" (=)™ 0 0
2. PourtoutneN, | 0 3 0] = 0 3" 0
0 0 4 0 0 47
010 0 01
3.8%it J=10 0 1].0naJ?*=|0 0 0] et pourtout n >3, J" = 0s.
000 0 00
110
4. Soit A=10 1 1| =1Iy+J ou J est la matrice de la question précédente. Puisque I,
0 01
et J commutent, on peut appliquer la formule du binome de Newton et on obtient pour
tout n € N,

n 2

ny ., n n(n—1
A”:Z<k)15‘ ka:Z<k)Jk:12+nJ+—( 5 ) 2

k=0 k=0
car J¥ = 03 pour tout k > 3.
Ainsi, pour tout n e NJA" = [0 1 n
0 0 1
0 2 -3
5. Soit A=13 =5 9
2 -4 7
0 2 -3 0 2 =3 0 2 =3
OnaA?=(3 -5 9 3 -5 9 ]1=1[3 -5 9 |=A
2 —4 7 2 —4 7 2 —4 7
On en déduit par une récurrence immédiate que A = I, et pour tout n > 1, A" = A.
-3 6 -10
6. Soit A= 2 1 -1
2 -1 2
-3 6 —10 -3 6 —10 1 -2 4
OnaAd?=|(2 1 -1 2 1 —-1]=1-6 14 -23] puis
2 -1 2 2 -1 2 -4 9 —15
1 -2 4 -3 6 -—10 1 00
AP=A*xA=|-6 14 -23 2 1 —-1]=(010]=1I
-4 9 15 2 -1 2 0 01

Ainsi, pour tout n € N, A3 = (A3)" = (I3)" = I3, A3t = A et A3"T2 = A2

Exercice 9

1 1\ /1 1 2 2 2 2\ /(1 1 4 4
2 ‘o T3 2
1. Omau(]—(1 1)(1 1)—(2 2)pulsJ—J ><J—<2 2)(1 1)—<4 4).

On peut montrer par une récurrence immédiate que pour tout n > 1,J" = 2" 1] (et

JO - ]2)



2. On a A = 41,4+ 2J. Puisque 41, et 2J commutent, on peut utiliser la formule du binome
de Newton et on obtient pour tout n € N,

n n

n n n— n n— N n n . B
k=1

k=0 k=0

d'ott A" = 4], + (22"1 (Z)) J=4n], + (2%1 <Z (Z) _ 1)) Jie.
k=1 k=0

A =22, + 222" —1)J.

Ainsi, pour tout n € N,

A — 22n + 22n—1(2n _ 1) 22n—1(2n _ 1) B 22n—1(2n + 1) 22n—1(2n _ 1)
- 2277,—1(277, _ 1) 2277, + 22n—1(2n _ 1) - 22n—1(2n _ 1) 2277,—1(217, + 1) .

Exercice 10

1. On a
-1 6 =10 -1 6 —10 -1 6 —10
C? —4C = 2 -5 10 2 -5 10| -2 -5 10
2 —6 11 2 —6 11 2 —6 11
—7 24 —40 —4 24  —40
= 8 —23 40 | —| 8 =20 40
8 —24 41 8 —24 44
— —3[3

2. Ainsi, C(C — 4l3) = =3I3 & (413 — C)C = I.

1 1 5 —6 10
On en déduit que C' est inversible et que C~! = 5(4]3 —-C) = 3 -2 9 =10
-2 6 =7

3. Montrons cette propriété par récurrence sur n € N.
e On a 0% = I = agC + byl5 avec ay = 0 et by = 1 donc la propriété est vraie au rang
n = 0.
e Soit n € N. On suppose qu’il existe deux réels a,, et b, tels que C" = a,C + b,13. On
a alors

C" = C"xC = (a,C+b,15)C = a,C*+b,C = a,(4C—313)+b,C = (4a,+b,)C—3a,Is.

Posons a,,1 = 4a, + b, et b,y = —3a, et on a bien C""! = a,.,C + b, 115, ce qui
prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Exercice 11

. 1 1
1. Soit A = (1 _1).

On a pour tout n € N, AX,, = bl To) _ (Fn T Yn) _ (ot =X,
1 _]- Yn Ln — Yn yn+1



2. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.
e Pour n = 0,A" X, = A°X, = X, = X,, donc la propriété est vraie pour n = 0.
e Soit n € N. Supposons que X,, = A" X.
On a alors X, = AX, = A x A"X, = A" X, ce qui prouve la propriété au rang
n + 1 et acheve la récurrence.

1 1 1 1 2 0
2 _
3. Ona A” = (1 _1> (1 1) = <O 2) =21,.

Ainsi, pour tout n € N, A" = (A?)" = (2,)" = 2", et A*"T1 = A?" x A = 2"A.

4. D’apres les questions précédentes, on a pour tout n € N,

Ton 2n n n [ Lo 2"
— Xy, = A7 X = 2" X, = 2 —
(1) == =2 (0) = (1)

donc pour tout n € N, x9, = ya,, = 2".

De méme, pour tout n € N,

Tont1 2n-+1 n 2mn Lo 2"(wo + o)
= Xop1 = A Xy =2"AX, = =
(?Jzn+1) antl 0 0 (2" —2"> (?ﬂ)) (Qn(% — Yo)

donc pour tout n € N, 29,11 = 2" et 45,1 = 0.

(o)

Exercice 12

1. On remarque que 2A+ B = C.

1 11 1 11 3 3 3
2.e0OnaA’?=1111 1 1 1) =13 3 3] puis
111 111) (333
3 3 3 1 11 9 99
A=A*xA=1[3 3 3|11 1]=[9 9 9
3 3 3 1 11 9 9 9

On montre par une récurrence immédiate que pour tout n > 1, A" = 3" "1 A.

1 0 -1 1 0 -1 2 0 -2
eOnaB?=[0 0 0 0 0 0 |= O O 0 | =2B puis
-1 0 1 -1 0 1 — 2
2 0 =2 1 0 0
B*=B*xB=[0 0 0 0 0 0 0 =4B.
-2 0 2 -1 0 4 0 4
On montre par une récurrence immédiate que pour tout n > 1, B" = 2"~ B.
3. On vérifie que A et B commutent. En effet,
1 11 1 0 -1 0 00 1 0 -1 1 11
AB=1|1 1 1 0 0 0)=(00O0)etBA=| 0 0 0 11 1] =
1 11 -1 0 1 0 00 -1 0 1 1 11

o O O

o O O

o O O



Ainsi, 2A et B commutent. On peut donc utiliser la fomule du binome de Newton et on
obtient pour tout n € N*,

C" = (2A+ B)" = i (Z) (24)"—k Bk

k=0

k=0
n—1
n
— QnAn+Bn + 2n7k3n7k712n71AB

= 2" x 3" lhA 427,

Exercice 13

On sait qu'une matrice de M,,(R) est inversible si et seulement si rg(A) = n.

1 _5 8 Lo+ Lo+4L4 1 _5 8 ]. _5 8
1 (-4 8 —14) &3 (o —12 18| o725 [0 _12 18
3 7 _12 0 -8 12 0 0 0

La matrice est de rang 2 < 3, elle n’est donc pas inversible.

1 2 =11 0 0\ Lpeloon, /1 2 —1]1 0 0
2.1 21 3]o10 |™"&E o -3 5[-210
10 21001 0 -2 3|—=1 01
L1+-3L142L5 3 0 7 1-1 2 0 L1+ L1+7L3 3 0 0|6 —12 21
Leeglog2la g 3 5 |2 1 o | & o -3 0|3 -9 15
0 0 —1|1 -2 3 0 0 —1]/1 -2 3
LlH%L1
LQ(**%LQ 1002 -4 7
besls 1 g1 0]=1 3 =5
00 1|-1 2 -3
9 4 7
donc la matrice est inversible d’inverse | =1 3 =5
1 2 -3
0 20100 1 92001 1 9 2 10
3.1 121 3/01 0 )= 1213010 |"2&2 0 —107 =210
1 92001 0 20[/100 0 2 0 |1
1 9 2 100 1 Lieomion, (20 4 | —9 0 2
ks [ g 9 0 |10 o |52 009 0|1 0 o0
0 —107 —21]/0 1 —12 0 0 —42(107 2 —24
L1<7$L1
20 0|25 4 —¢\ Pzl /1 9] B 4 _6
) La+——-LT 42 42 42
beegihar2la g 9 g | 1 0 0 = lo1o L0 o
107 2 24
0 0 —42]107 2 —24 00 1|-w _2 2
L[5 4 =6
donc la matrice est inversible d’inverse o) 21 0 0

—-107 -2 24



1
4. La matrice est de déterminant —14 # 0 donc est inversible d’inverse 7 (i _31) .

5 2 3|1 0 0 Lo+5Ly—3L 5% 2 3 1 0 0 L142L1—Ls
5013 2 9lo 1 o || 0 4 36|-3 5 0 | &bl
29 -4 70 0 1 0 —24 29/ -2 0 5

10 0 =30 5 =5 0\ oLicdomsers /490 0 0 | 125 —65 30
0 4 36| -3 5 0 |™2&&3 ] o 980 0 |—15 145 —180

0 0 245 |-20 30 5 0 0 245|-20 30 5
Ll&ﬁLl
Lyegle /1 g | 125 _65 30
La<- 555 L3 Y A
oo i -
250 —130 60 50 =26 12
donc la matrice est inversible d’inverseﬁ —15 145 —180| = 1%96 -3 29 -36
—8&0 120 20 —16 24 4

Exercice 14

1. On a
3 —4 -2 2 —4 =2
(A—2I3)(A-3l3) = 3 —4 =2 3 -5 =2
-3 4 2 -3 4 1
000
= 000
000

d’ou (A - 213)(14 - 313) = 03.

2. En développant la relation obtenue & la question précédente, on obtient A2 —5A+613 = 0
d’olt 5A — A? = 613 ou encore

1
(5L, — A)A =1,

6
: : : _ 1
ce qui assure que A est inversible et que A1 = 8(512 —A).
1 0 4 2
Ainsi, [ A '==-[-3 7 2
0\s -4

Exercice 15

La matrice M est inversible si et seulement si rg(M) = 3. Déterminons le rang de M en fonction
de a.

L2(—L2—L1 ]_ a 0

1 a 0 1 a 0 L0 DL 1 a O
11 a Ly2la 0 1—a al &2 () 1 al T g— Mo 01 a
2 1 a 0 1—2a a 0 1—2a a 0 0 2a?

Ainsi, rg(M) = 3 si et seulement si a # 0. Donc M est inversible si et seulement si a # 0.



Exercice 16

1
1. (a) On a det(P) = —2 # 0 donc P est inversible et P! = 3 <1 _11> puis

PG )6 G D6 -

(b) Ainsi, pour tout n € N,

n __ —1\n __ np-1 _ = =5
A" = (PDP™Yy" = PD"P _2<1 _1) (0 2n> (1 _1) 2(1 —2n) (1 —1)

1427 1—2”)

1
donc pour tout n € N, A 25(1_271 14 9n

2. (a) On a pour tout n € N,

1
~(unsr\ [ 5Bun—v,) ) L3 =1\ (u.) _
Uni1 = (vn+1) - (%(—un +3v,)) 2\-1 3 v, ) AU

On en déduit par une récurrence immédiate que pour tout n € N, U,, = A"U,.
(b) Ainsi, pour tout n € N,

W\ _ g o L1420 1=27) () _ 1 (1420 127 (1) 1 (1420

v) T T 0 T2 \l=2m 142 ) \wg)  2\1-2" 1427 )\0) " 2\1-2n
1 1

donc pour tout n € N, u,, = 5(1 +2") et v, = 5(1 —2").

Exercice 17

1.
1 0 01 0 O\ LocLo-1I 1 001 00O
110010 ]™&E" 010110
1 0 1/0 0 1 00 1|-1 0 1
1 00
donc P est inversible d’inverse P~ = | —1 1 0
-1 0 1
2. On a
1 00 a b c 1 00 a b c 1 00
PlAP=1|-110 b ¢ a 1 10]l=(-a+b =b+c —c+al]fl1 1 0
-1 0 1 c a b 1 01 —a+c¢c —b+a —c+b 1 01
at+b+c b c
donc P71AP = 0 —b4+c —cHa
0 —b+a —c+5b

3. Remarquons que A est inversible si et seulement si P71 AP est inversible.
En effet, si A est inversible, alors P~'AP est inversible comme produit de matrices
inversibles.
Réciproquement, supposons que P 'AP est inversible. Alors A = P(P71AP)P~! est
inversible comme produit de matrices inversibles.
Or,sia+b+c =0, alors P"LAP posséde une colonne nulle donc n’est pas inversible,
ce qui implique que A n’est pas inversible dans ce cas.



Exercice 18

1. On a pour tout p € N,

p—1 p—1
(In—A)Y AF="AF - AM = A — AP =], — AP,
k=0 k=0

2. Supposons que A" = 0. D’apres la question précédente, on en déduit que

n—1

(In—A)Y A =1,-A"=1,
k=0
n—1
donc (I, — A) est inversible d’inverse (I, — A)~! = Z AF,
k=0
Exercice 19
1. e Pour tout (i,7) € [1,n]? on a
n n n n n—1
(A2),; = Zai Khy = Zw(i—l)(k—l)w(k—l)(j—l) _ Zw(k—l)(i+j—2) _ Z(wz‘-i—j—Q)k—l _ Z(wi-&-j—Q)k‘
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0

> Sin divise i + j — 2, i.e. j = 2 —i[n], alors w72 =1 (car w™ = 1) donc (4?%),; =
n—1

Z 1=n.

k=0

' . . . s ) 1 — (wi-‘v-j—Q)n
> Si n ne divise pas i + j — 2, alors w7 7* £ 1 donc (A%);; = ————

= 0 car

1 — iti—2
w" =1.
n 0 ... ... 0
O ... ... 0 n
Ainsi, A2 = | : on
0 n 0O ... 0

e On constate que pour tout (4,75) € [1,n]? B;; = A;; donc

(B%ij =Y BinBrj = Y AipAr; = > AipA; = (A2)i; = (A%);;
k=1 k=1 k=1

ol la derniere égalité est justifiée par le fait que A? est & ccefficients réels. On en déduit
que B% = A2
e Pour tout (z,5) € [1,n]? on a

n n n n n—1
(AB),; = Zai,kbk,j — Zw(ifl)(kfl)w*(kfl)(jfl) — Zw(kfl)(ifj) — Z(wifj)kfl — Z(wi’j)k.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0

> Si n divise i — j, ce qui n’est possible que si i = j puisque (i,5) € [1,n]? ona w7 =1
donc (AB);; = n.

> Sii# j,onaw™ #1eton trouve comme précédemment (AB); ; = 0.

Ainsi, AB = nl,. Le méme calcul donne BA = nl,.

1
2. On en déduit que A est inversible et que A~! = —B.
n



Exercice 20
1 ... 1

Soit J = | : - | € M, (K). Notons que J* = nJ. De plus, on a A = (a — b)I,, + bJ.
1 ... 1

Puisque I, et J commutent, on a

A% = (a—0b)%L, +2(a—b)bJ +b*J?
= (a—0)’I, +2(a—b)bJ +nb*J
= (a—10)*I, + (2(a — b)I, +nbl,)bJ
= (a—0)’I, + (2a+ (n —2)b)(A — (a —b)1,)
= (a=b)(a—b—(2a+ (n—2)b)) [, + (2a+ (n — 2)b)A

donc |[A(A— (2a+ (n —2)b)1,) = (a—=b)(—a+ (1 —n)b)I,. (*)
e Sia=>0,onaA=al et I'inégalité ci-dessus nous donne A(A — nal,) = 0. Si A était
inversible, en multipliant par A, on aurait A — nal, = 0, d’ot A = nal,. Puisque A = aJ,
on aurait aJ = nal,, ce qui ne peut arriver que si a = 0. Mais alors A = 0 et A ne serait pas
inversible. Ainsi, ‘si a = b, alors An’est pas inversible. ‘

e Sia=(1—-n)bonaAd=>bJ—nl, et I'égalité ci-dessus donne A(A — nal,) = 0. Si
A était inversible, on aurait comme dans le premier cas A = nal, = (n — n?)bl,. Puisque
A = b(J — nl,), on aurait b(J — nl,) = (n — n?)bl, d'ou bJ = (2n — n?)bl,, ce qui nest
possible que si b = 0. Mais on aurait alors A = 0 et a ne pourrait pas étre inversible. Ainsi,

sia = (1 — n)b, alors An’est pas inversible.

e Supposons dorénavant que a ¢ {b, (1 —n)b} et montrons que A est inversible.
Posons ¢ = (a — b)(—a + (1 — n)b). Par hypothese, ¢ # 0 et d’apres la relation (x), on peut

1
affirmer que A est inversible et que A~ = ~(A — (2a + (n — 2)b)I,,).
c

Exercice 21

Soient A et B deux matrices nilpotentes de M,,(K) qui commutent. Soient (p,q) € (N*)? tels
que AP = B =0,.
Puisque A et B commutent, on peut utiliser la formule du bindme de Newton et on a

1 ra! p+q—1\ & —1-k
(A+ B>p+q _ Z L Ak gpta )
k=0

e Si k > p, A¥ = 0 par hypothese.

eSik<p—1,alorsp+q—1—Fk > qdonc BPT9'=F = ( par hypothese.

Ainsi, pour tout k € [0,p+q— 1], A¥xBPT971=* = () donc tous les termes de la somme sont nuls.
Ainsi, (A + B)PT4~! =0, ce qui prouve que | A + Best nilpotente.




