LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°9

Exercice 1 : Un systeme différentiel

1. On a pour tout réel ¢
L S0 = () = (2 5) () @ v =axe

-3 8
avec | A = <_2 5).

2. (a) Soit A € R. On a les équivalences suivantes :

-3-X 8

A — Ay n’est pas inversible < det(A — A\) =0 < ‘ 9 5_

-0
Qo (=3—=A)B-N+16=X2-22+1=A—-12=0<[A=1]

(b) Soit U = <Z

AU - U o -3 8 a\ _[a - —3a+8 = a - —4a+8 = 0
- -2 5 b) \b —2a-+5b = b —2a+4b = 0

d’ott @ = 2b. Finalement, les matrices U € My (R) telles que AU = U sont

o= ()= () ey

) . On a les équivalences :

1 0 -1 0 1
I 1 -1 = 5 i ! =
3. Onadet(P) = —1. Puisque P det(P) (_1 9 ) ,on en déduit que | P (1 _2) .

4. On calcule :

P () EDE Y- DE D67

d'ont|[P'AP =T,
5. (a) Soitt € R.Ona (‘;Eg) =Y(t) = PIX(t) = ((1) _12) (ZEE;) - (:cl(t)xi(?xz(tQ

d’ou

On a alors

o= (0 ) () () - () v



On a donc bien montré que | pour toutt € R, Y’(t) = P'X'(¢).
On a montré que P~'AP =T donc P~'A = TP~!. Ainsi, pour tout réel ¢,

Y'(t) = P'X'(t) = PTPAX(t) = TP'X(t) = TY (t).

On a donc bien montré que | pour toutt € R, Y'(t) = TY (1).

L’égalité matricielle montrée a la question précédente s’écrit sous la forme d’un

systeme : pour tout réel ¢, Y'(t) = (1 _2> (3/1 (t)) donc

{ yi(t) = w(t) —2y2(t)
yp(t) = Y2(1)

Les solutions de la deuxieme équation sont les fonctions

{yg:tHuet,ueR}.

En injectant dans la premiere équation, on trouve pour tout ¢t € R,

(E) :51(t) = () = —24(t) = —2pe".

On résout d’abord I’équation homogene (H) : yj(t) — y1(t) = 0 dont les solutions

sont les fonctions 1, : t — Aef, oll A est une constante réelle.
On résout ensuite (F) en utilisant la méthode de variation de la constante.

Soit y; définie pour tout ¢t € R par y;(t) = A(t)e’ ot A : R — R est une fonction

dérivable.

On a alors les équivalences suivantes :
Ui — () = 20" & (N(H) +A@)e! — A(D)e! = —2pe!
& N(t)=—2u
S ANt =2ut+MAER
& () = Ne' —2ute’

Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions

{y1 ct— Nt — 2utet, )\ € ]R}.

Pour tout t € R,

Y () = (/\et — 2t,utet> '

e
Alinsi, pour tout t € R,

2 1 el — 2utet 2\ + p)et — dutet

ot (\, ) € R2
Il existe donc bien deux constantes (A, 1) € R? telles que pour tout réel ¢,

r1(t) = (2X+ p)et — 4dute’ ]
{ xQ(t) = )\et — 2,Ut€t ) ()\7N> € R .




On a les équivalences suivantes :

OIS eSS

L’unique couple de solutions (z1, z2) vérifiant z1(0) = x2(0) = 1 est donc

1(?) e’ + 4te
{ zo(t) = e+ 2tet pour toutt € R.

Exercice 2 : Une suite récurrente linéaire d’ordre 3

Partie I : Calcul des puissances d’une matrice

1. Soit A € R tel que ’équation AX = AX admette une solution non nulle. Cette équation
équivaut a (A — A3)X = 0. Or, pour tout réel A, cette équation admet la solution nulle
et celle-ci est unique si et seulement si A — A3 est inversible.

On cherche donc a déterminer les réels A pour lesquels A — \I3 n’est pas inversible, c¢’est
a dire les réels A pour lesquels rg(A — A\3) < 3.
Soit A € R. Echelonnons la matrice A — A\13.

A1 0 2 1 2-) 2 12—
A= 0 —x 1 |22 0o —x 1 BT g ) 1
2 12— A1 0 0 2-X A2\
2 1 2\ 2 1 2\
boclacks (g 9y 2gona 1| YR L g 0 2 iong
0 2-XA  A2—2) 0 0 A —2)2- )42

Or, (N> =2X\? =X +2) = (A= 1)(A+ 1)(A — 2) donc on a les équivalences

rg(A—M3) <3 N -2 - A+2=0&Ac{l,—-1,2}.

‘Les réels cherchés sont donc 1, —1, et 2. ‘

2. (a) On a les équivalences suivantes :

0 1 0 T x Y = T
AX=X< 1|10 01 yl=1y| < z =y Sr=y==z
-2 1 2 z z —2r4+y+2z = =z
x 1
donc | ’ensemble des solutions de AX = Xest { X = |z | =z |1],z€R.
T 1
(b) On a les équivalences suivantes :

0 10 T —T Y = —x .
AX=-Xa|0 01]lyl=-y]e p :—y©{2:$
-2 1 2 z —z —2x+y+2z = —=z

T 1
donc |'ensemble des solutions de AX = Xest { X =|—x | =2 | -1],x€R.




(c) On a les équivalences suivantes :

0 10 x 2z Y = 2z
AX=2X<= 0 0 1|lyl=(2]< P :2y<:>{z
-2 1 2 z 2z —2r4+y+2z = 2z
T 1
donc |'ensemble des solutions de AX = Xest { X = |2z | =2 2],z €R.
4x 4

3. (a) Echelonnons P en utilisant la méthode du pivot de Gauss afin de déterminer l'inverse
de P si P est inversible.

1 1 ]. ]. 0 0 LQ(—LQ—Ll ]. 1 1 ]. O O 2 0 3
1 -1 2(0 10 |™Em o —21|-110 "9 21
1 1 4]0 0 1 0 0 3/-1 01 0 0 3
Ll(—%Ll
1
Leli-Ls (2 0 02 1 —1\™ = /1001 1§ -1
Bdlybs g6 0|23 -1 | =7 [0 101 -1 :
0 0 3/-10 1 00 1|-35 0 3
On voit des la deuxieme étape que P est de rang 3, donc P est inversible et
1 1
by 6 3 -3
. _
p—1:1_11262_31
3 02 0 2 0 2
3 3
(b) On a
1 6 3 =3 0 10 1 1 1
P'AP = —[ 2 -3 1 0 0 1)1 -1 2
6\ 2 0 2/\212/\1 1 4
1 6 3 — 1 1 1
= —-1-2 3 — 1 -1 2
6\ 40 4/ \1 1 4
1 6 0 O
= [0 -6 0
0 0 12
1 0 O
donc |P7'AP=[0 -1 0| =D
0 0 2
1" 0 0
(¢) Puisque D est une matrice diagonale, on a pour toutn € N, D" = | 0 (=1)" 0
0 0 2"
d’ou




(d) Montrons par récurrence que pour tout n € N, P~1A"P = D™,
e Pour n =0, on a P1A°P = P7'[3P = P7'P = I3 = D° donc la propriété est

vrale au rang n = 0.

e Soit n € N fixé tel que P7'A"P = D". D’apres la question 2.(b), P7*AP = D

donc

D" =D"D = (PT'A"P)P'AP = P'A"(PP ") AP = PT'AM[;AP = PTTA™IP,

ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence.

On a donc bien montré que |Vn € N, P~ A"P

= D".

(e) D’apres la question précédente, pour tout n € N, on a P~1A"P = D" d’ou en

multipliant a gauche par P et a droite par P~
pPD"P~t = ppltAn

On a donc pour tout n € N,

1.

PPt = A"

(=) =34 (=1)" + 27!

1 1 1 1 1 0 0 6 3 -3
A= o1 =1 2) 0 (=1 0 2 -3 1
1 1 4 0 0 2" -2 0 2
AR G VI 6 3 -3
1 (=1 22t2) \—2 0 2
L[ SH2AC-DT -2 3(1+
= S le+2An -2 314 (-1
6+ 2((—1)" — 272) 3(1 +

-3 + (_1)n+1 + 2n+2

(~1)") =3+ (—1) 42

6+ 2((—1)" — 2
donc|Vn € N, A" = G 6+ 2((—1)"+t —2ntl)

3(1+ (1))
3(1+(=1)")
3(1+ (1))

-3+ (—1)" + 27!
_3+ (_1)n+1 +2n+2

Partie II : Etude de la suite
1. Soit n € N. On a

0O 1 0 Up, Unt1
AXn = 0 0 1 Un+1 = Un+2
-2 1 2 Up g2 —2Up + Upy1 + 2Upq2

Or, pour tout n € N, on a u, 13 = 2Up12 + U1 — 2u, donc

pour toutn € N, AX,, =

Unp41
Unpy2 | = Xn+1 .

Un43

2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, X,, = A" X.

e Pour n =0, on a A°X|, = I3X, = X, donc la propriété est vraie au rang n = 0.
e Soit n € N fixé. On suppose que X,, = A" X,. Alors d’apres la question précédente,

Xpi1 = AX, = A(A"X,) = A" X,

ce qui prouve la formule au rang n + 1.

On a donc bien montré par récurrence que ‘pour toutn € N, X,, = A" X,.




Uo —6

3. OH&X(): Uq = 0

(%) 0
D’apres la question précédente et le résultat de la premiere partie, on en déduit que pour
tout n € N

U 642((—1)" —2")  3(1+ (1)) =34 (=1)" 27 —6
Unpr | = = [6+2((=1)" —27+1) 3(1+ (=1)") =3+ (=1 42042 ) [ 0
Upto 6 6+ 2((_1)71 _ 2n+2) 3(1 + (_1)n+1) -3+ (_1)71 + 2n+3 0

d’ol, en considérant la premiere ligne de la matrice obtenue,

pour toutn € N, u,, = —6 + 2(2" + (—1)"1).

. On a pour tout n € Nu, > —6+2(2" — 1) = 2"t — 8.

Or, puisque 2 > 1, lim 2" = 400 donc lim 2" — 8 = +o0.
n—-4o00 n—-+oo

Par comparaison, on en déduit que | lim w, = +oc.
n—-+0o




