LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

Liste d’exercices n°18 Applications linéaires

Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles linéaires 7
Si oui, donner la dimension de leur noyau et de leur image.
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Exercice 2. Soit £ un K-espace vectoriel. Soit f € L(FE) tel que pour tout = € F,| la famille

(x, f(x)) est liée.
Montrer que f est une homothétie, i.e. il existe A € K tel que pour tout x € E, f(x) = Ax.

Exercice 3. On note E = C®(R) et f, g les endomorphismes de F définis par : f(y) = ¢’ — 2y,

9(y) = -y + 3y.
On considere 'équation différentielle :

y" =5y + 6y =0g. (E)

1. Montrer que Ker(f o g) est 'ensemble des solutions réelles de 1’équation (FE).

2. Montrer que go f = fog. En déduire que Ker f et Ker g sont des sous-espaces vectoriels
de Ker(f o g) puis, a 'aide de la relation f(y) + g(y) =y : Ker(f og) = Ker f & Kerg.

3. Déterminer une base de Ker f, une base de Ker g, puis ’ensemble des solutions réelles
de (E).

Exercice 4. Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G).
1. Montrer que ker(go f) C ker(f) < ker(g) N Im(f) = {0r}.
2. Montrer que Im(g) C Im(g o f) < ker(g) + Im(f) = F.

Exercice 5. Soit E un espace vectoriel. Soient f et ¢ deux endomorphismes de E.

1. On suppose dans cette question que f et g commutent, i.e. fog = go f. Montrer que
ker(f) et Im(f) sont stables par g, i.e. g(ker(f)) C ker(f) et g(Im(f)) C Im(f).

2. Montrer que si f est un projecteur, alors la réciproque est vraie.

Exercice 6. Soit E un espace vectoriel, soient p et ¢ deux projecteurs de F.
1. Montrer que p + ¢ est un projecteur de F si et seulement si poqg=qop =0.

2. Montrer que p et ¢ ont méme noyau si et seulement si p =pogqet g=qop.



Exercice 7. Soit F un espace vectoriel de dimension n, soit F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E. Montrer ’équivalence suivante :

df € L(E), telle que ker(f) = F et Im(f) = G < dim(F) + dim(G) = n.

Exercice 8. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(FE).

1. (a) Montrer que pour tout k € N, ker(f*) C ker(f*+1).
(b) Prouver qu'il existe p € N tel que ker(fP) = ker(fP*!) et que ker(f*) = ker(fP) pour
tout k > p.

2. (a) Montrer que pour tout k¥ € N, Im(f**1) c Im(f*).
(b) Vérifier que pour le méme entier p trouvé en 1.(b), Im(f?) = Im(fP*') et que pour
tout k > p, Im(f*) = Im(fP).

3. Montrer que E = ker(f?) @ Im(f?).

Exercice 9. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(F). Montrer les
équivalences suivantes :

E = ker(f) @ Im(f) & ker(f) = ker(f?) & Im(f) = Im(f?).

Ces équivalences sont-elles encore vraies si F/ est de dimension infinie ?

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit f € L(E). Montrer I'équivalence suivante :

ker(f) =Im(f) < fof=0et3h e L(E),foh+ho f=Idg.

Exercice 11. Soit f € L(K?) tel que f? = 0. Soit P un plan vectoriel de K? stable par f.
Montrer que Im(f) C P. Peut-on avoir Im(f) = P?

Exercice 12. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soient f et g deux formes linéaires non nulles sur F.
Montrer que ker(f) = ker(g) si et seulement si f et g sont proportionnelles, i.e. I\ € K*
tel que g = \f.

2. Soit £ = K,[X], soit a € K. Soit ¢ une forme linéaire sur E telle que pour tout
PeK, 1[X],6((X —a)P)=0.
Montrer qu’il existe A € K tel que pour tout P € E,¢(P) = AP(a).



