LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°11

Exercice 1 : Polynomes de Tchebychev

1. Par définition de la suite (7},)nen, T2(X) = 2XTy(X) — Tp(X) donc | To(X) = 2X* — 1.
De méme, T3(X) = 2XTy(X) — T1(X) = 2X(2X? — 1) — X = 4X® — 2X — X donc
T3(X) =4X° - 3X|
Puis, Ty(X) = 2XT3(X) —Tp(X) = 2X(4X% - 3X) — (2X%2—1) =8X* - 6X2-2X2 +1
donc [Ty (X) = 8X* —8X?% + 1.
Enfin,

T5(X) = 2XTy(X)—T5(X) = 2X (8X*—8X?+1)—(4X*-3X) = 16 X°~16 X*+2X -4 X>+3X

donc | T5(X) = 16X° — 20X + 5X.

2. Montrons par une récurrence de pas double sur n € N que pour tout n € N, T,, est
de degré n, son ccefficient dominant est 2"7! T}, a la parité de n (i.e. pour tout n €
N, T, (—=X) = (=1)"T,,(X)) et T,,(1) = 1.

e Pour n = 0,75(X) = 1 donc Tj est bien de degré 0, son ceefficient dominant est 1, Tj
est pair et Tp(1) = 1.

e Pour n = 1,T1(X) = X donc T} est de degré 1, son ccefficient dominant est 1 = 271,
est impair et 7,,(1) = 1.

e Soit n € N. On suppose que toutes ces propriétés sont vraies pour les polynomes 7,
et T,,+1. Montrons qu’elles restent vraies pour le polynome 7, .

On a T,o(X) =2XT,11(X) — T,,(X).

Par hypothese de récurrence, T, est de degré n + 1 et T}, est de degré n donc 2X7T,, 4
est de degré n + 2, ce qui implique que 2XT,,1(X) — T,,(X) est de degré n + 2, donc
deg(T},12) = n+ 2. De plus, le ccefficient dominant de 7T;,, 5 est le coefficient dominant de
T, .1 multiplié par 2, c’est & dire 2 x 2711 = gntl — oni2-1

Par ailleurs, par hypothese de récurrence, on a T,,(—X) = (—=1)"T,,(X) et T,11(—X) =
(—1)""'T,,,1(X) donc

Thio(—X) = —2XTp1(—X) = Tpo(—=X) = (—=1)""2X T 1 (X) + (—1)"TT,(X)
(=)™ (2X T (X) = Tu(X))

d’ott Ty2(—X) = (—=1)"*2T, 1 5(X), ce qui prouve que T}, a la parité de n + 2.
Enfin, par hypothese de récurrence, T,,,1(1) = T,,(1) = 1 donc

Tpio(1) = 211 (1) = T,(1) =2 -1 =1,

ce qui prouve la propriété au rang n + 2 et acheve la récurrence.

3. Soit a € R. Montrons par une récurrence de pas double que pour tout n € N, T, (cos(«)) =
cos(na).

e Pour n = 0, Ty(cos(a)) =1 = cos(0 X ), ce qui prouve la propriété au rang n = 0.



e Pour n = 1,Ti(cos(a)) = cos(a) = cos(1 X ), ce qui prouve la propriété au rang

n=1.

e Soit n € N. On suppose que T),(cos(a)) = cos(na) et T, 1(cos(a)) = cos((n + 1)a).
Montrons que T, 12(«) = cos((n + 2)a).

On a

Thia(cos(a)) = 2 cos(a)Ty41(cos(a)) — Ty (cos(a) = 2 cos(ar) cos((n + 1

Ja) — cos(na).

Or, cos((n + 2)a) = cos((n + 1)a + a) = cos((n + 1)a) cos(a) — sm((n + 1)a) sin(a)
+ 1)a) sin(ar) d’ou

et cos(na) =

Thia(cos(ar)) = 2 cos(ar) cos((n + 1)) — cos(na) = cos((n + 2)a),

cos((n + 1)a — o) = cos((n + 1)a) cos(a) + sin((n
cos((n + 2)a) + cos(na) = 2 cos(a) cos((n + 1)a). On en déduit que

ce qui prouve la propriété au rang n + 2 et acheve la récurrence.

Ainsi, | pour tout réel aet pour toutn € N, T,,(cos(a)) = cos(na).

4. Soit n > 1. Soient (i,7) € ([0,n — 1])* avec i # j.
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Ainsi, 21 + = €]0, 7| et QL + — €]0, 7[.

Puisque la fonction cosinus est injective sur |0, 7|
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déduit que x; = cos T # cos T + — Jm = ;.
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Les réels x = cos | — + — | pour k € [0,n — 1] sont donc bien n réels distincts dans
n

2n

| — 1,1 (puisque cos(J0, ) =] — 1,1).
D’autre part, pour tout k € [0,n], on a

T km T km T
To(zx) =T, <cos <2n + 7)) = cos (n (% + 7)) = cos (5 + kﬂ') = 0.

Ainsi, T,, admet (au moins) n racines distinctes dans | — 1,1[ que sont les x;, pour

k e [0,n].

Or, le polynome T, est de degré n donc il a au plus n racines.

A . .. T
Le polynome T;, admet exactement n racines distinctes que sont les x; = cos (2—
n

km
_l__
n

),k:e [0, n].

5. (a) Soit n € N.

On considere la fonction f, : e

R

a +— T,(cos(a)) — cos(na).

D’apres la question 3, la fonction f,, est identiquement nulle sur |0, 7| donc elle y est
dérivable de dérivée nulle.

On en déduit que pour tout o €]0, 7, —sin(a)7) (cos(a)) + nsin(na) = 0, d’ou
sin(a)T) (cos(a)) = nsin(na).
Pour tout a €]0, 7], sin(a) # 0, donc

pour tout « €]0, 7|, pour toutn € N, T (cos(a)) = n

sin(nao)

sin(a)




(b) Soit n > 2. Pour tout = €]1,1], il existe un unique a €]0, 7| tel que z = cos(«).
Chercher les x €] — 1, 1] tels que T (x) = 0 revient donc a chercher les o €]0, 7| tels
que T} (cos(a)) = 0.

D’apres la question précédente, puisque pour tout « €]0, 7[,sin(a)) > 0, on a

k
T!(cos(a)) =0 < sin(na) =0« 3k € [1,n — 1],a = %

En ces points, T change de signe donc ce sont bien des extrema et

bt 117, (s (7)) o (45) < ot - 11

De plus, T, (cos <0 X g)) = To(cos(0)) =T, (1) =1=(-1) et

T, <cos (n X f)) = T}, (cos()) = Th(—1) = (—1)"T5(1) = (—1)™
n

Par ailleurs, on sait que pour tout z € [—1,1],|T,(z)] < 1 car pour tout réel

a, T,(cos(a)) = cos(na). Les bornes de T, sur [—1,1] sont donc atteintes et on

en déduit que

k
les extrema de T, sur [—1, 1] sont atteints en cos (—ﬂ> pour k € [0,n] et valent(—1)".
n

10,7] — R

6. Soit n € N. On considere la fonction g, : sin(na)

a +— T/(cos(a)) —n sin(a)

D’apres la question 5.a, la fonction g, est nulle sur |0, 7| et est donc dérivable sur |0, 7|
de dérivée nulle. Pour tout a €]0, 7|,

n cos(na) sin(a) — sin(na) cos(«)

g (a) = —sin(a)T (cos(a)) — —0

sin?(a)

d’olt
nsin(na) cos(a) — n? cos(na) sin(a)

T (cos(a)) = sin®(a)

Ainsi, pour tout « €]0, [,

(1 — cos®(a))T” (cos(a)) — cos(a)T (cos(a)) + n*T,(cos(ar))

n cos(a) sin(na)

= sin*(a)T(cos(a)) — + n? cos(na)

sin(«)
_ nsin(na) cos(a) — n? cos(na) sin() B n cos(a) sin(na) 2 cos(na
- SiH(Oé) sin(a) + ( )

= 0.
Soit x €] — 1, 1[. Il existe un unique « €0, 7| tel que = = cos(«) donc
(1= T (z) 2T (2)+n*T,(x) = (1—cos*(a)) T (cos(a))—cos(a)T" (cos(a))+n*T},(cos(ar)) = 0.

Ainsi, pour tout x €] — 1,1[, (1 — 2?)T/(x) — 2T (x) + n?T,(z) = 0 donc le polyndome
1-XHT"(X)—XT!(X)+n*T,(X) admet une infinité de racines : ¢’est donc le polynéome
nul.

On en déduit que |pour toutx € R, (1 — 2*)T"(z) — 2T (z) + n*T),(x) = 0.




Exercice 2 : Théoreme de d’Alembert-Gauss

1. Notons que A C R,.
La partie A est non vide car elle contient |P(0)|. De plus, pour tout z € C,|P(2)| >
0 donc A est minorée par 0. Ainsi, c’est une partie non vide et minorée de R donc
| Aadmet une borne inférieure. |

2. Soit r > 0. Soit z € C tel que |z| = r. On a d’apres la deuxieme inégalité triangulaire :

n n—1
|P(2)| = Zakzk > |ap2"| — Zakzk
k=0 k=0
On a d’'une part |a,z"| = |a,||z|" = |a,|r™. D’autre part, d’apres la premiere inégalité
triangulaire :
n—1 n—1
jarll=* = axlr*
— k=0 k=0
n—1
et on obtient bien ||P(2)| = |a,|r" — Z |ag|r".
k=0

3. Soit » > 0. On a

n—1 n—1
|an|r" — Z ag|rF =" <|an| — Z |ak|rk_”) :

k=0 k=0

Pour tout k € [0,n — 1],k —n < 0 donc lim |ag|r*™"

= 0 et on en déduit que
r—+00

r—+00

n—1
lim |a,| — Z lan|r" ™" = |ay|.
k=0

Puisque a, est le ccefficient dominant de P et que P n’est pas le polynome nul, on a
nécessairement a,, # 0 donc |a,| > 0.

n—1
Par produit de limites, on en conclut que ligrn |an\r”—z lag|r® = hm r <|an| - Z |ag |~ ”) =
400
k=0

“+o0.

Nécessairement, il existe M € R tel que, pour tout r > M, r"|a,| — Z |ag|r® > a+ 1.
D’apres la question précédente, on en déduit que pour tout r > ]\/[ , si|z| = r, alors
PG> 7ol = D laul > a1

On en conclut qu 11 existe M € R tel queVz € C,|2| > M = |P(2)| > a+ 1.
4. Soit n € N*.

Par caractérisation de la borne inférieure, il existe a,, € A tel que a < a, < o+ —, i.e.
n

1
il existe u, € C tel que a < |P(u,)| < « —i— —

1
On a donc bien trouvé une suite (u,),so € C" telle queVn € N*, o < |P(u,,)| < a + —.
n




. D’apres la question précédente, on sait que pour tout n € N* | P(u,)| < o + % <a+1
donc pour tout n € N*,|P(u,)| < a+ 1.

S’il existait un entier n € N* tel que |u,| > M, on aurait d’apres la question 3, | P(u,)| >
a+ 1, ce qui contredit la définition de la suite (u,)n>0-

Il en découle que pour tout n € N*, Ju,| < M donc la suite (u,),~0 est bornée.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on en déduit que

la suite (ty, )n>0 admet une sous-suite convergente (Uy(n))n>0-

1
. On a pour tout n € N*, a < |P(u,)| < o+ —.
n
D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que lim |P(u,)| = «.
n—-+o0o

Puisque (| P(tgm))|)n>0 est une sous-suite de (| P(uy)|)n>0, il s’ensuit que lirf |P(up(mn))| =
n—-+0o0o
a.

Or, par construction, la suite (uy(y))n>0 converge vers zp. Par continuité de la fonction
|P|, on en déduit que lir+n | P(tpmy)| = |P(20)]-
n—-+0oo

P(z)] = a.

. D’apres la question précédente, on sait que pour tout z € C, |P(29)| < |P(z)| donc pour

Enfin, par unicité de la limite, on en conclut que

P
tout z € C,|Q(2)| = [Pz + 2)| > 1 donc 1 est un minorant de {|Q(z)],z € C}.
| P(z0)]
P
Par ailleurs, |Q(0)| = :PEZ(J%} = 1. Puisque 1 est un minorant de {|Q(z)|,z € C} et que
20
c’est également un élément de cet ensemble, on en conclut que in(g |Q(2)] = |Q(0)] = 1.
zEe
. Puisque P est de degré n € N*, le polynome P(X + zy) est également de degré n (par
P(X
composition). De plus, puisque P(zy) # 0, on peut alors affirmer que Q = %
<0
est un polynome de degré n. Ainsi, il existe des complexes (qo, ..., q,) € C*"™! tels que
Q=) qXx"
k=0
P(z)
0] =Q(0) = = 1.
na gy = Q(0) P()

Puisque @ est de degré n € N* g, # 0. En particulier, 'ensemble {k € [1,n], g # 0}
est non vide.

Soit d = min{k € [1,n], g, # 0}. Alors pour tout k € [1,d — 1], gx = 0. En posant by =

—qq # 0 et by, = g pour tout k € [d+1, n], on obtient bien|Q = 1 — by X + Z b X*, avechy # 0.
k=d+1

. Soit 7 > 0. Posons z = re'd. On a alors 2% = rde® et pour tout k € [d + 1]n, |2|F = r*.
D’apres I'inégalité triangulaire, on a

n n
Q)] <1 =baz®| + D IbellzlF = 1= prd| + > |blr*.
k=d+1 k=d+1
Puisque hH(l) prd =0, il existe 7y > 0 tel que pour tout r < 79, pr < 1 d’ott 1 — pr? > 0.
r—
On obtient alors pour tout r < ry,

QUreé't)| <1 —prt+ > [bilr*
k=d+1



10.

d’out |Irg > 0, Vr < 19, |Q(re’%)| — 1< —prt+ Z |bg |7
k=d-+1

n n
Poue ot r o —ort s 3 it (e 3 ).
k=d+1 k=d+1

n
Puisque pour tout k € [d+ 1,n],k —d > 0, on a lir% Z |bp|r*~% = 0. En particulier,
=
n
il existe r; > 0, avec r; < 1o, tel que pour tout 0 < r < 7y, Z b | < g

k=d+1
. ] P rdp
Ainsi, pour tout 0 < r < 7y, |Q(refa)| — 1 < rd(—p + 5) =-5 < 0.

On en déduit que pour tout 0 < r < 1y, |Q(re‘d)| < 1 = in(g |Q(z)], ce qui est absurde.
zE

Il était donc absurde de supposer que |P(z)| > 0. On en conclut que |P(z)| = 0, i.e.
P(z9) = 0, ce qui prouve que \P admet au moins une racine dans C. \




