LycEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°17 Espaces vectoriels

Exercice 1

1. 0 ¢ F donc F n’est ni un R-espace vectoriel, ni un C-espace vectoriel.

2. F = {x(2,1,-1) + y(3,0,1)|(z,y) € R*} = Vect{(2,1,-1),(3,0,1)} donc F est un
R-sous-espace vectoriel de R? mais ce n’est pas un C-sous-espace vectoriel de C* (car
(2,1,—1) € F mais i(2,1,—1) ¢ F).

3. (2,1,0) € F,(—2,1,0) mais (2,1,0) + (=2,1,0) = (0,2,0) ¢ F donc F n’est pas un
R-sous-espace vectoriel de R3.

4. (1,0,1) € F,(0,1,1) € F mais (1,0,1) + (0,1,1) = (1,1,2) ¢ F donc F n’est pas un
R-sous-espace vectoriel de R3.

5. F = {(ﬁ,y,Z) € R3|Z = _$} = {(l’,y,Z) = (xaya —l’>|($,y) € RQ} = {ZL‘(l,O,—l) +
y(0,1,0)|(z,y) € R*} = Vect{(1,0,—1),(0,1,0)} donc F est un R-sous-espace vectoriel
de R3.

6. F={z(l141),x € R} = Vectg{l + i} donc F est un R-sous-espace vectoriel de C.

En revanche, ce n’est pas un C-sous-espace vectoriel de C car 1 +i € F mais i(1 +1i) =
—1+i¢F.

7. F n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 car (—1,1,0) € F mais2(—1,1,0) = (-2,2,0) ¢
F.

8. F = {x(0,1)+y(3,0)+2(2,0)|(z,y, z) € R®} = Vectg{(0,1),(3,0),(2,0)} donc F est un
R-sous-espace vectoriel de R? (mais pas un C-sous-espace vectoriel de C? car i(0,1) ¢ F).

9. F n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car (0,0,0) ¢ F.

10. F = {(z,y,2+y)|(z,y) € R*} = {2(1,0,1)+y(0,1,1)[(z,y) € R*} = Vect{(1,0,1),(0,1,1)}
donc F est un R-sous-espace vectoriel de R? (mais n’est pas un C-sous-espace vectoriel
de C? car i((1,0,1) ¢ F).

11. Montrons que F est un R-sous-espace vectoriel de C.

Tout d’abord, F' # () car 0 € F.
Ensuite, soient (21, 22) € F?, soient (A, u) € R%
Montrons que Az; + puze € F. On a

i(A21 + p2) + A2y + pze = idz dipze + NE 4z car (A p) € R?
= )\(zzl + 2_1) + ,lL(iZg + 2_2)
= 0 car(z,2) € F?

donc F' est bien un R-sous-espace vectoriel de C.

En revanche, F' nest pas un C-sous-espace vectoriel de C.

Eneffet, 1 +i€ F (cari(1+4d)+1+i=i—1+1—i=0)maisi(l+i)=—-1+i¢ F
(cari(—1+i)+—-14+i=—i—1—-1—i=—-2—-2i#0).



Exercice 2

1.

F = {(m,y,z)EC3|z:x+iy}
= {(z,y,z +1iy)(z,y) € C*}
= {2(1,0,1) +4(0,1,4)|(z,y) € C*}
= Vect{(1,0,1),(0,1,7)}

donc F' est bien un C-sous-espace vectoriel de C3.
2.(a) Onal+4+i(—i)—2=14+1—-—2=0donce € F.

De méme, 1 +i(—2i) —3=1+2—-3=0donc f € F.

(b) Le vecteur u est bien combinaison linéaire de e et f car u = 2e — f. Il est également
combinaison linéaire des vecteurs v et w car u = v — w.

(c) D’apres la premiere question la famille ((1,0,1),(0,1,4)) est une famille génératrice
de F. Or, elle est également libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est
donc une base de F' et on en déduit que dim(F) = 2.

Les vecteurs e et f étant libres, on en déduit que dim(Vect{e, f}) = 2. Or, puisque
(e, f) € F* Vect{e, f} C F donc par égalité des dimensions, on en déduit que
Vect{e, f} = F.

Nécessairement, tout vecteur de F' est combinaison linéaire de e et f.

Exercice 3

1. F={a(-1,1,0,0,—6)+b(0,0,1,—1,0)|(a,b) € R*} = Vect{(-1,1,0,0,—6),(0,0,1,—1,0)}
donc F' est un sous-espace vectoriel de R5.

2. Cherchons des vecteurs de R® orthogonaux a tous les vecteurs de F. Pour cela, il suffit
de trouver (z1,xs, 3, T4, x5) tel que

(I1,$2,I3,I4,ZL’5>‘(—1,1,0,0,—6) = 0 o= —371—|—l'2—6$5 =0 o Ty = 331+6£C5
($1,(E2,I3,I4,I‘5) ' <0707 17 _170) 0 X3 — T4 =0

d’ou
(xla Lo, T3, T4, 1'5) = (Ila [E1—|—6l'5, Ty, Ty, 375) - xl(]-) 17 Oa Oa 0)+$4<Oa 07 17 17 O)+IE5(0, 6a 07 07 1)

Ainsi, tous les vecteurs de F' sont orthogonaux aux trois vecteurs (1, 1,0, 0,0), (0,0, 1,1,0),(0,6,0,0,1).
En fait, on peut montrer que

(21,29, 3,24, 25) - (1,1,0,0,0) = 0 r1+xe = 0
($1,[L‘2,$37l’4,$5) cF & (%1,%2,373,564,135) : (0707 17 170) = 0 & X3 + x4 = 0
(xl)x%x?)a Ly, ‘7"5) : (07 67 07 07 1) =0 6372 + x5 = 0

Exercice 4

e Si FFC G, alors FUG =G et si G C F, alors FFUG = F. Dans ces deux cas, puisque F' et G
sont des sous-espaces vectoriels de E| il est clair que F'U G est un sous-espace vectoriel de E.
e Supposons que ' U G est un sous-espace vectoriel de . Montrons qu’on a nécessairement
FcGouGCF.

Si F C G, le résultat est vrai.

Supposons que F' n’est pas inclus dans GG et montrons qu’alors GG est nécessairement inclus dans
F.



Soit x € GG. Il s’agit de montrer que x € F.

Puisque F' n’est pas inclus dans G, il existe un élément y € F tel que y ¢ G.
Onaalorsz € FUGety e FUG.

Notons z = x +y. Puisque F'UG est un sous-espace vectoriel de F par hypothese, on en déduit
que z € FUG, ie. z€ FouzeQgG.

Siz € G, alors y =z —x € G puisque (z,7) € G? et G est un sous-espace vectoriel de E. Mais
y ¢ G donc il est impossible que z appartienne a G.

Nécessairement, z € F donc z = z—y € F puisque (z,y) € F? et F est un sous-espace vectoriel
de E.

On a donc bien montré que = € F, ce qui prouve l'inclusion G C F.

Finalement, on a bien montré 1'équivalence F' U G est un sous-espace vectoriel de FE si et
seulement si F' C G ou G C F.

Exercice 5

1. Les deux vecteurs sont colinéaires puisque (27, —9,21) = 3(9, —3, 7) donc la famille n’est
pas libre.

Puisqu’elle contient strictement moins que trois éléments, elle n’est pas génératrice de
R? non plus.

2. La famille n’est pas libre puisque les deux premiers vecteurs sont colinéaires.
Ainsi, Vect{(9,—3,7),(27,-9,21), (5, —5,1)} = Vect{(9, —3,7), (5, —5,1)} # R3 car une
famille de deux vecteurs ne peut pas engendrer R3.

3. La famille n’est pas libre puisqu’elle contient le vecteur nul.
Ainsi Vect{(1,2,2),(5,6,6),(0,0,0)} = Vect{(1,2,2),(5,6,6)} # R? car une famille de
deux vecteurs ne peut pas engendrer R3.

4. La famille est libre puisque les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. En revanche, elle
n’est pas génératrice de R? car elle ne contient que deux éléments.

5. Montrons que la famille est libre. Soient (a, 3,7) € R3 tel que

a(l,-1,0) +B(0,1,-1) +~(1,1,0) = (0,0,0) & (e + v, —a+ S+, —) = (0,0,0)

o+ 7y =0 at+y = 0 a =0
el —a+B+y = 0 P& 90 = 0 sl 4y =0
B =0 B =0 B =0

donc la famille est libre. Puisque c’est une famille libre constituée de trois vecteurs de
R3, elle est également génératrice de R3 : ¢’est donc une base de R3.

6. La famille contient quatre vecteurs dans R?, elle ne peut donc pas étre libre.
Montrons que la famille ((1,0,—2);(2,3,1);(1,0,1)) est libre.
Soient (o, 8,7) € R? tel que

a(1,0,-2) + B(2,3,1) +7(1,0,1) = (0,0,0) & (v + 28+ 7,38, —2a + B +7) = (0,0,0)

a+206+y =0 a+vy = 0 a = 0
& 38 — o &ML 3 -0 sl y =0
—2a+pB+v = 0 3y =0 g =0

donc la famille ((1,0,—-2);(2,3,1);(1,0,1)) est libre. Puisque c’est une famille libre
consituée de trois vecteurs de R3, elle est également génératrice de R? : c’est donc une
base de R? et on a Vect{(1,0,—2);(2,3,1);(1,0,1)} = R.



Or,

R? = Vect{(1,0,—2); (2,3,1); (1,0,1)} € Vect{(1,0,-2);(2,3,1);(7,9,5); (1,0,1)} c R?

donc Vect{(1,0,—-2);(2,3,1);(7,9,5); (1,0,1)} = R3, ce qui prouve que la famille
((1,0,-2);(2,3,1);(7,9,5); (1,0, 1))

est génératrice dans R? (mais n’est pas libre, ce n’est donc pas une base de R?).

Exercice 6
1. Ona F = {s(4,-5,—1,—-2)|s € R} = Vect{(4, —5,—1,—2)} donc F est un sous-espace
vectoriel de R*.

De méme,

G = {(z,y,2,t) € Rz = —y + 5z — 2t}
= {(—y+5z—2t,y,2,1)|(y, 2,t) € R?}
{y(=1,1,0,0) + 2(5,0,1,0) +t(—2,0,0,1)|(y, 2, t) € R?}
= Vect{(-1,1,0,0);(5,0,1,0); (—=2,0,0,1)}

donc G est un sous-espace vectoriel de R%.

2. On a4+ (=5)—5(—1) +2(—2) =0 donc (4,-5,-1,-2) € G.
Ainsi, F' = Vect{(4,—5,—1,-2)} C G.

3. Montrons que la famille ((—1,1,0,0);(5,0,1,0); (—2,0,0,1)) est libre.
Soit (a, B,7) € R3 tel que

a(=1,1,0,0)48(5,0,1,0)+v(—2,0,0,1) = (0,0,0,0) < (—a+58—2v,a, 3,7) = (0,0,0,0)

donc = =v=0.

C’est donc une famille libre qui engendre G donc dim(G) = 3.

On sait que le vecteur (4, —5, —1, —2) consitute une base de F' et appartient a G.
Montrons que la famille ((4, —5,—1,—-2),(—1,1,0,0),(—2,0,0, 1)) est libre.

Soit (a, B,7) € R? tel que

a(4,-5,-1,-2) 4+ 5(—1,1,0,0) + v(—2,0,0,1) = (0,0,0,0)

A (4()4—6—2/77—50[+6, —a,—2o¢—|—v) = (0707070>

donc a = =v=0.
C’est une famille libre contentant des vecteurs de G. Puisque dim(G) = 3, on en déduit
que c’est une base de G.

Exercice 7

L E={(z,y,2+y)|(z,y) € R*} = {(1,0,1)+y(0,1,1)|(z,y) € R*} = Vect{(1,0,1),(0,1,1)}
donc E est un R-sous-espace vectoriel de R* de base ((1,0,1), (0,1,1)) puisque ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

De méme,

F = {(v,2+2,2)|(z,2) € R?} = {x(1,1,0)+2(0,1,1)|(x,y) € R*} = Vect{(1,1,0),(0,1,1)}



donc F est un R-sous-espace vectoriel de R? de base ((1,1,0), (0,1, 1)) puisque ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

Enfin, on a

(;p)y72)€EﬂF<:>{$+y_Z - 0 L2<—L2—L1{l’+y—2 = O @{x - 0

r—y+z = 0 —2y+2z = 0 y = z
donc (z,y,2) = 2(0,1,1). Ainsi, EN F = Vect{(0,1,1)} est un sous-espace vectoriel de
R3 de base (0,1,1).

. B = {z(1,0,0) + y(0,1,2)|(x,y) € C*} = Vect{(1,0,0),(0,1,2)} donc E est un sous-

espace vectoriel de C? de base ((1,0,0), (0,1,2)) puisque ces deux vecteurs ne sont pas
colinéaires.

De méme, F = {(0,2iz,2)|z € C} = {2(0,2i,1)|z € C} = Vect{(0,2¢,1)} donc F est un
sous-espace vectoriel de C* de base (0,24, 1).

On a
z = 2y z = 2y z =0
(x,y,2) e ENF & = 0 ¢z = 0 &z =0
y = 2iz y = diy y =0
donc ENF = {0}.
. On a
r+2y+z—t—3u = 0
(x,y,2,t,u,v) € K & 2t+y+z—2u—v = 0
r+y+z—t—2v = 0
Lo+ Lo—2L, r+2y+z—t—3u = 0
Pacdast —3y—z+2t+4du—v = 0
—y + 3u —2v = 0
r+2y+z—t—3u = 0
Lot Qla-la —By—z+2t+4u—v = 0
z — 2t +5u — Sv = 0
r = —t+2u—v
= Yy = 3u — 2v
z = 2t—D)bu+dv
Y

donc (z,y,z,t,u,v) = t(—-1,0,2,1,0,0) + u(2,3,-5,0,1,0) + v(—1,-2,5,0,0,1) donc
E = Vect{(-1,0,2,1,0,0),(2,3,-5,0,1,0),(—1,-2,5,0,0,1)}. Vérifions que ces trois
vecteurs forment une famille libre.

Soit (a, B,7) € R? tel que

a(—1,0,2,1,0,0) + B(2,3,-5,0,1,0) + v(—1,-2,5,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0)
= (—a—|—25—7,35—27,2&—55—1—5%@,5,7) = (07()’0)07070)
donc la famille est libre et forme une base de E.
De méme, on a
F = {a(1,1,1,1,-1,0) + 6(0,1,0,1,2,1) + ¢(1,-1,1,0,1,0)}
= Vect{(1,1,1,1,—1,0),(0,1,0,1,2,1),(1,—1,1,0,1,0)}.



Vérifions que ces trois vecteurs forment une famille libre.
Soit (a, 3,7) € R3 tel que
a(1,1,1,1,-1,0) + 5(0,1,0,1,2,1) +~v(1,—-1,1,0,1,0) = (0,0,0,0,0,0)
~ (oz—f—'y,oz—f—ﬁ—7,a+7,a+ﬁ,—a+25+7,ﬂ) = (0a0a0707070)

donc la famille est libre et forme une base de F.
Déterminons F N F. On a

(x,y,2,t,u,v) € ENF

( 3(a,b,c) € R®, (z,y,2,t,u,v) = (a+c,a+b—ca+tc,b+a,c—a+2bb)
o 3a+b+c = —3a + 6b+ 4c
3a+b+c = —3a+db+c
L 3a+b+c = a+ 3b
( J(a,b,c) € R, (z,y,2,t,u,v) = (a+c,a+b—ca+c,b+a,c—a+2bb)
o 6a — 5b — 3¢ = 0
6a — 4b = 0
\ 2a — 2b+ ¢ = 0
( 3(a,b,c) € R, (z,y,2,t,u,v) = (a+c,a+b—ca+c,b+a,c—a+2bb)
94 _ 0
< b %a
c = a

\

donca=b=c=0dou ENF = {0}.

Exercice 8

1. Puisque ce sont des familles de vecteurs de R® contenant chacune trois vecteurs, il suffit
de montrer qu’elles sont libres pour justifier que ce sont des bases de R3.
e Montrons que la famille B est libre.
Soit (a, B,7) € R? tel que

a(l, -1, -2)+8(1, =1, =3)+7(0,1,—-2) = (0,0,0) < (a+8, —a— B+, —2a—36—2v) = (0,0,0)

(6% + /6 - O Lo<Lo+1L4 (0% + B - 0
& —a— B4y = 0 "k v =0
—2a—-36—-2v = 0 —B8—=2y =0

d’out a = f =~ = 0, ce qui prouve que la famille B est libre et est donc bien une base

de R3.
e Montrons que la famille B’ est libre.
Soit (a, B,7) € R tel que

at+B+y =0
a(1,1,1) + B(1,2,4) + v(1,3,9) = (0,0,0) & { a+28+3y =
a+4+9y = 0

o

LovLo-ILn [ a+B8+y = 0 a+pB8+y = 0
T T I 0 e
36+8y = 0 6y =0

d’on o = =7 =0, ce qui prouve que la famille 5’ est libre et est donc bien une base
de R3.



2. (a) Cherchons («, 8,7) € R? tel que

a+p =1
O[(l, _1a _2) +B(17 _17 _3) +’Y<Oa ]-7 _2) = (17273) < —Q — ﬁ +7 =
2a—38-2y = 3
LocLatla a+p =1
ALY SR
—f—=2y =5

d’ou v = 3, puis = —11 et enfin a = 12.
Ainsi, (1,2,3) = 12(1,—1,-2) — 11(1, —1,—3) + 3(0, 1, —2) donc les coordonnées de
(1,2,3) dans la base B sont (12, —11,3).

(b) Soit (z,y,z) € R3. Cherchons («, 3,7) € R? tel que

a+p =z
a(l,—1,-2)+ B(1,—1,-3) +v(0,1,-2) = (z,y, 2) < —a—FB+y =y
—2a—-38—-2y = =z
Lo« Ly+ILy a+p = T a = dbr+2y+=z
Lo Lat2la ¥ = x+y &< [ = —dr—2y—=z
—B—2y = 224z vo= T+y

donc les coordonnées du vecteur u = (z,vy, z) dans la base B sont
(5x 4+ 2y + z, —4x — 2y — z,x + y).

3. Onau=(1,-1,-2)+2(1,—-1,-3)+3(0,1, —2) = (3,0, —14) et on cherche (o, 8,7) € R?

tel que
at+pB+y = 3
(3,0,—14) = a(1,1,1) + B(1,2,4) + v(1,3,9) & ¢ a+26+3y = 0
a+484+9y = —-14
el IR Y (A TR A
TS B2y = =3 EETRL B42y = -3 &< B8 = 5
3+8 = —17 27y = -8 v = —4
On a donc Matg (u) = | 5
-4

Exercice 9

1. Les vecteurs c et d n’étant pas colinéaires, ils forment une famille libre.

1 1 1
On remarque que a = —c — §d donc a € Vect{c,d}. De méme, b = 3¢ + —d donc

b € Vect{c,d}.
Finalement, Vect{a, b, c,d} = Vect{c,d} donc (c,d) est une base de Vect{a, b, c, d}.

2. On a v = —2u donc Vect{u, v} = Vect{u}, ce qui signifie que le vecteur u constitue une
base de Vect{u,v}.



Exercice 10

1. On a
(e1—e2) +(e2—e3) + -+ (ep-1—¢) + (e —€1) =0p

donc la famille (e; — ez, ea —e3,..., €51 — €,,€, — €1) est lide.
2. Soit (Aq,...,Ap) € KP tel que

Aer+ Aaer+ex)+--+ A (e +---+e) =0

S M+t A)e+ At A)ea o+ (A1 + Ap)ep-1 + Apep = 0.

Puisque la famille (eq, ..., e,) est libre, on en déduit que
(M++ ), = 0
Ao+t = 0
: =0
)\p—l + )‘p = O
A -0

\

d’ou A\, = 0 puis A\,_; = 0, puis par récurrence descendante, on en déduit que pour tout
k € [1,p], \x = 0, ce qui prouve que la famille (ey,e; +ea,...,e1 + -+ +¢,) est libre.

Exercice 11

1. Soit (A1, A2, A3) € K3 tel que
AMfi+Xafo+Asfs =06 Ai(er + e2) + Aaeg + Ag(er —ez) =0

<~ ()\1 + )\3)61 + ()\1 — )\3)62 + Agesz = 0.

Puisque la famille (eq, eq,e3) est libre, on en déduit que

M4 = 0 AN o= =\
Ao = 0 & Ao = 0
)\1 - )\3 - 0 —2)\3 = O

d’ott A\ = Ay = A3 = 0, ce qui prouve que la famille (f1, fa, f3) est libre.
2. Soit (A1, A2, A3) € K3 tel que

)\1f1 + )\2f4 + )\3f5 =0« /\1(61 + 62) + )\2(63 — 61) + )\3(63 + 262) =0

<~ ()\1 — )\2)61 + ()\1 + 2)\3)62 + ()\2 + )\3)63 =0.

Puisque la famille (e, eq,e3) est libre, on en déduit que

M—X = 0 M—X = 0 M—X = 0
MA2h = 0 2Eb ) 1o = 0 BEERD L 12, = 0
Xo+ds = 0 Xo+ds = 0 X = 0

donc A\; = Ay = A3 = 0, ce qui prouve que la famille (f, fy, f5) est libre.

3. La famille (fi, fo, f3, fa) est libre est constituée de 4 vecteurs de E. Or, dim(F) = 3 donc
la famille (fy, fa, f3, f1) est nécessairement liée.

En effet, on a f, = —%fl + fo— %fg,



Exercice 12

Il s’agit de calculer le rang de la matrice

1 a 1\ LotLo—arL: (1 a 1 1 a 1

a 1 1) "M 1o 1-a® 1—a| ™2 (0 1-a a-1

11 a 0 1-a a-1 0 1-a®> 1-a

e (1ta)L 1 a 1 1 a 1
ol g 1 a—1 | ={0 1-a a1
0 0 —a®—a+2 0 0 —(a—1)(a+2)

e Sia¢ {1,—2}, la matrice est de rang 3 donc dim (Vect{(a, 1,1),(1,a,1),(1,1,a)}) =3
e Si a = 1, la matrice est de rang 1 donc dim (Vect{(a,1,1),(1,a,1),(1,1,a)}) = 1.
e Si a = —2, la matrice est de rang 2 donc dim (Vect{(a,1,1),(1,a,1),(1,1,a)}) = 2.

Exercice 13

1. Les vecteurs e; et e; ne sont pas colinéaires et e3 = 2es — e; donc F' = Vect{ey, es}.
Ainsi, dim(F') = 2.

2. Posons ¢ = (1,0,0,0) et €;, = (0,1,0,0). Montrons que (e, ez, €5, €;) forme une famille
libre de R*.
Soit (A1, Ao, Az, Ay) € R? tel que

AM+20+A3 =0 AL+ 2 + A3
, o, —2A +3N 4N = 0 2\ + 3N\ + Ay
)\161+)\2€2+)\3€3+)\464 = (O, 0, 0, O) <~ 5)\1 + )\2 . )\2
—3)\1 - 4)\2 = O 17)\1

ce qui équivaut a (A1, A2, Az, A\y) = (0,0,0,0).
Ainsi, la famille (eq, e, €5, €)) & 4 est une famille libre & 4 éléments de R* qui est de
dimension 4 : c’est donc une base de R*.

Exercice 14

On a dim(F) = dim(G) = 2 car ce sont des sous-espaces vectoriels de R?® engendrés par 2
vecteurs non colinéaires.

Ainsi F=G& FCG& G CF.

e Vérifions si (0,2, —1) € F. Pour cela cherchons des réels (o, 8) € R? tels que

at+pB = 0 g = -« 0 -
0,2,-1) =a(1,3,~1)+8(1,-3,2) = { 3a-33 = 2 ={ 6a = 2 = { PR
—a+28 = -1 —3a = -1 N
1 1 .
donc (0,2, —1) = 5(1,3, —1) — 5(17 —3,2), ce qui prouve que (0,2,—1) € F.
e Vérifions si (1,9, —4) € F. Pour cela cherchons des réels (o, 3) € R? tels que
a+B = 1 LycLy-3L [ a+8 = 1
Ls<«Ls+1L1
(1,9,—4) = a(1,3,-1)+ p(1,-3,2) & ¢ 3a—38 = 9 = —66 = 6
—a+2f = —4 33 = -3

ce qui équivaut & f = —1 et @« = 2 donc (1,9,—4) = 2(1,3,—-1) — (1,-3,2).
On a donc {(0,2,—1),(1,9,—4)} C F donc G = Vect {(0,2,—1),(1,9,—4)} C F et puisque
dim(F') = dim(G), on a bien F' = G.

W=
Wl



Exercice 15

1. Vérifions si la famille est libre. Soit (a, 8,7) € R? tel que

o+ 4ﬁ + 7y = 0 Lo«Lot2Ly
_206 + 5 ﬁ - 0 %42:[54:3[%11
a(l,-2,3,1)+p(4,5,6,7)+v(1,0,2,3) = (0,0,0,0) < S0+ 68427 = 0 —
a+T7+3y = 0
a+48+v = 0 a+48+v = 0
13642y = 0 £CpR’an ) 13842y = 0 om0
—68—-v =0 — = 0 B
36+2y =0 20y =0
donc la famille est libre. Le rang de la famille est donc égal a 3.
2. Déterminons le rang de la matrice
1123LL2<—LL2’—3I€11123L’L2L1123
3 4 3 8 |wiien|o 1 =3 —1| L [01 =3 —1
1 3 —4 1 |& g 2 6 —2f & (o0 0 -0
-2 -1 =7 -7 0o 1 -3 -1 00 0 =0
-3 —4 -3 -8 0 -1 3 1 00 0 =0
donc la famille est de rang 2.
Exercice 16
1. dime(CH) = 4.
2. Déterminons le rang de la matrice suivante :
1 —1 0 31 . 13_2<L—L_2(11L)1L 1 — 0 31 Lt Latl
1 0 -1 —-2—3 3L4£L4+i£1 o =1 =1 1-—i L4:L4+3(’2+12)L2
147 2—7 0 31 0 1 0 3
—i 1+7 1 —=5-—1 0 2447 1 —-8—1
1 — 0 31 1 —¢ 0 31
0 -1 —1 1—1 L4<—Léé;+i)L3 0 -1 —1 1—1
0 0 -1 4—1i 0 0 —1 4—1
0 0 —1—¢ —5—2 0 0 0 —-10-—5¢

donc la matrice est de rang 4, i.e. le C-espace vectoriel engendré par cette famille est de
dimension 4. On en déduit que cette famille est une base du C-espace vectoriel C*.
Puisque la famille est libre dans le C-espace vectoriel C*, elle reste libre dans le R-
espace vectoriel C* donc elle engendre un R-sous-espace vectoriel de dimension 4 dans
le R-espace vectoriel C*, qui est de dimension 8. Ainsi, cette famille n’est pas une base
du R-espace vectoriel C*.

Exercice 17

1. On sait que dim(K,,[X]) = n+ 1. Puisque la famille (L;)o<;i<n contient n+ 1 vecteurs de
K, [X], il suffit de prouver qu’elle est libre pour montrer que c’est une base de K, [X].

Soit (A1,..., Apy1) € K tels que Z ML = 0.

=0



Soit j € [0, n].

En évaluant le polynome Z AiL; en zj, il vient
i=0

1=0

Or, Li(z;) = { é :iz ;i donc la somme devient A\;L;(z;) =0, i.e. A; = 0.

Ceci étant valable pour tout j € [0,n], on en déduit que pour tout i € [0,n],\; = 0
donc la famille (L;)o<i<n est libre, ce qui prouve que c’est une base de K,,[X].
2. Soit P € K,,[X]. Puisque la famille (L;)o<i<n est une base de K,,[X], il existe des scalaires

(uniques) (\)o<icn € K" tels que P = Z N L;.
i=0
Soit j € [0,n]. En évaluant le polynéme P en z;, il vient

1=0 =0

Ainsi, pour tout ¢ € [0,n], \; = P(z;) donc P = Z P(z;)L;.
i=0

Exercice 18

1. « On a 07 = 0, donc 0, € S,(R). De plus, pour tout (4,B) € S,(R), pour tout
(A, 1) € R?,
(A + pB)' = AAT + uB" = NA+ uB
donc A+ B € S, (R), ce qui prouve que S,,(R) est un sous-espace vectoriel de M,,(R).
e On a 0! = -0, donc 0, € A,(R). De plus, pour tout (4, B) € A,(R), pour tout
(A, 1) € R?,

(M + uB)T = XA + uB" = —MA — uB = —(\A + uB)
donc AMA+uB € A,(R), ce qui prouve que A, (R) est un sous-espace vectoriel de M,,(R).

2. Soit A = ZZAi’jEi7j = ZAi,iEi,i + Z Ai,jEi,j + AjJEj’i S Mn(R) On a les
i=1 j=1 i=1 1<i<j<n

équivalences suivantes :

AcS,[R) & AT=A
Al \V/(Z,j) € [[Ln]]QaAiJ = Aj»i

& A= Z AiiEii + Z Aij(Eij + Ej;)
i=1 1<i<j<sn

& A€ Vect((Eii)icicn, (Bij + Eji)i<ici<n)-

Ainsi, la famille ((E;;)1<i<n, (Eij + Eji)1<i<j<n) est une famille génératrice de S, (R).

De plus, puisque les matrices élémentaires forment une famille libre, on montre aisément

que la famille ((E;;)1<i<n, (Eij + Eji)1<icj<n) est libre : ¢’est donc une base de S, (R)
nn—1) nn+1) n(n+1)

constituée de n+ (;) =n+ 5 = 5 vecteurs donc dim(S,(R)) = -5




De méme, on a les équivalences :

Ae A4,R) = AT=-A
<~ V(Z,]) € [[1777‘]]27Ai,j = _A_],Z
1<i<j<n

= A € Vect((Ew — Ej,i)1<i<j<n>'

On en déduit cette fois que ((E; j—E;;)1<i<j<n) €st une base de A,,(R) et donc dim (A, (R)) =
n(n—1)
—

3. Soit A € S,(R) N A,(R). On a alors AT = A = —A donc A = 0, ce qui prouve que
Sp(R)NA,(R) = {0,}. Ainsi, S,(R) et A, (R) sont en somme directe.
De plus, dim(S,(R) & A,(R)) = dim(S,(R)) + dim(A,(R)) = ”(”; b, ”(”2_ D _
n? = dim(M,,(R)) donc S,(R) ® A,(R) = M, (R).
Remarque : ceci permet de montrer d’une autre maniere que celle vue précédemment
que toute matrice carrée est la somme d’une matrice symétique et d’'une matrice anti-
symétrique, et ce de maniere unique.

Exercice 19

1. @ Soit P =0g. On a P(0) = P(1) = P(2) =0 donc P =0g € F.
Soient (P, Q) € F?, soient (A, u) € K2
On a (AP 4 p@)(0) = AP(0) + nQ(0) = 0 et on montre de méme que (AP + uQ)(1) =
(AP + p@Q)(2) = 0 donc AP + u@ € F. Ceci prouve que F' est un sous-espace vectoriel
de E.
e Une preuve analogue montre que G est un sous-espace vectoriel de E.
e Soit P =0g. Ona P(—X) =0 = P(X) donc P =0 € H.
Soient (P, Q) € H?. Soient (A, ) € K2
On a (AP + puQ)(—X) = AP(—X) + puQ(—X) = AP(X) + uQ(X) donc AP + uQ € H.
Ceci prouve que H est un sous-espace vectoriel de E.

2. e Soit P € FNG. On a P(0) = P(1) = P(2) = P(3) = 0 donc P a quatre racines
distinctes. Or, P € K3[X] donc deg(P) < 3. Puisque P a strictement plus de racines
que son degré, on en déduit que P = 0, ce qui prouve que FF'NG = {0g}. Ainsi, F et G
sont en somme directe.

Notons K = {P € E, P(1) = P(2) = 0}.

e Soit P € F&@G. Il existe Pr € F et Pg € G tels que P = Pp + Pg. Par définition de
Fet G,ona Pp(l) = Pp(2) = Ps(1) = P5(2) =0 donc P(1) = P(2) =0,ie P € K, ce
qui prouve que F'® G C K.

eOnalfl ={aX(X—-1)(X—-2),a € K} = Vect(X(X —1)(X —2)} donc dim(F') = 1.
On montre de méme que dim(G) = 1 donc dim(F @ G) = dim(F') + dim(G) = 2.

Par ailleurs, K = {(aX +0)(X —1)(X —2), (a,b) € K*} = {aX(X —1)(X —2) +b(X —
1)(X —2),(a,b) € K?} = Vect(X (X — 1)(X —2), (X — 1)(X —2)).

Puisque les polynomes X (X — 1)(X —2) et (X — 1)(X — 2) sont de degrés distincts, ils
forment une famille libre et génératrice de K donc dim(K) = 2.

e Puisque F'® G C K et que dim(F & G) = dim(K), on en conclut que F'd G = K.



3. @ Soit P € HN K. Puisque P € K, on a P(1) = P(2) = 0 et puisque P € H, on a
P(—1) = P(1) = 0 et P(—2) = P(2) = 0. Finalement, P a quatre racines distinctes
(—2,—1,1,2) alors que deg(P) < 3 donc P = 0. On en déduit que H N K = {0g}, i.e.
H et K sont en somme directe.

e Soit P = a3 X3 4+ a; X2+ a1 X + ap € E. On a les équivalences suivantes :

PeH &
&
&
&
&

P(—X) = P(X)
—Cl3X3 +CL2X2 — CL1X +ag = CL3X3 +CLQX2 ‘|—CL1X—|—CLO
a3 — a1 — 0

P = a2X2 + Qo
P € Vect(1, X?)

donc H = Vect(1, X?) et on en déduit que dim(H) = 2.
e Finalement, dim(K & H) = dim(K) + dim(H) =2+ 2 = 4 = dim(E) donc

E=KeH=(FoG) e H.



