Applications linéaires

Dans tout le chapitre, K =R ou C.

18.1 Applications linéaires

18.1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 1: Applications linéaires

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels .
Soit f: E — F.
On dit que f est linéaire si pour tout (A, 1) € K2, pour tout (z,y) € E?,

fQz + py) = Af (@) + pnf(y)-

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Dans le cas ou E = F|, on dit qu'une application linéaire f : E — F est un endomor-
phisme et on note L(E) au lieu de L(E, E) l'espace des endomorphismes de E.

Une application linéaire a valeurs dans K est appelée forme linéaire.

Remarque 1. o Si f: E — F est linéaire, nécessairement f(0g) = Op.
En effet, f(OE) = f(O X OE) =0 x f(OE) =0p.
e Pour tout (z,y) € E?, f(x +y) = f(z) + f(y). En effet,

flat+y)=f(L-z+1-y)=1-f(x)+1- f(y) = f(=) + f(y).

e Pour tout =z € E, pour tout A € K, f(Az) = A\f(x).
En effet,

fi-z)=f(A-2+1x0p) =X f(x)+1-f(0) = Af(x) +0p = Af(2).

e Par récurrence, on en déduit que pour tout n € N*  pour tout (xy,...,z,) € E™, pour

tout ()\1, ey )\n) e K",
f (Z >\k$k> = Mef ().
k=1 k=1

e Si F et F sont deux K-espaces vectoriels, L(E, F') n’est jamais vide. En effet, 'application
fF —

iy — Op

DUHG, notée O,C(E,F)'

est toujours définie et est linéaire. Cette application est appelée I’application
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IdE:E — F

est un endomorphisme de
—

e Soit F un K-espace vectoriel. L’application

E appelé application identité de FE.
Plus généralement, pour tout A € K, 'application AIdg est une application linéaire appelée
homothétie de rapport .

Exemple 1. ¢ L(K,K) = {z — ax,a € K}.

En effet, soit f € L(K,K). Pour tout z € K, f(z) = f(x-1) = zf(1) = ax en notant
a = f(1). On a donc bien l'inclusion £(K,K) C {z — az,a € K}.

Réciproquement, soit a € K. Soit f : K — K définie pour tout « € K par f(z) = az. (Ceci
implique notamment que f(1) = a.)

Montrons que f est une application linéaire. Soient (x,y) € K2, soient (\, ) € K2.

Alors f(Ax + py) = a(Ax + py) = Aax + pay = \f(z) + pf(y), ce qui prouve la linéarité de
f et linclusion {z — az,a € K} C L(K,K), d’ou I'égalité L(K,K) = {x — az,a € K}.

Par exemple, Papplication f : x — 22 définie sur R n’est pas linéaire car

fA+2)=f3B)=9#f(1)+f(2)=1+4=5.
De méme, I'application g : (x,y) — xy définie sur R? n’est pas linéaire car
9(2(1,1)) = g(2,2) =4 #29(1,1) = 2.
f:R? — R3

L’application f est linéaire. En effet, soient ((x,y), (2/,y")) € (R?)2, soient (), u) € R?, alors

e Soit

fMz,y) + @’ y) = fOa+ pa’, y + py')
= W+ py, e+ px’ — 22y — 2uy’, 3\x + 3ux’ + 20y + 2uy’)
Ay, x — 2y, 3z + 2y) + p(y', 2" — 2y, 32" +2y")
= M(z,y) +pf'y).
donc f € L(R?,R3).
¢:CY(R,R) — C'(R,R

f . f; ) est lindaire car pour tout (f,g) € (C*(R, ]R))2 ,

e [’application
pour tout (\, u) € R?

O f +pg) = N+ ng) =M+ ng' = Xo(f) + pelg)

donc la dérivation est une application linéaire.
R v e 9 RIX] — R[X]

Il en va de méme de 'application p ., p

e Soient (a,b) € R?, avec a < b.
¢:C%([a,b],R)

L’application f

— R
R /b F(t)dt est linéaire car pour tout (f, g) € (CO(R, R))2 ,
pour tout (A, u) € R% ’

b b b b
e f+9) = [ Or+ng) et = [ Orerug@)it = [ fOder [ gat = xe(f)+eto)
donc calculer I'intégrale sur un segment d’une fonction continue est une application linéaire.

fiMup(K) — M, (K)
A — AT

2

e L’application est linéaire car pour tout (A, B) € (M, ,(K))",

pour tout (), u) € K2,
fAA+ uB) = M+ uB)T = AT + uBT = Af(A) + uf(B).

Année 2025-2026 2 /24 Alex Panetta



PCSI Lycée Fénelon

f:C

e L’application est R-linéaire car pour tout (z,2’) € C2, pour tout (\, u) €

Ll

RQ

fOz+p )= e +pz/ =AXZ+ax 2 =AXxZ+px 2 =\ (2)+ pf()

car (\, u) € R
, .. —
e [’application — Re(2)

(A, ) € R%,

est R-linéaire car pour tout (z,2') € C2, pour tout

F(Az+ pz") = Re(Az + pu2’) = ARe(z) + pRe(2)

car (\, ) € R
Idem pour Papplication z — Im(z).

18.1.2 Opérations sur les applications linéaires

Définition 2: Opérations sur les applications linéaires

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.
1. Soit f € L(E, F). Soit A € K.
On définit A - f € L(E, F) par

Ve e E,(\- f)(z) = Af(z).

2. Soient (f,g) € L(E, F)2.
On définit f + g € L(E, F) par

Vz € B, (f +g)(z) = f(z) + g(z).

Proposition 1: Structure d’espace vectoriel de L(E, F')

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
Pour tout (f,g) € L(E, F)?, pour tout (\, u) € K2 \f + pg € L(E, F).
Ceci assure que L(F, F') est un K-espace vectoriel.

Démonstration. e Tout d’abord, L(E, F') est non vide puisqu’il contient ’application nulle

FE — F

Ocery s . Op

e Soient (f,g) € L(E, F)?, soient (\,u) € K2
Soient (x,y) € E? et (o, ) € K2. Par linéarité de f et g, on a
(Af+ng)(az+ By) = Af(ax+ By) + pglaz + By)
= Aaf(z) + ABf(y) + pag(z) + ubg(y)
= a(Af(x) + pg(z) + BAf(Y) + ng(y))
= a(Af +pg)(x) + BAS + 1)),
ce qui prouve que 'application Af 4+ ug est linéaire. |

Remarque 2. Avec ces définitions, tous les axiomes suivants sont facilement vérifiés : pour
tout (f,g,h) € L(E, F)3, pour tout (A, u) € K2,

frg=9+f f+@+h)=U(+9)+h [f+(f)=0er; 1-f=F
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AN(f+g)=A-f+Xg A+p-f=A-fHp-fi X-(u-f)=Aw-f

On peut également remarquer que la preuve précédente permet de montrer que L(E, F') est
un sous-espace vectoriel de F(FE, F).

Proposition 2: Composition d’applications linéaires

Soient F, F et G trois K-espaces vectoriels.

Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).

Alors go f € L(E,G).

Autrement dit, la composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Démonstration. Par définition, go f : E — G. Montrons que g o f est linéaire.
Soient (x,y) € E?, soient (\, 1) € K2. On a alors

(go f)Az+py) = g(f(Az+ py))
= g(\f(x)+pf(y)) par linéarité de f
= Mg(f(2)) + ng(f(y)) par linéarité deg
= Mgo f)(@)+ulgo f)y),

ce qui prouve que 'application g o f est linéaire. |

Remarque 3. Soit f un endomorphisme de F.
Pour tout n € N, f* = fo fo---o f € L(FE).
——

n fois

Définition 3: Isomorphisme

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
Si f est une application bijective, on dit que f est un isomorphisme.
Si F' = E, on dit que f est un automorphisme.

Remarque 4. Un automorphisme est donc un endomorphisme bijectif.

Proposition 3: Bijection réciproque d’un isomorphisme

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(FE, F) un isomorphisme de E vers
F

Soit f~!: F — F la bijection réciproque de f.
Alors f~! est une application linéaire, i.e. f~! € L(F, E).

Démonstration. Montrons que f~! est linéaire.
Soient (z,y) € F2, soient (A, u) € K2. Puisque f est bijective, il existe un unique couple
(a,b) € E? tels que f(a) =z et f(b) =y, ie.a= f1(z) et b= f~1(y). On a alors

FrOx+py) = fTH (@) + pf (D))

FH(f(Na+ ub)) par linéarité de f
Xa+pb carflof=1Idg

= A7 a) +ufHY),

ce qui prouve la linéarité de f~1. |

Remarque 5. La bijection réciproque d’un isomorphisme est donc elle-méme un isomorphisme.
Si F' = E, la bijection réciproque d’un automorphisme est un automorphisme.
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Exemple 2. e Soit a € K. Soit f: K — K définie pour tout x € K par f(z) = az.

Alors f est un automorphisme si et seulement si a # 0 et dans ce cas, pour tout x €
x

K, f~Yz)==.
a
e Soit f : R? — R? définie pour tout (z,y) € R? par f(x,y) = (ax + by, cx + dy) ou
(a,b,c,d) € R,
L’application linéaire f est un automorphisme si et seulement si pour tout (u,v) € R? il
existe un unique vecteur (x,y) € R? tel que f(x,y) = (u,v) si et seulement si le systeme

ar +by = u
cx+dy = v

. . S < s . a b . .
admet une unique solution, ce qui équivaut a dire que la matrice (c d) est inversible et dans

-1
T a b U
ce cas = .
()= ()
Par exemple, si f : R> — R? est définie pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = 2z —y, —z+y),

-1 1
équivalences :

. 2 . : . 11 .
la matrice < ) est inversible d’inverse (1 2) donc f est un automorphisme et on a les

(z,y) = [N (u,0) & flz,y) = (u,0) & @) = G ;) (Z)

donc f~! est Iapplication linéaire définie sur R? par f~!(u,v) = (u + v, u + 2v).
On peut effectivement vérifier que pour tout (z,y) € R?,

U fy) =R —y,—2+y) = Qe —y—z+y,20 —y— 22+ 2y) = (z,9)
et pour tout (u,v) € R?
f(f_l(u,v)) =flu+v,u+2v)=2u+2v—u—2v,—u—v+u+2v)=(u,v).

f:R? — C

. est un isomorphisme de bijection réciproque
(x,y) —— z+iy P ) proq

e [’application linéaire

fl:c — R?
x+iy — (x,y)

18.1.3 Noyau et image d’une application linéaire

Proposition 4: Image directe et image réciproque d’un sous-espace vectoriel

par une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
1. Soit E’ un sous-espace vectoriel de E. Alors f(E') = {f(x),x € E'} est un sous-
espace vectoriel de F.

2. Soit F” un sous-espace vectoriel de F. Alors f~}(F') = {x € E, f(x) € F'} est un
sous-espace vectoriel de F.

Remarque 6. Dans le cas ou f est bijective, f~1(F’) est 'image directe de F”’ par I'application
=

Démonstration.
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1. ¢ 0g € E' car E' est un sous-espace vectoriel de E donc f(0g) =0 € f(E').
e Soient (z,y) € (f(E'))?, soient (X, 1) € K2. Montrons que Az + uy € f(E').
Puisque (z,y) € (f(E"))?, il existe (a,b) € (E')? tels que z = f(a) et y = f(b) donc par
linéarité de f :

Az + py = Af(a) +pf(b) = f(Aa + pb).

Puisque (a,b) € (E")? et que E' est un sous-espace vectoriel de E, alorrs \a + ub € E’,
d’ott f(Aa+ wb) € f(E'). Ainsi, Az + py € f(E’) donc f(E’) est stable par combinaisons
linéaires, et finalement f(E’) est un sous-espace-vectoriel de F.

2. e On a f(0g) = 0p € F' puisque F' est un sous-espace vectoriel de F, donc 0 € f~1(F").
e Soient (z,y) € (f~1(F"))?, soient (A, ) € K2. Montrons que Az + py € f~H(F").
Par linéarité de f, on a f(A\z + uy) = Af(z) + puf(y). Or, par définition de f~1(F’), on
sait que (f(z), f(y)) € (F')? et puisque F’ est un sous-espace vectoriel de F, on en déduit
que Mf(x) + pf(y) € F" don f(Azx + uy) € F', ce qui signifie que Az + uy € f~1(F").
Ceci prouve que f~1(F’) est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 4: Noyau et image d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
On note ker(f) = {x € E|f(x) = 0r} le noyau de f et Im(f) = f(E) son image.

Remarque 7. L’application linéaire f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Proposition 5

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
Alors ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im( f) est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. Ceci découle de la proposition précédente puisque ker(f) = f~1({0x}) et

Im(f) = f(E). u

Proposition 6: Caractérisation des applications linéaires injectives

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.
Soit f € L(E,F).
Alors f est injective si et seulement si ker(f) = {0g}.

Démonstration. e Supposons que f est injective. Tout d’abord, on a toujours f(0g) = O0p
donc 0 € ker(f), d’ou l'inclusion {Og} C ker(f).

Montrons 'inclusion réciproque.

Soit x € ker(f). On a f(xz) = 0p = f(0g) donc par injectivité de f, il en résulte que x = Og
d’ott I'inclusion ker(f) C {Og} et finalement ’égalité ker(f) = {0g}.

e Supposons que ker(f) = {0g}. Montrons que f est injective.

Soient (z,y) € E? tels que f(x) = f(y).

Par linéarité de f, on a alors 0 = f(z) — f(y) = f(x — y) donc x — y € ker(f) = {0g} d’ou
x—y=0g, i.e. x =y, ce qui prouve l'injectivité de f. |

R? — R?

Exemple 3. e Soit f: (v,y) — (r—y,z—2y,z+y).

On a
r—y = 0 r =y .
(z,y) € ker(f) & (x—y,z—2y,2+y) = (0,0,0) & ¢ z—-2y = 0 ¢ -y = 0 < {
r+y = 0 2y = 0 Y
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donc ker(f) = {(0,0)}, ce qui prouve que l'application linéaire f est injective.

De méme, Im(f) = {(z — y, v — 2y, 2 + ), (v,y) € R?} = {x(1,1,1) + y(-1,-2,1), (x,y) €
R?} —Vect{(l,l,l) (-1, -2, 1)}.

Les vecteurs (1,1,1) et (—1, —2, 1) sont libres donc forment une base de Vect{(1,1,1),(—-1,-2,1)} =
Im(f). Ainsi, dlm( ( =2 donc Im(f) # R3, ce qui prouve que I'application linéaire f n’est
pas surjective.

On remarque que dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 0 + 2 = 2 = dim(R?), égalité que nous
généraliserons plus tard grace au théoreme du rang.

e Soit f: R® — R®

" (xyy,2) — (y—z,x— 2y + 2).

On a

_ _ _ y—z =0 Y = z
(x,y,2) €ker(f) & (y— 2,z 2y+z)(0,0)@{x_2y+z _ 0 (:}{x—z — 0

donc (z,y,z2) € ker(f) @ r=y=2< (v,y,2) = (z,z,z) = z(1,1,1).

Ainsi ker(f) = Vect(1,1,1) # {(0,0,0)} donc I'application linéaire f n’est pas injective.

De méme, Im(f) = {(y — 2,2 — 2y + 2), (z,y,2) € R¥} = {x(0,1) + y(1,-2) + 2(—1,1), (z,y, 2) € R*} =
Vect {(0,1),(1,-2),(—=1,1)}.

Les vecteurs (0,1) et (—1,1) sont deux vecteurs libres de R?, qui est un R-espace vectoriel
de dimension 2. Donc Vect {(0,1)(—1,1)} = R2.

Or, R? = Vect {(0,1)(—1,1)} C Vect {(0,1),(1,-2),(~=1,1)} = Im(f) C R? donc Im(f) =
R?, ce qui prouve que 'application linéaire f est surjective.

On remarque que dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 1 + 2 = 3 = dim(R?), égalité que nous
généraliserons plus tard grace au théoreme du rang.

18.1.4 Endomorphismes

On rappelle qu’un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E est une application linéaire
f € L(E,E) et que 'ensemble des endomorphismes de E est noté L(E).

De méme que pour L(E, F), on montre que L(E) est un K-espace vectoriel et qu'une com-
position d’endomorphismes est encore un endomorphisme.

Définition 5: Puissances d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel, soit u € £(E). Pour tout k& € N, on définit u* € L(E) par

Idg sik=0
uk = wo---ou sik>0 .
—_———
k fois

On rappelle qu’on appelle automorphisme d’un K-espace vectoriel E tout endomorphisme
de FE bijectif.

Définition 6: Groupe linéaire

Soit £ un K-espace vectoriel.
On note GL(FE) l'ensemble des automorphismes de F, et on l'appelle le groupe linéaire
de E.

Remarque 8. GL(FE) est non vide puisqu’il contient toujours Id(E).

C’est un groupe (pour la composition des endomorphismes) car il vérifie les propriétés sui-
vantes.
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Proposition 7: Propriétés de GL(E)

Soit £ un K-espace vectoriel.
1. Soit f € GL(E). Alors pour tout A € K*, \f € GL(E).
2. Soient (f,g) € (GL(E))2. Alors go f € GL(E).
3. Soit f € GL(E). Alors f~! € GL(E).

Démonstration.

1. Soit A € K*. On sait déja que Af est linéaire. Montrons que A\ f est bijective.
Soit y € E. Puisque f est surjective, il existe z € E tel que f(z) = y d’ou, par linéarité
de f, )\f(%m) = % X Mf(z) = f(x) = y. Ainsi, %a: est un antécédent de y par Af, ce qui
prouve que \f est surjective.

De plus, puisque A # 0, on a pour tout x € F,

M(@)=0g < f(z) =0 < x € ker(f) ={0g}

puisque f est injective. Ainsi, ker(Af) = {0g}, ce qui prouve que Af est injective.
On en conclut que Af est bijective, donc A\f € GL(E).
2. On sait déja que g o f est linéaire. De plus, puisque g et f sont bijectives, alors g o f est
bijective donc g o f € GL(E).
3. On sait déja que f~! est linéaire et puisque f est bijective, f~! l'est aussi, donc f~! €
GL(E).
|

Remarque 9. o Si (f,g) € GL(E)?, on a toujours (go f)™' = f1og™L
e On en déduit que si f € GL(E), alors pour tout k € Z, f* € GL(E).
e En revanche, GL(E) n’est pas un sous-espace vectoriel de L(E) : en effet, 0,y ¢ GL(E)
et GL(E) n’est pas non plus stable par F puisque Idg + (=Id(E)) = 0-g) ¢ GL(E).
~ N——

€EGL(E)  eGL(E)

18.1.5 Détermination d’une application linéaire

Proposition 8

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension finie et
admet une famille génératrice (eg,...,ey,).
Soit f € L(E, F).
Alors
Im(f) = Vect{f(e1),..., f(en)}.

Démonstration. Pour tout k € [1,n], f(ex) € Im(f) et Im(f) est un sous-espace vectoriel
de F' donc on a clairement

Vect{f(e1),..., f(en)} C Im(f).

Montrons Iinclusion réciproque. Soit y € Im(f). Par définition, il existe x € F, f(z) = y.
Puisque la famille (eq, . . ., e,) est une famille génératrice de F, il existe des scalaires (A1,..., \,) €

n
K" tels que x = Z L€ -
k=1
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Ainsi, y = <Z Akek> = Z A f (ex) par linéarité de f donc y € Vect{f(e1),..., f(en)}
k=1
d’out I'inclusion Im(f) C Vect{f(e1),..., f(en)}.
Finalement, on a bien 'égalité Im(f) = Vect{ f(e1),..., f(en)}. [ |

R2 — R3
(x,y) — (z—y,x—2y,x+y).
Considérons (e1, ez) la base canonique de R? ot e; = (1,0) et es = (0, 1).
On a f(e1) =(1,1,1), f(e2) = (—1,—-2,1) et on a vu dans l'exemple précédent que Im(f) =
Vect{(1,1,1),(—1,—-2,1)} = Vect{f(e1), f(e2)}.
R3 — R?
(,y,2) — (y—z,2—2y+2). "~

Exemple 4. e Soit f :

e Soit f:

Considérons (ey, ea,e3) la base canonique de R? ot e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et e3 =
(0,0,1).

On a f(e1) = (0,1), f(e2)
que Im(f) = Vect{(0,1), (1, -

En revanche, f(e1), f(e2),
sont pas libres.

= (1,-2), f(es) = (—1,1) et on a vu dans ’exemple précédent
2), (~L1)} = Vect{f(e1), f(ez), f(es).}.
fle

3) ne constitue pas une base de Im(f) car ces trois vecteurs ne

Théoréme 1: Caractérisation d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
On suppose que E est de dimension finie et admet une base (ej,...,e,). Soient

(fl,...,fn)EFn.

Alors il existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que

vk € [1,n], f(er) = fr-

Remarque 10. Autrement dit, une application linéaire est entierement caractérisée par les
images des vecteurs d’une base de I'espace de départ.

Démonstration. e Montrons tout d’abord qu’il existe une application linéaire f € L(E, F')
telle que pour tout k € [1,n], f(ex) = fx.

n
Soit « € E. Alors il existe des scalaires uniques (A1, ..., A,) € K" tels que z = Z Ai€;.
i=1

n
On définit f(z) par f(z) = Z)\zfz Il n’y a ainsi pas d’ambiguité sur la définition de la
i=1
fonction f car les coordonnées (\;)i<i<n sont uniques.

n
Soit k € [1,n]. Alors e, = Z)\iei avec A\, = 1 et pour tout i # k, \; = 0 donc d’apres la
i=1
définition de f, on a bien f(ex) = fx.

Montrons que ’application f ainsi déterminée est bien linéaire.

Soient (x,y) € E? avec x = Z)\ e; ety = Z,u,el On a alors f(y Z:mfZ
i=1 i=1
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Soient (A, 1) € K2. On a

fx +py) =

f <)\Z>\iei +MZM€¢>
= (Z (A + ppaa)e )

= Z()\)\i + ppi) fi  par définition de f

=1
= AZAfﬁumez
= Af( )+uf( >,

ce qui prouve la linéarité de f. On a donc bien construit une application linéaire f € L(E, F)
telle que pour tout k € [1,n], f(ex) = fx.

e Montrons 'unicité d’une telle application f. Supposons qu’il existe une autre application
linéaire g € L(E, F') telle que pour tout k € [1,n], g(ex) = f-

Soit « € E. Puisque (e1,...,e,) est une base de E, il existe des scalaires (A1,..., \,) € K"
n
tels que z = Z A€k
k=1
Alors

f@) = f (Z Akek>
k=1
= Z Ai:f(ex) par linéarité de f
= ) ke
k=1
= Z)\kg(ek) par hypothese

n
= g (Z Ak%) par linéarité de g
k=1
= g(x)

et ceci est vrai pour tout x € E donc f = g.
On a donc bien montré 'unicité de 'application f. |

Exemple 5. Déterminons 'unique application linéaire f € L(R% R3) telle que f(1,1) =
(1,-2,1) et f(—1,1) =(2,0,3).

Les vecteurs (1,1) et (—1,1) sont libres donc ils forment bien une base de R? et pour tout
z+ Y —r+y

(z,9) €R% ona (z,y) = ——(1,1) + (—=1,1).
On a alors
T+ —x + T+ —x +
fay) = e ) + =2 p-11) = 20, 2,1 + —5E(2,0,3),

1 3
d’out pour tout (z,y) € R?, f(x,y) = (—2x + SY T Y, + 2y> .
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Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).

1. L’application f est injective si et seulement si 'image par f de toute famille libre
de E est une famille libre de F.

2. L’application f est surjective si et seulement si 'image par f de toute famille
génératrice de F est une famille génératrice de F.

Démonstration.

1. e Supposons que l'application f est injective. Soit (ey,...,e,) une famille libre de FE.
Montrons que (f(e1),..., f(e,)) est une famille libre de F.

Soient (A1,...,A,) € K" tels que Z A f(ex) = Op. Pour montrer que la famille (f(e1), ..., f(en))
k=1
est libre, il faut montrer que pour tout k € [1,n], A\p = 0.

Par linéarité de f, on a Z Mef(ex) =0p < f <Z )\kek> =0.

k=1 k=1

Ainsi, Z ke € ker(f) = {0g} car f est injective.
k=1

n

Puisque la famille (eq,...,e,) est libre, Z)\kek =0 = Yk € [1,n],\rx = 0, ce qui
k=1

prouve que la famille (f(ey),..., f(en)) est libre.

Ceci montre que 'image par f de toute famille libre de E est une famille libre de F.

e Supposons que 'image de toute famille libre de F est une famille libre de F. Montrons
que f est injective. Pour cela, montrons que ker(f) = {Og}. On a toujours {Og} C ker(f).
Montrons que ker(f) C {Og}.

Soit x € ker(f).

Supposons par I'absurde que x # Op, alors (x) est une famille libre de E donc par hy-
pothese, (f(z)) est une famille libre de F' et a fortiori, f(z) # Op, ce qui contredit le fait
que z € ker(f).

Nécessairement, x = Og, d’ott ker(f) C {0g}.

Finalement, on a bien 1’égalité ker(f) = {Og}, ce qui prouve que f est injective.

2. On a déja montré que pour toute famille génératrice (ey,...,e,) de E, on a Im(f) =

Vect{f(e1),..., f(en)}.

On a alors les équivalences suivantes :
f est surjective < Im(f) = F < Vect{f(e1),..., f(en)} = F

ce qui prouve que f est surjective si et seulement si I'image par f de toute famille
génératrice de E est une famille génératrice de F.
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Corollaire 1

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F). Soit (e, ...,e,) une base de
E.

1. L’application f est injective si et seulement si (f(e1), ..., f(e,)) est une famille libre
de F.
2. L’application f est surjective si et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une famille

génératrice de F.

3. L’application f est bijective si et seulement si (f(e1),..., f(en)) est une base de F.

Démonstration.
1. e Supposons que f est injective. Puisque (eq,...,e,) est une famille libre de F, d’apres le
théoreme précédent, (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de F.

e Supposons que (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de F. Montrons que f est injective,

i.e. ker(f) = {0g}. On a toujours {Og} C ker(f). Montrons que ker(f) C {0Og}.

Soit z € ker(f) C E. Puisque (ey,...,ey,) est une base de E, il existe des scalaires (uniques)
n

(A, An) € K™ tels que z = Z)\kek.
k=1

Onalp = f(x)=f (Z )\kek> = Xef(er).
k=1 k=1

Par hypothese, (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de F' donc

> Mef(er) =0=Vk € [1,n], A, =0,
k=1

ce qui implique que z = 0, d’ou ker(f) C {0g}.
Finalement, on a bien ker(f) = {Og} et on en déduit que f est injective.

2. e Supposons que f est surjective. Puisque (eq,...,e,) est une famille génératrice de E,
d’apres le théoreme précédent, (f(e1),..., f(en)) est une famille génératrice de F.
e Supposons que (f(e1),..., f(en)) est une famille génératrice de F,i.e. Vect{ f(e1),..., f(en)} =
F.
Puisque (eq, ..., e,) est une famille génératrice de E, on a Vect{f(e1),..., f(en)} = Im(f)
d’out Im(f) = F, ce qui implique que f est surjective.

3. Une application est bijective si et seulement si elle est injective et surjective; une base
est une famille libre et génératrice. Ce résultat découle donc directement des deux alinéas
précédents.

|
Remarque 11. Si f est injective, (f(e1),..., f(en)) est une base de Im(f).

R? — R?2

(z,y) — (2z—y,z+y)

Ona f(1,0) =(2,1) et f(0,1) = (—1,1). Les vecteurs (2,1) et (—1,1) forment une base de
R? donc d’apres le corollaire précédent, f est bien un automorphisme de R2.

e Soit n € N*. Soit (eq,...,ey) la base canonique de R".

Il existe une unique application linéaire f : R — R, _1[X] telle que pour tout k €
[1,n], f(ex) = X5

Puisque la famille (X*~1); <1<, est une base de R,,_1[X], 'application linéaire f envoie une
base de R™ sur une base de R,,_1[X] : ¢’est donc un isomorphisme de R™ dans R,,[X].

Cet exemple illustre le fait suivant :

Exemple 6. o Soit f :
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Corollaire 2: Existence d’isomorphismes entre espaces vectoriels de dimension

finie

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors il existe un isomorphisme f € L(E, F) si et seulement si dim(E) = dim(F).
Dans ce cas, on dit que les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes et on note E ~ F.

Démonstration. e Supposons qu’il existe un isomorphisme f € L(E, F).

Soit (eq,...,e,) une base de E. D’apres le corollaire précédent, (f(e1),..., f(en)) est une
base de F, ce qui implique que dim(FE) = dim(F") = n.

e Réciproquement, supposons que dim(F) = dim(F') = n.

Soient (e1,...,ey,) une base de E et (f1,..., f,) une base de F.

Il existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que pour tout k € [1,n], f(ex) =
e

Ainsi (f(e1), ..., f(en)) est une base de F' donc d’apres le théoréme précédent, f est bijective.

|

Remarque 12. o Il n’y a évidemment pas unicité de I'isomorphisme entre deux espaces vec-
toriels de méme dimension. Une application linéaire entre deux tels espaces est bijective des
qu’elle envoie une base du premier sur une base du second.

e Il n’y a donc pas d’application linéaire bijective de K™ vers KP? si n # p.

Proposition 9: Prolongement d’applications linéaires

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soient £ et Fy deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans F, i.e. E = F1 & Ej.

Soient uy € L(E1, F) et ug € L(Es, F).

Ug, = w1

Alors il existe une unique application linéaire u € L(E, F) telle que { u u
| B2 2

Démonstration.

e Existence : Soit x € E. Il existe un unique couple (z1,x2) € Eq X Es tel que x = x1 + x2.

Posons alors u(x) = ui(x1) +u2(x2) € F (ce qui peut se faire sans ambigiiité vu I'unicité du
N =

S er
couple (z1,x2)).

Montrons que 'application v : £ — F' ainsi définie est linéaire.
Soient (z,y) € E? avecx = x1 + @2 ety= 31 + yo . Soient (\,pu) € K2
~— ~—

SO S SO S
Par définition, on a

u(Az + py) = u(Axy + pyr + Azp + M?/g)
cE €Es
= wui(Az1 + py1) + ue(Axe + py2)  (définition de u)
Aui(xy) + pug(y1) + Aug(x2) + pua(y2)  (linéarité de ug et ug)
AMu(z1) + ua(z2)) + p(ua (y1) + ua(y2))
= ufe) + pu(y)

donc u est bien linéaire.

Enfi E = = =
nfin, pour tout * € Ej, on a z :Z + 0g donc u(z) = wui(x) + u2(0g) = ui(x),
€EL €k

d’olt ujp, = uy et on montre de méme que u|p, = uz, ce qui acheve de prouver l'existence de
u € L(E, F) vérifiant les propriétés voulues.
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eUnicité :
U|E1 = Uy = U\El

Supposons qu’il existe deux applications (u,v) € L(E, F)? telles que {
U,|E2 = Uy = U‘E2

Soit z = x1 + zo € E. On a alors
~— =~
SO S

w(x) = w(xr + x2) = u(zr) + u(r2) = ui(z1) + uz(x2) = v(x1) +v(r2) = V(21 + 22) = V()

et ce pour tout € E. On en déduit que u = v, ce qui prouve 'unicité d’une telle application
linéaire u € L(E, F).
|

18.1.6 Projections et symétries

Définition 7: Projection

Soit £ un K-espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de FE
supplémentaires dans F, i.e. F® G = E.
On appelle projection (ou projecteur) sur F' parallelement & G I'application linéaire :

E=F¢G — E
p: r= T + 256 +—— TF .
~— =~
eFr eqG
Plus généralement, on appelle projection (ou projecteur) tout endomorphisme de E
qui respecte la définition précédente pour un couple (F,G) de sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans F.

Remarque 13. Le fait que p est linéaire est une conséquence du résultat précédent qu’il suffit
d’appliquer pour By = F, By = G,u1 = ldp et uz = Oz g p)-

Exemple 7. o Si F est le R-espace vectoriel C, avec F' = R et G = iR, alors la projection sur

C — C
F parallelement a G est 'application Re: z +i y +— x .
R '
€ €R

e Soit E = K3 F = Vect((1,0,0),(0,1,0)) et G = Vect(0,0,1). La projection sur F pa-
rallelement a G est 'application
K} — K
(z,y,2) +— (2,9,0)

Proposition 10: Noyau et image d’une projection

On garde les notations de la définition précédente.
Alors G = ker(p) et F' = Im(p) = ker(p — Idg).
En particulier, p est la projection sur Im(p) parallelement a ker(p) et on a

E =1Im(p) ® ker(p).

Démonstration. e Soit r = zp + ¢ € F®G=FE. On a
~— =~

eF eG

reker(p) ©plx)=0pcrp=0g=r=20€G

donc ker(p) = G.
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e Par définition de p, on a clairement Im(p) C F. Par ailleurs, si € F, on a p(z) = « donc
x € Im(p), ce qui prouve l'inclusions F' C Im(p) et finalement I’égalité F' = Im(p).
Enfin, si x =z + z¢ avec (zp,zq) € F x G, on a les équivalences suivantes :

zeker(p—Idg) & px)—z=0psar—zp—2¢g=0pcrc=0gp=zxeF
d’ou F' = Im(p) = ker(p — Idg). [ |

Remarque 14. e Il est important de noter que si z € Im(p), alors p(z) = .
e Un projecteur p est un automorphisme si et seulement si

{Im(p) = E {F

& = B ep=Tdp
ker(p) = {0g} G = {0g} '

Ainsi, aucun projecteur p (hormis le projecteur trivial Idg) n’est bijectif.

Proposition 11: Caractérisation des projections

Soit E un K-espace vectoriel, soit p € L(E).
Alors p est une projection si et seulement si pop = p.

Démonstration. e Supposons que p soit la projection sur F' = Im(p) parallelement a
G = ker(p).
Soit x € E avec © = zp + xg, ou (zp,zq) € F X G. On a

pop(x) =p(p(z)) =plzr) = zr = p(z)

donc pop=p.
e Réciproquement, supposons que pop = p et montrons que p est la projection sur F' = Im(p)
parallelement & G = ker(p).
Commencons par montrer que Im(p) @ ker(p) = E.
Soit = € ker(p) N Im(p).
Alors p(z) = Op et il existe y € FE tel que x = p(y) d’ou O = p(z) = pop(y) = p(y) = =,
ce qui prouve que ker(p) N Im(p) = {0g}. Ainsi, Im(p) + ker(p) = Im(p) @ ker(p).
Montrons ensuite que Im(p) + ker(p) = E. L’inclusion Im(p) + ker(p) C E est évidente.
Réciproquement, soit = € E. Par hypothese, on a p o p(z) = p(x) donc p(x) —pop(x) =0g
d’oti, par linéarité de p, p(z — p(x)) = 0p.
Ainsi, z — p(x) € ker(p) donc x = = — p(x) + p(x) € ker(p) + Im(p), ce qui prouve que
—_—— =~
cker(p) €lm(p)
E = ker(p) + Im(p).
Finalement, on a bien E = Im(p) @ ker(p).
Notons alors F' = Im(p) et G = ker(p) et considérons x = xp + g avec (xp,xg) € F x G.
Puisque zp € Im(p), il existe y € E tel que xp = p(y) et puisque zg € ker(p), alors p(zg) = 0p.
Ainsi, par linéarité de p, on a

p(x) = p(zr) +plzc) =poply) = ply) = 2r,
ce qui est bien la définition de la projection sur F' parallelement a G. |

Remarque 15. Ceci permet d’affirmer que pour tout endomorphisme p € L(E) tel que pop = p,
on a E = Im(p) @ ker(p).
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Définition 8: Symétrie

Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de FE
supplémentaires dans F, i.e. F® G = E.
On appelle symétrie par rapport a F' parallelement a G ’application linéaire :

E=F&G — E
S: r=2p +2xg +—— TFp—Iqg .
~— =~
er eG
Plus généralement, on appelle symétrie tout endomorphisme de F qui respecte la

définition précédente pour un couple (F,G) de sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans F.

Remarque 16. Le fait que s est linéaire est une conséquence du prolongement d’applications
linéaires qu’il suffit d’appliquer pour F1 = F, Ey = G,u; = Idp et ug = —Idg.

Exemple 8. o Si F est le R-espace vectoriel C, avec F' = R et G = iR, alors la symétrie par

C — C
rapport a F' parallelement a G est application Re : x +i y +—— x —1dy , ce qui est
R '
€ €R

I’application z — Z.
e Soit £ = K3, F = Vect((1,0,0),(0,1,0)) et G = Vect(0,0,1). La symétrie par rapport &
F parallelement a G est 'application

K3 — K3
(:r,y,z) — (.le,y,—Z) ‘

Proposition 12: Lien entre projections et symétries

Soit E un K-espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de FE
supplémentaires dans F.

Soit p la projection sur F et parallelement a G, soit s la symétrie par rapport a F' et
parallelement a G.

1
Alors s =2p —Idg (oup = 5(8 +1dg).)

Démonstration. Soit x = zp + zg € E ou (zp,zg) € F x G. Alors
(2p —1dg)(z) =2p(z) —x =22p — (zp + xg) = xp — 2 = ()

d’ou le résultat. [}

Corollaire 3

Soit E un K-espace vectoriel, soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans F.

Soit s la symétrie par rapport a F' et parallelement a G.

Alors F = ker(s — Idg) et G = ker(s + Idg), d’ou

E =ker(s —Idg) @ ker(s + Idg).

Remarque 17. Ainsi, x € F & s(z) =x et € G < s(x) = —x.

Démonstration. Notons p la projection sur F' parallelement a G.
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1
On sait que p = 5(5 +1dg).
1
Ainsi, F' = Im(p) = ker(p — Idg) = ker <2(s —IdE)> = ker(s — Idg) et G = ker(p) =
ker(s + Idg) et on a bien

E =F & G =Im(p) ® ker(p) = ker(s — Idg) @ ker(s + Idg).

Proposition 13: Caractérisation des symétries

Soit E un K-espace vectoriel, soit s € L(E).
Alors s est une symétrie si et seulement si so s = Idg.

1
Démonstration. Soit p = 5(8 +Idg). On a les équivalences suivantes :

1 1
sest une symétrie < pest une projection < pop = p & 1(808+28+IdE) = 5(3+IdE) & sos = Idg.

Corollaire 4: Inverse d’une symétrie

Soit F un K-espace vectoriel, soit s € L(FE) une symétrie.
Alors s € GL(E) et s~ = s.

Démonstration. Ceci découle de la caractérisation précédente puisqu’on a alors so s =
Idg. [ |

18.1.7 Equations linéaires

Proposition 14: Solutions d’une équation linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
Soit a € F.
Considérons I’équation linéaire d’inconnue = € E :

(B) : f(z) = a.
1. Sia ¢ Im(f), I'ensemble des solutions de E est ’ensemble vide.

2. Sia € Im(f), notons xy un antécédent de a par f. Alors

Sg =z + ker(f) = {xo + z,x € ker(f)}.

Démonstration.

1. Sia ¢ Im(f), le vecteur a n’admet pas d’antécédent par f donc 'équation f(x) = a ne
peut pas avoir de solution dans FE.

2. Supposons que a € Im(f), et considérons zy € F tel que f(zg) = a.
Soit z € E. On a alors les équivalences suivantes :

fx)=a< f(x) = f(xo) & flxr —x9) =0p & = — 29 € ker(f) & x € zp + ker(f)

d’ou le résultat.
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Exemple 9. o Soit A € M,, ,(R), soit B € M,,1(R).
L’équation AX = B admet une solution si et seulement si B est dans I'image de ’application
linéaire
f: Mp,l(K) — Mn,l<K) '
X — AX.

Dans ce cas, si X est une solution de AX = B, alors ’ensemble des solutions de AX = B est
Xo + ker(f), ot ker(f) ={X € M,1(K), AX = 0}.

e Soit (E) : Vt € I,y/(t) + a(t)y(t) = b(t) une équation différentielle linéaire d’ordre 1
d’inconnue y ou a et b sont des fonctions continues sur 1.

Soit (H) ’équation homogene associée a (E).

Soit f : CYI,R) — Cll(I,R) ‘

Y — Yy +tay

Soit yo une solution particuliere de (F), i.e. un antécédent de b par f.
Alors Sg = yo + ker(f) ot ker(f) = {y € C}(I,R),y + ay = 0} = Sy.
On a un résultat analogue pour les équations différentielles d’ordre 2.
oSoitangvecayél.
Soit f : K — K™
(un)neN — (un—i—l - aun)nGN-

Soit é) € K. Un antécédent de la suite constante égale a b par f est la suite constante égale
al= T4

De plus, ker(f) = {(un)nen € KN,Vn € N, u,, = Aa™, X € K}.

Ainsi, 'ensemble des suites qui vérifient la relation de récurrence u,y+; = au, + b, i.e. les
antécédents de b par f, sont

I+ ker(f) = {(tn)nen € KN, Vn € N, u,, = Aa™ + 1, A € K}

et on a alors A = ug — .

18.2 Rang d’une application linéaire

18.2.1 Définition

Définition 9: Rang d’une application linéaire

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.

Soit f € L(E,F).

On appelle rang de I'application linéaire f, notée rg(f), la dimension de Im(f) si Im(f)
est de dimension finie, i.e.

rg(f) = dim(Im(f)).

Remarque 18. e Puisque Im(f) est un sous-espace vectoriel de F, on a nécessairement

rg(f) < dim(F).
e On a vu que pour toute base (ei,...,e,) de E,Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)) donc
rg(f) = dim (Vect(f(e1), - .-, f(en)))-
Exemple 10. Soit f € £(R3,R?) définie pour tout (z,y,2) € R? par

flx,y,2) =(xr+y— 2z, —2x — 2y + 2z2).

Considérons la base canonique (e1, ez, e3) de R3.

On a f(el) = f(l,0,0) = (17—2)3 f(eQ) = f(07170) =(1- 2) et f(0707 1) =

-1,2).
Ainsi, on voit que Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(e3)) = Vect(1, —2) donc rg(f) =

L,
1.
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18.2.2 Théoreme du rang et conséquences

Théoreme 3: Forme géométrique du théoreme du rang

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, avec E' de dimension finie. Soit f € L(E, F).
Soit S un supplémentaire de ker(f) dans E, i.e. ker(f) @ S = E.

Alors I'application

S — Im(f)

z — f()

Jls:

est un isomorphisme.

Démonstration. Tout d’abord, puisque f est linéaire, la linéarité de f|5 est évidente.

e Montrons que fig est injective. Pour cela, montrons que ker(fis) = {Og}. L’inclusion
{0g} C ker(f|g) est évidente. Montrons 'inclusion réciproque.

Soit = € ker(f|s). Par définition, on a alors x € S et f(z) = 0g, i.e. z € S Nker(f) = {0p}
puisque ker(f) et S sont en somme directe. Ceci prouve que ker(f|s) C {Og} et finalement
ker(fis) = {0g}, donc f|g est injective.

e Montrons que f|g est surjective. Soit y € Im(f). Par définition, il existe z € E tel que
f(@)=y.

Or, puisque E = ker(f) @ S, il existe (x1,x2) € ker(f) x S tel que x = 1 + x2 d’on, par
linéarité de f,

y=flx)=f@i+xz2)= flz1) +f(x2)=f(x2) € f(S)
~——
=0g
car 1 €ker(f)
donc f|g est surjective.
On en conclut que f|g est bijective. |

Corollaire 5: Théoreme du rang

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension finie.
Soit f € L(E,F).
Alors rg(f) est fini et

dim(F) = dim(ker(f)) + rg(f).

Démonstration. Puisque E est de dimension finie et que ker(f) est un sous-espace vectoriel
de E, on peut considérer S un supplémentaire de ker(f) dans F, i.e. E = ker(f) @ S.
D’apres la proposition précédente, S et Im( f) sont isomorphes donc dim(S) = dim(Im(f)) =

rg(f)-
On a alors dim(E) = dim(ker(f)) + dim(S) = dim(ker(f)) + rg(f). [ |

Exemple 11. Reprenons l'exemple précédent de la fonction f € L(R3 R?) définie pour tout
(l‘,y,Z) € R3 par f($7yvz) = (x+y - Z,—QCB— 2y+2’2)

On a vu que rg(f) = 1.

Or, d’apres le théoreme du rang, on a dim(ker(f)) + rg(f) = dim(R3) = 3 donc

dim(ker(f)) = 2.

Vérifions-le en déterminant une base de ker(f).
rt+y—=z =
—2x—-2y+2z = 0

On a donc (x,y, 2) € ker(f) & (z,y,2) = (z,y,x +y) = x(1,0,1) + y(0,1,1).
Ainsi, ker(f) = Vect{(1,0,1),(0,1,1)} et puisque la famille ((1,0, 1), (0,1, 1)) est libre, c’est
bien une base de ker(f) qui est donc bien de dimension 2.

Ona(w,y,z)eker(f)(:){ Sz=x+y.
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Corollaire 6

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soit f € L(E, F).
Alors :

1. f est injective si et seulement si rg(f) = dim(E).

2. f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F).

3. f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F).

Démonstration.
1. D’apres le théoreme du rang, on a les équivalences suivantes :
[ est injective < ker(f) = {0g} < dim(ker(f)) = 0 < dim(E) = rg(f).
2. L’équivalence est triviale puisque f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

3. L’équivalence découle des deux alinéas précédents.

Corollaire 7: Existence d’applications linéaires injectives ou surjectives entre

espaces vectoriels de dimensions finies

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.

1. I existe une application linéaire f € L(FE, F') injective si et seulement si
dim(F) < dim(F).

2. 1l existe une application linéaire f € L(E, F) surjective si et seulement si

dim(F) > dim(F).

Démonstration.

1. e Supposons qu’il existe une application linéaire f € L(E, F') injective. D’apres le corollaire
précédent, on a dim(E) = rg(f) = dim(Im(f)).
Or, Im(f) est un sous-espace vectoriel de F' donc dim(Im(f)) < dim(F) d’ou

dim(F) < dim(F).

e Supposons que dim(F) < dim(F).
Soit (e1,...,en) une base de E et (f1,..., fp) une base de F' avec

dim(E) =n < p = dim(F).

Soit f € L(E, F) I'unique application linéaire définie pour tout k € [1,n] par f(ex) = f
(loisible car n < p).

La famille (f(e1),..., f(en)) = (f1,.-., fn) est une famille libre puisque c¢’est une sous-
famille de la base (f1,..., fp)-

D’apres le corollaire 18.1.5, ceci implique que 'application f est injective.
2. eSupposons qu’il existe une application linéaire f € L(E, F) surjective.

D’apres le corollaire précédent, on a rg(f) = dim(F') donc en appliquant le théoreme du
rang, on obtient

dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f) = dim(ker(f)) + dim(F') > dim(F).
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e Supposons que dim(E) > dim(F).
Soit (e1,...,ey) une base de E et (f1,..., fp) une base de F' avec

dim(E) =n > p = dim(F).

Soit f € L(E, F) I'unique application linéaire définie pour tout k € [1,n] par

| fe sik<p
f(e’“)_{fp sik>p+1

(loisible car n > p).
On a alors Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)) = Vect(fi,..., fp) = F, ce qui prouve que f
est surjective.

Remarque 19. On a déja vu qu'il existait une application linéaire f € L(F, F') bijective si et
seulement si dim(F) = dim(F).

Corollaire 8

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie.
Soit f € L(E,F).

Alors

f est injective < f est surjective < f est bijective.

Démonstration. On a dim(E) = dim(F).

D’apres le corollaire précédent, on a les équivalences suivantes :

f est injectives rg(f) = dim(F) = dim(F) < f est surjective < rg(f) = dim(E) =
dim(F') & f est bijective. [ |

Remarque 20. Le résultat est vrai en particulier si £ = F| c’est a dire qu’il suffit qu’un
endomorphisme soit injectif (ou surjectif) pour étre bijectif.

Par exemple, si (f,g) € L(E)? vérifient go f = Idg, alors f est injective donc bijective et
ft=g
Exemple 12. Soit f € £(R?) défini pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = (v — 2y, x).

On a (z,y) € ker(f) & { v ;23/ — o © (@) =(0,0) donc ker(f) = {(0,0)}.

Ainsi f est injective et puisque f est un endomorphisme de R?, f est un isomorphisme de
R2.

18.2.3 Rang d’une composée d’applications linéaires

Proposition 15: Majoration du rang d’une composée d’application linéaires

Soient F, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).
Alors

rg(g o f) < min(rg(f), rg(g))-

Démonstration.

e Montrons que rg(g o f) < rg(g). Pour cela, montrons que Im(g o f) C Im(g).

Soit y € Im(g o f). Par définition, il existe z € E tel que y = (g o f)(z) = g(f(z)) € Im(g)
donc Im(g o f) C Im(g).
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11 en découle que dim(Im(g o f)) < dim(Im(g)), i.e. rg(g o f) < rg(g).

e Montrons que rg(g o f) < rg(f). Pour cela, montrons que ker(f) C ker(g o f).

Soit = € ker(f), i.e. f(x) = Op. Par linéarité de g, on alors g o f(x) = g(0p) = O¢ donc
x € ker(g o f), ce qui prouve 'inclusion ker(f) C ker(g o f).

Il en découle que dim(ker(f)) < dim(ker(g o f)).

D’apres le théoreme du rang, on a alors

rg(g o f) = dim(F) — dim(ker(g o f)) < dim(F) — dim(ker(f)) = rg(f).

<
Finalement, on a montré que { ii(i °f) 2 r8(9) d’ott rg(g o f) < min(rg(f),rg(g)).
|

Proposition 16: Invariance du rang d’une application linéaire par composition

par un isomorphisme

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit f € L(E, F).

1. On suppose qu'il existe un K-espace vectoriel de dimension finie G et g € L(G, E)
tels que g soit un isomorphisme.

Alors rg(f o g) = r(f).

2. On suppose qu’il existe un K-espace vectoriel de dimension finie G et g € L(F,G)
tels que g soit un isomorphisme.

Alors rg(g o f) = rg(f).

Démonstration.

1. Montrons que Im(f o g) = Im(f).
e On a montré dans la proposition précédente qu’on a toujours Im(f o g) C Im(f).
e Montrons I'inclusions Im(f) C Im(f o g).

Soit y € Im(f). Par définition, il existe x € E tel que y = f(z). Puisque g est un
isomorphisme de G vers E, il existe un (unique) vecteur z € G tel que x = g¢(z) donc

y = f(9(2)) = (fog)(z) € Im(f og), ce qui prouve l'inclusion Im(f) C Im(f o g).
Finalement, on a bien ’égalité Im(f o g) = Im(f).
A fortiori, rg(f o g) = dim(Im(f o g)) = dim(Im(f)) = rg(f).

2. Montrons que ker(f) = ker(g o f).

e On a montré dans la proposition précédente que l'inclusion ker(f) C ker(g o f) est
toujours vraie.

e Montrons 'inclusion ker(g o f) C ker(f).
Soit z € ker(go f). On a go f(z) = g(f(x)) = 0 donc f(x) € ker((g).

Or, g est un isomorphisme, a fortiori g est injective donc ker(g) = {Op}, ce qui implique
que f(z) =0p, i.e. x € ker(f), d’ou 'inclusion ker(g o f) C ker(f).

Finalement, on a bien 1’égalité ker(f) = ker(gof). A fortiori, dim(ker(f)) = dim(ker(gof)).
D’apres le théoreme du rang, puisque go f € L(F,G), on a

rg(go f) = dim(E) — dim(ker(g o f)) = dim(E) — dim(ker(f)) = rg(f).
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18.3 Formes linéaires et hyperplans en dimension finie

On rappelle qu’une forme linéaire sur un K-espace vectoriel E est une application linéaire
f: F — K. I’ensemble des formes linéaires sur F est noté L(FE,K).

Définition 10: Hyperplan

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n € N*.
Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel H de E tel que dim(H) =n — 1.

Exemple 13. e Les droites vectorielles sont des hyperplans de R?.
e Les plans vectoriels sont des hyperplans de R3.

Remarque 21. Si H est un hyperplan de F, il existe une droite vectorielle D telle que F =
H @ D. Ceci découle de 'existence d’un supplémentaire pour tout sous-espace vectoriel.

En fait, n’importe quelle droite vectorielle non contenue dans H est un supplémentaire de
H dans F.

Proposition 17

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit H un hyperplan de E. Soit D une droite vectorielle de £ non contenue dans H.
Alors E=H & D.

Démonstration. e Montrons que H N D = {0g}. L’inclusion {Og} C H N D est évidente
puisque H N D est un sous-espace vectoriel de F.

Réciproquement, soit x € H N D. Supposons par I'absurde que x # 0p. Puisque x € D, on
a Vect(z) C D. Or, dim(D) = dim(Vect(z)) = 1 donc Vect(x) = D.

Puisque = € H, on a également D = Vect(x) C H, ce qui est contraire a ’hypothese.

Ainsi, z = 0, ce qui prouve 'inclusion H N D C {0g} puis I'égalité HN D = {0g}.

On en déduit que H et D sont en somme directe.

e Montrons que K = H & D.

Ona H®D C E et dim(H & D) = dim(H) + dim(D) = dim(F) — 1+ 1 = dim(E) donc
finalement, on a bien H & D = E. |

Proposition 18: Caractérisation des hyperplans

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soit H un sous-espace vectoriel de E.

Alors H est un hyperplan de FE si et seulement s’il existe une forme linéaire non nulle
f € L(E,K) telle que H = ker(f).

Démonstration. e Supposons que H est un hyperplan de E. Soit zg un vecteur de E tel
que xg ¢ H (possible car H # E puisque dim(H) = dim(F) — 1).

Soit D = Vect(xg). Puisque z¢ ¢ H, la droite D n’est pas contenue dans H donc d’apres la
proposition précédente, E = H & D.

Ainsi, pour tout x € E, il existe un unique couple (xg, A\;) € H x K tel que z = zg + \xo0.
F — K
T — Az
montre facilement que f est une forme linéaire non nulle (puisque f(xo) = 1) et que ker(f) = H.

Considérons la forme linéaire f : ol A\, est le scalaire défini ci-dessus. On

e Supposons qu'il existe une forme linéaire non nulle f € L(E,K) telle que H = ker(f).
Puisque f est non nulle, Im(f) est un sous-espace vectoriel non nul de K, donc Im(f) = K.
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D’apres le théoreme du rang, on a alors
dim(H) = dim(ker(f)) = dim(E)—rg(f) = dim(F)—dim(Im(f)) = dim(F)—dim(K) = dim(F)—1

donc H est un hyperplan de E.
|

Remarque 22. On a montré au passage que toute forme linéaire non nulle est surjective.

K — K
(z,y,2) — x4+y+z
perplan (c’est & dire le plan de K3) H d’équation z +y + z = 0.

. Ko X] — K
e Soit f : PL] s P(0)
Le noyau de f est H = {aX? + bX, (a,b) € K2} = Vect(X, X?).
On a bien dim(H) =2 =3 — 1 = dim(Ky[X]) — 1.

Exemple 14. e Soit f : . Le noyau de la forme linéaire f est I’hy-

Proposition 19: Equations d’un hyperplan dans une base en dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit (ey,...,e,) une base de E.
Soit H un hyperplan de E.
Il existe des scalaires (a1, ...,a,) € K" non tous nuls tels que

n n
B = Zmiei € H& Zaixi =0.
=il i=1

Démonstration. Puisque H est un hyperplan de F, il existe une forme linéaire non nulle
f € L(E,K) telle que H = ker(f). Posons pour tout i € [1,n],a; = f(e;) € K. Les (a;)1<i<n ne
peuvent pas étre tous nuls : en effet, une application linéaire étant entierement déterminée par
les images d’une base, s’ils étaient tous nuls, la forme linéaire f serait nulle ce qui est contraire
a notre hypothese.
Soit x € E. Puisque (eq, ..., ey) est une base de E, il existe des scalaires (uniques) (z1,...,z,) €
n

K" tels que z = E zie;. On a alors les équivalences suivantes :
i=1

reH& flx)=0<f (ixiez) :0<:>§n:xif(ei) :0<:>§n:a¢3:i =0.
i=1 i=1 i=1

Exemple 15. e Soit D une droite vectorielle incluse dans R2. Il existe des scalaires (a,b) € R?
tels que (x,y) € D < ax + by = 0.

e Soit P un plan vectoriel inclus dans R3. Il existe des scalaires (a,b,c) € R? tels que
(z,y,2) € P ax +by+cz=0.

e Soit £ = Ky[X] et H = Vect(X, X?).

Alors P = a2 X%+ a1 X +ap € H < ag = 0.
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