LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°19 Matrices et applications linéaires

Exercice 1

1. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

R3 — R3

I (r,y,2) — (r+y+z,24+y+z,x+y+2).

On a
(x,y,2) €ker(f) @ x+y+2=0%< (zv,y,2) = (z,y,—x —y) = 2(1,0,—1) +y(0,1,—1)

donc ker(f) = Vect{(1,0,—1),(0,1,—-1)}.
Enfin, Im(f) = Vect{(1,1,1)}.

2. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

R — R?
r — (z,4z,0).

f:

On a ker(f) = {0} donc f est injective et Im(f) = Vect{(1,4,0)}.
3. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est
R3 — R?
(‘Ta Y, Z) — (Za y)

f:

On a ker(f) = {(z,0,0)|]z € R} = Vect{(1,0,0)}.
Enfin, Im(f) = Vect{(0, 1), (1,0)}.
4. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est
R? — R3

I (x,y) — (x4 5y, 4z + 20y, 7Tx + 35y).

On (z,y) € ker(f) @ z+5y =0< = -by & (z,y) = (=dy,y) = y(—5,1) donc
ker(f) = Vect{(—5,1)}.
Enfin, Im(f) = Vect{(1,4,7),(5,20,35)} = Vect{(1,4,7)}.

5. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

f R? — R?
" (xyy) — (x4 Ty,87+y,9r +y).
On a
z+7y = 0 r = =Ty
(x,y) €ker(f) & 84+y = 0 & ¢ =55y = 0 < (z,y)=(0,0)
9 +y = 0 —62y = 0

d’ou ker(f) = {(0,0)} donc f est injective.
Enfin,Im(f) = Vect{(1,8,9),(7,1,1)}.



6. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

R? — R?

U (x,y) — (x4 2y, 4z + 5y).
r+2y = 0 r = -2y - )N
On a (z,y) € ker(f) & drt5y = 0 & { 3y = 0 & (x,y) = (0,0) d’ou

ker(f) = {(0,0)} donc f est injective.

Enfin, Im(f) = Vect{(1,4), (2,5)}.

Or, les vecteurs (1,4) et (2,5) ne sont pas colinéaires donc ils forment une base de R
On en déduit que Im(f) = R? donc f est surjective.

Finalement, I’application lindaire f est bijective : ¢’est un automorphisme de R2.

7. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est
R — R
(x,y,2) —> (0,z,0).
On aker(f) = {(0,,2)|(y, ) € R} = {y(0,1,0)+2(0,0,1)](y, =) € R2} = Vet{(0,1,0), (0,0, 1)}.

Enfin, Im(f) = Vect{(0,1,0)}. On remarque en particulier que Im(f) C ker(f), ce qui
implique que f? = 0.

f:

8. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

I R® — R
" (myy,z) — 42y +4z.

Onaker(f) = {(x,y,2) € R¥|z+2y+42z = 0} = {(z,y,2) € R¥|z = —2y—4z} = {(—2y—
4z,y,2)|(y, z) € R?} = {y(—2,1,0)+2(—4,0,1)|(y, 2) € R?*} = Vect{(—2,1,0),(—4,0,1)}.
Enfin, Im(f) est un sous-espace vectoriel de R différent de {0} car f n’est pas I’applica-
tion nulle donc Im(f) = R, ce qui prouve que f est surjective.

Exercice 2

e lere méthode : Pour tout j € [1,p], notons E; € M, ;(K) la matrice colonne contenant un 1
en ligne j et des zéros ailleurs.

Par hypothese, on a AE; = 0,1 pour tout j € [1, p] : Or, pour tout j € [1,p], AE; est la j-eme
colonne de A. Ainsi, toutes les colonnes de A sont nulles, donc A est nulle.

e 2¢me méthode : Notons f € L(KP, K") I'application linéaire canoniquement associée a A.
Soit x € KP. Notons X € M, ;(K) la matrice des coordonnées de x dans la base canonique de
KP. Par hypothese, on a AX = 0,;. Or, AX est la matrice des coordonnées de f(z) dans la
base canonique de K™. Ainsi, pour tout = € K?, f(x) = 0, ce qui signifie que f est I'application
nulle. Il en découle que A = 0.

Exercice 3

a+y = 0
1. e Soit (o, 3,7) € R3 tel que a(1,0,0)+3(0,1,0)+7v(1,1,1) = (0,0,0) & ¢ B+7 = 0 &
v =0

a = [ =~ =0 donc la famille B, est libre. Puisqu’elle est constituée de trois vecteurs
de R3,c’est une base de R3.

a+B+y =

e Soit (o, 8,7) € R3 tel que a(1,0,0)+3(1,1,0)+7(1,1,1) = (0,0,0) < B+~ =

y =

a = [ =~ =0 donc la famille B3 est libre. Puisqu’elle est constituée de trois vecteurs
de R3, c’est une base de R3.
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2. (a)

Soit f endomorphisme de R? tel que Matg, 5,(f) = A.
On a alors f(1,0,0) = —(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(1,1,
(1,0,0)—2(0,1,0)+(1,1,1) = (2,—1,1) et £(0,0,1) = (1
(4,-1,3).

Ainsi, pour tout (z,y,z) € R3, on a par linéarité de f :

f(z,y,2) = f(x(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= xf(1,0,0) 4+ y(f(0,1,0)) + 2£(0,0,1)
= 2(=3,1,-2) +y(2,—1,1) + 2(4,—1,3)
(=3z+2y+4z,x —y— 2z, —2x+y+ 32).

) ( —2),f(0,1,0) =
,0,0)— ( 1,0)+3(1,1,1) =

Soit g I'endomorphisme de R? tel que Matg, 5,(g) = A.

On a alors ¢(1,0,0) = —1(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(0,0,1) = (—1,3,—2); ¢(0,1,0) =
(1,0,0)—2(0, 1,0)+(0,0,1) = (1,-2,1) et g(1,1,1) = (1,0,0)—4(0, 1,0)+3(0,0,1) —
(1,-4,3).

En particulier, ¢(0,0,1) = ¢((1,1,1) — (1,0,0) — (0,1,0)) = ¢(1,1,1) — ¢(1,0,0) —
9(0,1,0) = (1,-4,3) — (—1,3,-2) — (1,—2,1) = (1, —5,4) donc pour tout (x,y, z) €
R3

)

g(xz,y,z) = ¢g(x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= 2¢(1,0,0) +yg(0,1,0) + 2¢(0,0, 1)
= 2(-1,3,-2) +y(1,—-2,1) + 2(1,-5,4)
(—z+y+23c—2y — 5z, -2z + y + 42).

Soit h 'endomorphisme de R? tel que Matg, 5, (h) = A.

On a alors A(1,0,0) = 1(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(0,0,1) = (—1,3,-2): A(0,1,0) =
(1,0,0)=2(0, 1,0)4(0,0, 1) = (1, =2, 1) et h(0,0,1) = (1,0,0)—4(0, 1,0)+3(0,0,1) =
(1, —4,3) donc pour tout (z,y, z) € R3 :

h(z,y,z) = h(z(1,0,0) 4+ y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= 2h(1,0,0) + yh(0,1,0) + zh(0,0, 1)
= 2(=1,3,-2) + y(1,-2,1) + 2(1, -4, 3)
= (—x+y+23c—2y—4z, 20 +y+32).

La matrice B est de rang 1 donc on a rg(f) = 1 et d’apres le théoréme du rang, on

en déduit que dim(R3) = dim(ker(f)) + rg(f) d’ou dim(ker(f)) = 2.

On sait que 'image de f est engendrée par les images des vecteurs de la base Bs donc
Im(f) = Vect{f(1,0,0); f(1,1,0); f(1,1,1)}.

Or, f(1,0,0) = (0,0,0) et f(1,1,0) = £(1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1,1) =
(2,2,1) donc Im(f) = Vect{(2,2,1)}.

Enfin, on a (1,0,0) € ker(f) et (1,1,1) — (1,1,0) = (0,0,1) € ker(f) puisque
£(0,0,1) = f(1,1,1) — f(1,1,0) = (0,0,0) donc (0,0,1) € ker(f).

Puisque la famille ((1,0,0), (0,0, 1)) est libre, est contenue dans ker(f) et que dim(ker(f)) =
2, on en déduit que c’est une base de ker(f).

Les dimensions de I'image et du noyau de g sont les mémes que dans la question
précédente puisqu’elles dépendent du rang de B.

On a comme ci-dessus, ker(f) = Vect{(1,0,0), (1,1,1)—(0,
et Im(f) = Vect{f(0,1,0)} = Vect{(1,0,0) + (1, 1,0) +
De méme, ker(f) = Vect{(1,0,0),(1,1,1) — (0,1,0)}
Im(f) = Vect{f(0,1,0)} = Vect{(1,0,0) + (0,1,0) + (1,

0,1,0)} = Vect{(1,0,0), (1,0,1)}
(1,1,1)} = Vect{(3,2,1)}.

= Vect{(1,0,0),(1,0,1)} et
1,1)} = Vect{(Q 2,1)}.



Exercice 4
n—1
L. Soit (Ao, A1, ..o, An1) € K™ tel que Y Apf*(x) = 0p.
k=0
En appliquant f"~! & cette égalité, et sachant que pour tout k > n, f& = Oz(p), on
obtient \of"!(z) = 0p.
Or, f"!(z) # 0g par hypothese donc \g = 0.
En appliquant maitenant f"~2, on obtient \; = 0 et en répétant le méme procédé de
proche en proche, on obtient pour tout k € [0,n— 1], Ay, = 0 ce qui prouve que la famille

(z, f(x),..., f"1(x)) est libre.

n—1
2. Soit u € F. Il existe des scalaires (Mg, A1, ..., \,) € K" tels que u = Z Mef¥ ().
k=0
n—1 n—2
Par linéarité de f, on a f(u) = Z)\kfk+1(x) o0 Mo f* T (z) € F, donc F est
k=0 = k=0
stable par f.
0 e 0
La matrice de f|r dans la base (x, f(z),..., f" ' (x)) de Fest |
0 0 1 0

qui est une matrice de rang n — 1.

Exercice 5

1. Vérifions que la famille (fi,..., f5) est libre dans R®. Soit (\f,...,A\s) € R® tels que
2?21 Aifi = 0. Ceci implique que

M+ =

A3 =
Ao+ =
A3+ A5 =
M+ =

OO DO OO

c’est a dire /\1 = )\2 = )\3 = )\4 = >\5 = 0.
La famille est donc libre dans R® et est constituée de 5 vecteurs.

On en conclut que la famille (fi, ..., f5) est une base de R®.

2. On sait que F et G sont en somme directe si et seulement si FNG = {0} . Soit z € FNG.
Montrons qu’on a nécessairement x = 0.
Puisque z € F, il existe deux réels Ajety tels que

T = MAJf1+ XS
De méme, puisque x € G, il existe deux réels Azet), tels que
xr = /\3f3 + /\4f4.

En soustrayant ces deux relations, on trouve

AMfi+Xafo—Asfs — Aafa = 0.



On peut rajouter ”artificiellement” f; :

)\1f1 —|— )\2f2 - >\3f3 - /\4f4 + 0f5 - 0

Or, d’apres la question précédente, puisque la famille (fy, ..., f5) forme une base de R®,
ceci implique que A\ = Ay = A3 =X, =0, douz =0.

‘On en déduit que les sous-espaces F' et GG sont en somme directe. ‘

3. Si f5 appartenait a F' + G, la famille (fi, ..., f5) ne serait pas libre, ce qui contredirait
la premiere question. Ainsi, f5 ¢ F' 4+ G. Notons H la droite engendrée par f5. Puisque
la famille (fi, ..., f5) forme une base de R, tout vecteur de R5 se décompose de facon
unique en une somme d’éléments de F', de G et de H.

‘OnadoncbienE:F@G@H.

4. On a
-2 -4 -2 4 2 1
1 1 0 -1 -1 0
u(fr) = 2 3 0 -2 0 0

1 -1 0 1 -1 0
-2 -1 -2 2 2 1
0
0

= 2
0
0

= 2f2€F.

De méme,
-2 —4 -2 4 2 0
1 1 0 -1 -1 0
u(fo) = 2 3 0 -2 0 1

1 -1 0 1 -1 0
-2 -1 -2 2 2 0
-2
0

= 0
0
-2

= —2f1€F.

Or, tout élément x € F s’écrit sous la forme x = A\ fi + Ao fo. Ainsi, par linéarité de wu,
on a u(z) = Mu(f1) + Aau(fa) = 2X1 fo — 2o f1 € F, donc F est stable par u.



De méme,

La méme preuve que ci-dessus montre donc que G est stable par u.

Enfin, on a

-2 —4

1 1

2 3

1 -1

-2 -1

0

0

1

0

1
fieq.

-2 —4

1 1

2 3

1 -1

-2 -1

0

—1

0

—1

0
—f3eq.

-2
1
2
1

-2

N O O N

0

-4
1
3

-1

-1

2fs € H.

Ainsi, H est également stable par u.

matrice

_— o O O
OO = OO

-2
0
0
0

-2

-2
0
0
0

-2

-2
0
0
0

-2

O = O = O

_ O = O O

4 2
-1 -1
-2 0
1 -1
2 2
4 2
-1 -1
-2 0
1 -1
2 2

4 2
-1 -1
-2 0
1 -1
2 2

S = O O =

SO = O = O

—_ o = O O

SO = O O

5. Par définition, la matrice de passage de la base canonique vers la base (fi, ...

. f5) est la



Nous allons déterminer son inverse par la méthode du pivot de Gauss.

100011 000O0
0010001000
0101000100
0010100010
1001O0(00O0O0T1

On soustrait la premiere ligne a la derniere ligne :

1000 1,1 0O0O0O0
0010 0[O0 10O0O
0101 0|0 0100
0010 1{0 0010
0001 —-1{-10001
On intervertit les deuxieme et troisieme ligne :
1000 1,1 0O0O0O0
0101 0[O0 0100
0010 0[O0 10O0O
0010 1,0 0010
0001 —-1{-100 01

On soustrait la troisieme ligne a la quatrieme ligne :

1000 1]1 0 0O00O0
0101 00 0 10O0
0010 O[O0 1T 0O0O
0000 1[0 —-=1010
0001 —-1/{-1 0 001
On intervertit les quatrieme et cinquieme ligne :
1000 1]1 0 0O00O0
0101 00 0 10O
0010 00 1 0O0O
0001 —-1|{-1 0 001
0000 1[0 —-1010
On soustrait la quatrieme ligne a la deuxieme ligne :
1000 1|1 0 00 O
o100 11 0 10 -1
0010 00 1 0O0 O
0001 -1/—-1 0 00 1
0000 1,0 —-101 0

Enfin, on soustrait la cinquieme ligne a la premiere, a la deuxieme, et on I'ajoute a la
quatrieme :

100001 1 0 -1 0
co1o000/1 1 1 -1 -1
0oo0o100,0 1 0 0 O
0o0010|-1 -1 0 1 1
coo0001{0 -10 1 O




L’inverse de P est donc

1 1 0 =1 0
1 1 1 -1 -1
Pt=|0 1 0 0 0
-1 -1 0 1 1
0 -1 0 1 0

6. En utilisant la formule de changement de base, on a la formule A’ = P~'AP, d’ou

1 1 0 -1 0\ /-2 -4 -2 4 2\ /10001
1 1 1 -1 -1|[1 1 0 -1 -1][0o0 100
A =10 10 0 o0 2 3 0 -2 0]]o1010
-1 -10 1 1 1 -1 0 1 —-1ffoo0 101
0 -10 1 o0/\-2-1-22 2/\10010
—2 -2 =2 2 2\ /1000 1
2 2 0 -2 0|00 100
=1 1 0o -1 -1f{flo1010
0 1 0 0 0]loo0101
0o -2 0 2 o/\10010
0 -2 0 0 0
2.0 0 0 0
= lo 0o 0 -1 0],
00 1 0 0
00 0 0 2

ce qui correspond aux résultats obtenus en question 4.

7. Le fait que F, G et H soient stables par u se lit sur la matrice A’ en remarquant qu’elle
est triangulaire par blocs (les blocs sont de taille (2,2), (2,2) et (1,1) respectivement).

Exercice 6

1. Simple calcul!

2. La question précédente montre que la matrice de f3 — 2f2 + f — 2Idgs dans la base
canonique de R? est nulle, ce qui prouve que f* —2f? + f — 2Idgs = Oggs) ou encore

%(f2—2f+IdR3)of:IdRs.

On en déduit que f est bijective, donc f est un automorphisme de R? et

F7 = 507~ 2f 4 Tdas).



Exercice 7

1. On a
x 0
(x,y, z) € ker(f — 3ldgs) & (A=3L)|ly| =10
z 0
—Sr—2y+z = 0
& —2x—-2y—2z = 0
r—2y—95z = 0
Lo¢5La—2L; —5r—2y+z = 0
Lac Slatla —6y—12z = 0
—12y — 24z = 0
o xr =z
Yy = —2z
donc ker(f — 3Idgs) = Vect{(1, —2,1)}.
2. On a
x 0
(x,y,2) € ker(f +3Idgs) < (A+3L)|y] =1|0
z 0
rT—2y+z =0
& —2r+4y—2z = 0
r—2y+z =0

& r—2y+2=0

donc ker(f + 3Idgs) = Vect{(1,0,—-1),(1,1,1)}.
3. Montrons que la famille B = ((1,—2,1),(1,0,—1),(1,1,1)) est libre.
Soit (a, 3,7) € R3 tel que

a+fB+vy =0 LeLo+2Ly a+p+y
a(l, =2, )+4(1,0, =1)+7(1,1,1) = (0,0,0) & ¢ —2a+5 = 0 &S {2643y
a—pBf+y =0 —2f

donc a = f =~ =0, ce qui prouve que la famille B est libre. Puisqu’elle est constituée
de trois vecteurs de R? et que dim(R?) = 3, on en déduit que B est une base de R?.

Puisque (1,—-2,1) € ker(f — 3Idgs), on a (f — 3Idgs)(1,—2,1) = (0,0,0) donc
F(1,-2,1) = 3(1, -2, 1).

De méme puisque (1,0, —1) € ker(f + 3Idgs), on a (f + 3Idgs)(1,—2,1) = (0,0,0) donc
£(1,-2,1) = —3(1,2,1), et enfin f(1,1,1) = —3(1,1,1).

0 0

-3 0

0 -3

On en déduit que la matrice de f dans la base B est D =

S O W

Exercice 8

Montrons que la matrice A est inversible et calculons son inverse.

e}



-1 2 01 0 O Lo+ Lo—6L1 -1 2 0/ 1 00 L1+5L1+2L5 -5 0 01|-7 2
6 7 0l0 10 |&S o 5 0l—610 || 0 5 0|-6 1
65 2|0 0 1 0 -7 2/ -6 0 1 0 0 10|12 -7
Ll(——%Ll
Lae—3le /1 g oI -2 0
po=l R .
R
Pt
donc A est inversible et A~1 = g —% 0
7
=

Puisque A est la matrice de f dans la base canonique de R?, on en déduit que f est un
automorphisme de R? et que la matrice de f~! dans la base canonique de R? est A~ donc pour
tout (z,y,2) € R, fH(z,y,2) = (§2 — 3y, 82 — 3u, § — {5 + 32).

Exercice 9

1. Calculons le rang de la matrice A. On a

2 1 —2 2 1 -2 2 1 -2
A=[10 o |20 -1 2 |0 -1 2
01 0 0 1 0 0 0 2

donc rg(A) = 3, ce qui prouve que la matrice A est inversible. Puisqu’elle est la matrice
de f dans la base canonique de R?, on en déduit que f est un automorphisme de R3.

2. Soit (a, 8,7) € R? tel que

a+pB+4y = 0 Leclo-Li [ a+PB+4y = 0
auy+ Bus+yus = (0,0,0) & a—B+2y = 0 &ML 232y = 0
at+pB+vy =0 -3y =0

donc a = § = v = 0, ce qui prouve que la famille est libre. Puisqu’elle est consituée de
trois vecteurs de R3 et que dim(R3) = 3, on en déduit que c’est une base de R3.

3.(a) On a pour tout (z,y,2) € R3, f(x,y,2) = (2x +y — 22, z,y) donc
f<u1> = f(17 17 1) = (17 17 1) = Uy.

Ensuite, f(us) = f(1,—1,1) = (=1,1,-1) = —uy et f(uz) = £(4,2,1) = (8,4,2) =
1 0 0
2u3 donc la matrice de f dans la base Best D= [0 —1 0
0 0 2
(b) Calculons I'inverse de P. On a
1 1 411 0 0\ LosLo—; (1 1 4] 1 00
1 -1 2(0 10 |P&M 0 —2 —2/-1 1 0 | &t
1 1 1/0 01 0 0 -3|-1 01

1 O\ merigors /(2 0 0 =1 1 2\ Leegle
0 -2 -2/ -1 10 | ™20 6 0]-13 -2 —
101



SR I
010 ¢ T2 3
001 35 0 -3
1 [~3 3 6
donc P est inversible et P~ = G 1 -3 2
2 0 =2
On a alors
1114100—33611—18—33
PDP_1:6 1 -1 2 0 -1 0 1 =3 2 =3 1 1 4 1 -3
1 1 1 0 0 2 2 0 =2 1 -1 2 2 0
2 1 -2
=110 0]=A4A
01 0
(c) Pour tout n € N, la matrice de f™ dans la base canonique de R? est
AR 4 1 0 0 -3 3 6
A"=PD"P'=—[1 -1 2| (0 (=1) 0 1 -3 2

1 1 1/ \0 0 2"/ \2 0 =2

L1 (=)m 2\ /=3 3 6
== |1 (=)t ot [ 1 =3 2
1 (=) 2» 2 0 —2

] _3 + (_1)n + 2n+3 3(1 + (_1)n+1) 6 + 2(_1)n _ 2n+3
=3+ (=1)"H 42742 (14 (=1)") 64 2(—1)"T — 2nt2
—34 (=1 27 3(14 (1)) 6+ 2(—1)" — 2nt!

Exercice 10

1. e Montrons que ¢ est linéaire.
Soient (P, Q) € (R,;1(X))?, soient (A, 1) € R% On a

OAP +pQ) = ((AP+ pQ)(ag),. .., (AP + pQ)(an))
= AMP(ao), ..., Plan)) + m(Q(ag), - . ., Qay))
= Ap(P) + pp(Q)

donc ¢ est linéaire.

e On a pour tout k € [0,n], p(X*) = (af,... a*) donc la matrice de ¢ dans les bases
1 ap a3 ... ap
) a; a? ... af
canoniques de R, [X] et R"*! est
1 a, a2 ... ao

. & Montrons que ¢ est injective. Pour cela, montrons que ker(¢) = {0}. On a toujours
0 € ker(y).
Soit P € ker(p). Alors pour tout k € [0,n], P(ax) = 0. Puisque les (ax)o<r<n sont
deux a deux distincts, on en déduit que P admet au moins n + 1 racines distinctes. Or,
P € R,[X] donc deg(P) < n. A fortiori, P admet plus de racines que son degré, ce qui
implique que P = 0.
Ainsi, ker(p) = {0} donc ¢ est injective.
e Puisque dim(R,[X]) = n + 1 = dim(R"*), I'injectivité de 'application linéaire ¢
implique sa bijectivité donc ¢ est un isomorphisme.



Exercice 11

L’hypothese AB = 0 implique que Im(B) C ker(A) donc en particulier rg(B) < dim(ker(A)).
Ainsi, rg(A) + rg(B) < rg(A) 4 dim(ker(A)) = n d’apres le théoréme du rang.
De plus, si A+ B est inversible, alors K” = Im(A + B) C Im(A) + Im(B) C K™ donc

Im(A+ B) =Im(A) + Im(B) = K".
D’apres la formule de Grassmann, on a alors
n =rg(A+B) = dim(Im(A)+Im(B)) = rg(A)+rg(B)—dim(Im(A)NIm(B)) < n—dim(Im(A)NIm(B)).

On a alors nécessairement Im(A) N Im(B) = {0} donc rg(A) + rg(B) = n.

Exercice 12

T
1. Notons X = | ... | € M,1(R). Si X =0, on a clairement X7X =0
‘,'Cn
Réciproquement, supposons que X7 X = 0. On a alors fo = (0. C’est une somme
i=1
nulle dont tous les termes sont positifs (puisque ce sont des carrés de nombres réels)
donc tous les termes sont nuls, i.e. X =0, ;.
2. e Montrons que ker(A) = ker(AT A). On a clairement ker(A4) C ker(AT A.)
Réciproquement, montrons que ker(ATA) C ker(A).
Soit X € ker(ATA), i.e. ATAX =0,;. Alors XTATAX =0, i.e. (AX)T(AX) =0, avec
AX ¢ Mn’l(R)
D’apres la premiere question, on en déduit que AX = 0,1, i.e. X € ker(A) d’ou l'inclu-
sion ker(AT A) C ker(A) et finalement I’égalité ker(AT A) = ker(A).
e D’apres le théoreme du rang, on en déduit que

rg(A) = n — dim(ker(A)) = n — dim(ker(A” A)) = rg(AT A).

e La méme preuve (en inversant les roles de A et AT) montre que rg(A?) = rg(AAT).

Or, d’apres le cours, on sait que rg(A”) = rg(A) donc on a bien

rg(A"A) = 1g(A) = 1g(A") = rg(AA").



