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Exercice 1 : Deux endomorphismes sur les polyndémes

Soit E = Ry[X] , soit F' = Ry[X] vu comme sous-espace vectoriel de E. On considere les

applications
£ E — F t g F — E
P P I p s (X4 D)PX)

1. Montrer que f et g sont linéaires.
2. On appelle Cj, := <1,X, X2> la base canonique de E.
(X+1)?

Vérifier que B = <1, X+1, ) est également une base de E.

3. A partir de vecteurs de By, (respectivement de Cp,), constituer une base By (resp. Cj) de
F.

Ecrire dans les bases Cp, Cp la matrice A de f et la matrice B de g.
Calculer (f o g)(1) et (f o g)(X). En déduire la matrice C' de f o g dans la base Cp.

Vérifier a ’aide d’un calcul que I'on a bien AB = C.

N Ot

Ecrire dans les bases By, Br la matrice A’ de f, la matrice B’ de g et la matrice C' de
fog.

8. Ecrire la matrice de passage P de la base Cp, & la base B,. En déduire la matrice D de f
dans les bases By, Cp.

9. Ecrire la matrice de passage () de la base Cj, a la base Bj,. Justifier la relation D = AQ).
10. Justifier la relation C' = PC'P~!.



Exercice 2 : Trace d’une matrice

Soit K = R ou C. Soit n € N*. Pour toute matrice A = (a;;)1<i j<n € M, (K), on définit la trace

n

de A, notée Tr(A), comme la somme de ses ceefficients diagonaux, c’est a dire Tr(A) = Z Q-

i=1
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Par exemple, la trace de la matrice |0 —1 1] vaut 2 —1+4=25.
2 1 4

1. Calculer Tr(0,,) et Tr(Z,).
2. (a) Vérifier que pour tout A € M,,(K), Tr(AT) = Tr(A).
(b) Montrer que l'application Tr : A — Tr(A) est une forme linéaire sur M, (K).
(c) Montrer que pour tout (A, B) € M,,(K)?, Tr(AB) = Tr(BA).
(d) En déduire que pour tout A € M, (K), pour toute matrice P € M,,(K) inversible,
Tr(P~'AP) = Tr(A).
3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
(a) Soient B et C des bases de E.
Soit f € L(E). Montrer que Tr(Matg(f)) = Tr(Mate(f)).

Ceci montre que toutes les matrices représentatives de ’endomorphisme f dans une base

donnée ont méme trace. On appelle cet entier la trace de I'’endomorphisme f, et on le
note Tr(f).

(b) Soit p € L(E) un projecteur. Montrer que Tr(p) = rg(p).

4. (a) Soit M € M, (K). Montrer que ¢p; : A +— Tr(AM) est une forme linéaire sur
(b) Montrer que
. Ma(K) — LM (K),K)
est un isomorphisme. En déduire que pour toute forme linéaire f € M, (K), il existe
une unique matrice M € M,,(K) telle que pour tout A € M,,(K), f(A) = Tr(AM).
(c) Soit f une forme linéaire sur M,,(K) telle que

V(A, B) € (Ma(K))?, f(AB) = f(BA).

Montrer qu’il existe A € K tel que f = ATr.



