Analyse asymptotique

Dans tout le chapitre, on consideére des fonctions f : I — R définies sur un intervalle réel
I. On consideérera des limites en a € I, ce qui signifie que a est dans I ou est situé aux bornes
de l'intervalle I, a étant éventuellement infini.

20.1 Relations de comparaison : cas des fonctions

20.1.1 Domination,négligeabilité, équivalence

Définition 1: Domination

Soient f,g: 1 — R, soit a € 1.
On dit que la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de a, et on note

f(@) = Olgla)), s
da>0,IM e Ry, Vz € I, (Jx —a| < a = |f(x)|] < M|g(z)]).

On dit que f(z) est un < grand O >de g(x) au voisinage de a.

Si g ne s’annule pas au voisinage de a, ceci signifie que la fonction = est bornée au
g
voisinage de a.

Exemple 1. o f(z) = O(1) signifie que f est bornée au voisinage de a.
r—a

sin(x sin(x
e Puisque lin% (z) = 1, la fonction z — (z) est bornée au voisinage de 0 donc
a0
i = O(x).
sin(x) = (x)
222 + 1 222 + 1
e Puisque lim vl 2, la fonction x — v est bornée au voisinage de +o0o donc
T—>+00 x2 $2
222 +1 = O(2?).
T—r—+00
e Ce n’est pas une notion symétrique : on peut avoir f(x) = O(g(x)) sans que g(x) =
r—a r—a
O(f()).
1 1
En effet, on a lim n(z) = 0 donc =z +— n(z) est bornée au voisinage de +o0, i.e.
r—+oo T x
x
In(x = O(zx) mais lim = 400 donc = — n’est pas bornée au voisinage
(z) z—+00 () mai oo In(z) + In(x) P volinag

de +o0o.
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Proposition 1: Propriétés des grands O

Soient f,g,h: I — R. Soit a € I.
On suppose que f(z) = O(g(x)).
r—a

1. Sig(z) = O(h(x)), alors

T—r

V(A ) € R% A f(2) + pg(z) = O(h()).

En particulier, f(x) =, O(h(x)).
2. f(x) x hia) = Olg(x)h(z).

Démonstration. Par hypothese, on sait qu’il existe a > 0 et M € R, tel que pour tout
el (lz—al <a=|f(x)] < Mlg(z)]).

1. Sig(z) = O(h(x)), il existe B > 0 et N € Ry tel que
Ve eI, (Jx —al < 8= [g(z)] < N|h(z)]).

Soient (\, ) € R2.
Posons 7 = min(a, 8). Pour tout = € I tel que |z — a| < ~, puisque |z — a] < « et
|x —a| < 3, on a alors

IAf (@) +pg(@)] < Af @)+ |pllg(@)] < [AMg ()] + |p|NTh(z)] < (AIMN +[u|N)|h(z)],

ce qui prouve que Y(\, 1) € RENf(x) + pg(z) = O(h(x)).

r—ra

2. Pour tout x € I tel que |z —a| < a, on a

[f(@)h(@)] = | f(@)||h(z)] < Mlg(z)[|h(x)] = Mlg(x)h(z)],

ce qui prouve que f(z) x h(z) = O(g(z)h(x)).

r—a

Définition 2: Négligeabilité

Soient f,g:I — R, soit a € I.
On dit que la fonction f est négligeable devant la fonction g au voisinage de a, et on note

f(@) = og(@), s
Ve >0,3a > 0,Vz € I,(|lx —a|] < a=|f(z)] < elg(z)]).

On dit que f(x) est un < petit o >de g(z) au voisinage de a.
Si g ne s’annule pas au voisinage de a, ceci signifie que lim @ = 0.
z—a g(x)

Remarque 1. e Si f(z) = o(g(x)), alors f(x) = O(g(x)).
r—a r—a
La réciproque est fausse : on a sin(z) = O(x) mais pas sin(z) = o(x).
z—0 z—0
e On a f(r) = o(1) siet seulement si lim f(z) = 0.
r—a r—a

e Si f est négligeable devant la fonction nulle en a, alors f est identiquement nulle au

voisinage de a.
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) . In(x)
E le 2. 1 = 1 =0.
xemple 2. o On a In(z) et o(z) puisque Lm — 0
. . In(x) .
— 1 — —
e On a In(z) = o(3) puisque xllIgl+ 1 = mhI})l+ zIn(z) = 0.

e Plus généralement, les croissances comparées se reformulent de la maniere suivante : pour
tout a € R et pour tout 5 > 0, on a

1 1
a Bz @ — B a — . a
= o(e”), In“(x) T o(z”), In%(x) =, (aﬁ) et 2% = o (eﬂr> :
e Sin <malorsz” = o(a2™)eta™ = o(z").
T—+00 z—0
Concretement, z = o(z?) et 22 = o(x).
T—~+00 z—0

Proposition 2: Propriétés des petits o

Soient f,g,h: I — R. Soit a € I.
On suppose que f(z) = o(g(x)).

1. Sig(x) T o(h(z)), alors

V(A 1) € R M f(z) + pg(z) = o(h(z)).

Tr—a
En particulier, f(x) = o(h(z)).
2. f(x) x h(z) = o(g(z)h(z)).
r—a
Démonstration.
1. Soit € > 0.
Puisque f(x) = o(g(x)) et g(x) = o(h(x)), il existe a > 0 et B > 0 tels que

Veel, (e —a <a=|[f(z)]<elg(@)]) (z—al <B=lg(x)] < elh(z)]).

Soient (A, u) € R2.

Posons v = min(a, #). Pour tout = € I tel que |x — a| < =, puisque |z — a| < « et
|z —a| < 3, on a alors

IMf (@) + ng ()] < NIf(@)] + |ullg(@)] < [Nelg(@)] + ulela(@)] < (INe? + |ule) ()],
ce qui prouve que V(\, ) € R2\f(z) + pug(z) =, o(h(x)).
2. Soit € > 0. Puisque f(x) . o(g(x)), il existe a« > 0 tel que Vx € I,(|lx —a| < o =
[f(z)| < elg(z)]).

Pour tout z € I tel que |z — a| < «, on a alors
[f(@)h(@)] = [f(@)||h(x)] < elg(@)|h(z)] = elg(2)h(z)],
ce qui prouve que f(z) X h(x) = o(g(z)h(x)).
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Définition 3: Equivalence

Soient f,g: I — R .Soit a € T

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a, et on note f(z) s g(z), si

()

Si g ne s’annule pas au voisinage de a, ceci signifie que lim f— =1.
z—a g(x)

Remarque 2. e La relation f(z) — g(x) = o(g(x)) s’écrit également f(x) = g(x)+o(g(x)).
r—a r—a
e Si f(x) ~ g(z) et que g ne s’annule pas au voisinage de a, alors on a également f qui ne
r—a

x
s’annule pas au voisinage de a et lim M = 1.

z—a f(x)

En particulier, si f et ¢ ne s’annulent pas au voisinage de a, alors f et g sont de méme signe
au voisinage de a.

Exemple 3. e 2 ~ 2z +1.

T—-+00

e 2 4+3r—1 ~ 25 —4a?2+2—1.
x—0

e In(l+x) Rt et sin(x) oot

Proposition 3: Propriétés de 1’équivalence

Soient f,g,h,u:I — R. Soit a € I.
1. (Réflexivité) On a f(z) o~ f(z).
(Symétrie) Si f(x) o~ g(x) alors g(z) o f(x).
(Transitivité) Si f(z) i g(x) et g(x) o h(z), alors f(x) o h(z).

Si f(x) o g(z) alors pour tout A € R, Af(x) o Ag(x).

;| 8.

Si f(x) o~ g(z) et si f et g ne s’annulent pas au voisinage de a, alors

1 1

f(@) «5a g(z)”

6. Si f(z) o~ g(x) et h(z) ~ wu(z), alors f(z)h(xz) ~ g(z)u(z). De plus, si h et u

r—a r—a

f@)  gla)

h(x) a=a u(z)
7. Si f(x) o g(x), alors pour tout p € N, f(x)P o g(x)P (et le résultat s’'étend a

ne s’annulent pas au voisinage de a, on a

p € Z si f et g ne s’annulent pas au voisinage de a).

Si, de plus, les fonctions f et g sont stictement positives au voisinage de a, alors
pour tout « € R, f(z)* ~ g(z)*.
r—a

8. 81 £(z) ~ g(a), alors |f(x)] ~ |y
9. Si pour tout x € I, f(z) < g(x) < h(z) et si f(z) ~ h(x), alors g(x) ~ f(z).

rT—ra T—a

Démonstration.

1. On a clairement f(z) — f(z) =0 = o(f(z)) donc f(z) ~ f(z).

r—a Tr—a

Année 2025-2026 4 /26 Alex Panetta



PCSI Lycée Fénelon

2. Supposons que f(x) ~ g(x),ie. f(x)—g(x) = o(g(x)).

r—a T—ra

Soit € > 0. Puisque lin% 1 Y —0et lim = 400, alors il existe § €]0,1] tel que
T—

- z—»1- 1 —=x
o
1-46
Puisque f(x) — g(x) = o(g(x)),par définition, il existe a > 0 tel que pour tout = €
I (Jz —al <a=[f(z) - g(x)] <

|f(@)—g(2)] < 6lg(@)| = dlg(z)—f(x)+f(2)] < 6(lg(x)—f(x)|+|f(2)]) = d|g(x)—f(z)|+3]f ()]

d’out (1 —9)|f(x) — g(z)| < 6|f(x)|. Puisque § €]0, 1], il vient

E =

dlg(z)|). Pour tout = € I tel que |z — a| < o, on a alors

Vo€ Lz —a] <a = [f(@) - o(a)] < —o=|f@)] = el @)

ce qui prouve que g(z) — f(z) = o(f(x)), ie. g(x) ~ f(z).

r—a Tr—ra

3. Soit € > 0. Par définition, il existe a > 0 tel que pour tout = € I, si |z — a| < «, alors
[f(z) = g(2)| < elg(x)] et |g(x) — h(z)| < elh(z)].

On a alors pour tout x € I tel que |z —a| < «
|f (@) =h(2)] < [f(@)=g(@)+|g(@)~h(z)] < e(lg(@)|+]h(@)]) < e(lg(z)—h(@)[+2[h(@)]) < (*+2¢)|h()],

ce qui prouve que f(x) — h(z) = o(h(x)), i.e. f(x) o h(x).

4. Soit £ > 0. Par définition, il existe a > 0 tel que pour tout = € I, si |x — a|] < «, alors
[f(z) — g(z)| < elg(z)]-

Soit A € R. Pour tout = € I tel que |z — a| < «, on a alors
[Af(z) = Ag(a)| = [A|f(2) — g(z)| < elAg(z)],
ce qui prouve que Af(x) — Ag(x) =0 o(Ag(x)), i.e. Af(x) ~ Ag(x).

5. Par hypothese, on a lim @ = 1, donc lim 1@ _ im M = 1, ce qui prouve que
z—a g(x) T—a @& z—a f(x)

1 1
f(x) e=a g(x)
6. Soit € > 0. Par hypothese, il existe a > 0 tel que pour tout = € I, si |x — a|] < «, alors

() = g(@)] < elg(@)| et [h(z) - u(z)] < efu(z)].

Pour tout = € I tel que |z — a| < «, on a alors

|[f(@)h(z) = g(z)u(z)| £ (2) = g(@)[|h(z)] + |g(2)||h(z) — u(z)]
elg(@)|(|h ()] + [u(2)])
elg(@)|(|h(z) — u(@)[ + 2fu(z)[)
(€2 + 2¢)g()u(@)],

g(x)u(z), ie. f(x)h(z) ~ g(z)u(z).

—a r—a

NN NN

&

ce qui prouve que f(z)h(z) — g(x)u

8

Si h et u ne s’annulent pas au voisinage de a, alors donc la preuve ci-dessus

flx) g()

h(z) =a u(z)’

RS
h(z) = ulz)

permet de conclure que
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7. Par récurrence immédiate, le résultat précédent permet de montrer que pour tout p €
N, f(x)? ~ g(x)? (et le résultat s’étend aux puissances négatives si f et g ne s’annulent
T—ra

pas au voisinage de a).

De plus, si f et g sont strictement positives au voisinage de a, alors on a pour tout a € R,

Jim 73 _ lim (f(@)a —1,

a—a g(x)® 9(x)

ce qui prouve que f(x)* ~ g(z)*.
Tr—a

8. Soit € > 0. Il existe o > 0 tel que pour tout x € I, si|z—al < a, alors | f(x)—g(z)| < |g(z)]
et on a alors

F @) = lg(@)[| < |f(2) — g(2)] < elg()],
ce qui prouve que |f(z)| —|g(z)| = o(lg(x)]), i.e. |f(2)] ().

9. Soit £ > 0. Par hypothese, il existe o > 0 tel que pour tout = € I, si |z — a|] < «, alors
|f(z) = h(z)| = h(z) — f(z) <elf(z)].

On a alors pour tout = € I tel que |z —a| < a:
[f(z) = g(2)| = g(x) — f(x)

ce qui prouve que f(x) ~ g(z).

~ |g
r—a

N

h(z) — f(z) <elf(a)],

r—a
|
Remarque 3. En revanche, on ne peut pas additionner des équivalents.
Eneffet,z+1 ~ xzet—-x ~ —zrmaisonnapasxz+1+(—zx) ~ x4 (—z),sinon
r—r-+00 r—+-+00 T—+00
on aurait 1 ~ 0, ce qui est clairement faux!

T——+00

Proposition 4

Soit @ € RU {—00, +00}.
Soient f et g des fonctions équivalentes au voisinage de a.
Soit I € RU {—00, +00}.
Si lim f(z) =, alors lim g(z) = [.
Tr—a T—a

Démonstration. e Si | € R* U {*o0}, alors ¢ ne s’annule pas au voisinage de a et on a
)
im —< = 1.
z—a g(x)
Ainsi, lim f(x) = lim /) x g(x) = 1.
Tr—ra
SN~ —l

—1
e Supposons que [ = 0. Soit € > 0.
Puisque lim g(z) = 0, il existe a > 0 tel que pour tout = € I, (|Jz — a| < a = |g(z)]
Tr—a

€).

<
Puisque f(z) o g(x), alors il existe § > 0 tel que pour tout = € I,(jJxr —a| < 8 =

[f(x) = g(2)] < elg(@)))-

Posons § = min(«, 8). On a alors pour tout x € I tel que |[x —al < J:
f(@)] < |f(x) = g(a)| + |g(2)| <elg(@)| +e < +e,
ce qui prouve que lim f(z) = 0.
r—a

Dans tous les cas, on a bien lim f(z) =1 = lim g(z). [ |
Tr—a Tr—a
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Remarque 4. En revanche, la réciproque est fausse.

On a lim z = lim 2% = 0 mais lim — = 0 % 1 donc les fontions z — z et = — 2% ne sont
z—0 z—0 :c;)(()) x
x

pas équivalentes au voisinage de 0.

Proposition 5

Soit f: I — R, soit a € 1.

Soit | € R* tel que ligl flz) =1
r—a

Alors f(z) ~ .

Tr—a

Démonstration. En effet, on a bien dans ce cas lim M =1 |
r—a

Exemple 4. cos(x) ~, 1.
T—

Remarque 5. En revanche, si [ = 0 et si f n’est pas nulle au voisinage de a, on ne peut pas
écrire f(z) ~ 0. En effet, si f était équivalente a la fonction nulle au voisinage de a, alors on
z—>

a
aurait f(z) — 0= f(x) =, 0(0), i.e. f serait nulle au voisinage de a.
z—

Proposition 6: Composition a droite des équivalents

Soient f,g: I — R
Soit a € I avec a € RU {—o00, +0o0}. On suppose que f(z) ~ g(x).
r—a
Soit u : J — I une fonction définie sur un intervalle J réel.
Soit b € J tel que lim u(z) = a.
z—b
Alors fou(x) ~ gou(z).
z—b

Démonstration. Soit € > 0.
Puisque f(x) ~ g(x), il existe @ > 0 tel que pour tout = € I, si |z — a] < «, alors
xr a

[f(z) = g(z)] < elg(@)]-

De plus, puisque lirr%7 u(x) = a, il existe 6 > 0 tel que pour tout = € J, si |x — b| < 4, alors
T—r

lu(x) — a| < a.
Ainsi, pour tout = € J tel que |x — b|] < §, on a (puisque |u(z) —a| < ) :

[ (u(z)) = g(u(x))] < elg(u(z))],

ce qui prouve que f ou(z) — gou(x) =, o(gou(x)),ie. fou(z) ~, 90 u(x). [
z— T—

1 X
Exemple 5. 1. lim (1+> — lim e*(+3),

xr——+00 x r——+00

1 1
Ona lim — =O0etln(l4+z) ~ = donc par composition, on trouve queIn(1+1) ~ =
T—+00 I z—0 T2 x—4o0 I

1
Par produit, on obtient que x In(1 + %) ~ 1, ce qui signifie que lirf zln(l+-)=1.
T—r400 T—+00 xT

Finalement, par composition de limites, on trouve que hrf e n+3) — e, d’ou
T—r+00

1 x
lim (1 + ) =e.
r——+00 x
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N . . 1
2. De méme, on asin(z) ~ z doncsin(l) ~ -—.
z—0 T/ g—4o0

1
Par produit, 1/z sin (%) ~ ve = NG
T—+00 I T

Or, lim . 0 donc lim +/zsin <1> =0.
x

T——+00 x€X r——+00

Remarque 6. En revanche, on ne peut pas composer des équivalents par la gauche. En effet,

onax ~ x+ 1 maise® et
T—+00

20.1.2 Développements limités en 0

Définition 4: Développements limités en 0

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I tel que 0 € I. Soit n € N.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n en 0 s’il existe des réels
(ag,...,a,) € R tels que

On note alors le développement limité de f a I'ordre n en 0 sous la forme

f(z) = Z axz® + o(z™).
k=0

Remarque 7. e Une définition équivalente est la suivante : on dit que f admet un développement
limité d’ordre n en 0 s’il existe des réels (ag,...,a,) € R"! et une fonction ¢ : I — R avec
lir% £(z) = 0 telle que pour tout = € I,

T—

flx) = Z apz® 4+ z"e(z).
k=0

e Si f admet en 0 un développement limité d’ordre n, alors pour tout p € [0,n], f admet
un développement limité d’ordre p en 0 obtenu par troncature.

z—0

n
En effet, si f(x) = Zakxk + 2"e(x), avec lim e(z) = 0, alors pour tout p € [0, n],
k=0

- Sa X adran
— ke
;p_o === zP - Z apa* P 4a" Pe(z) = Z arprtta"Pe(z) oY
k=p+1 k=1
P P
donc f(z) — Zakxk = o(zP) d’'on f(z) = Z axx® + o(zP).
k=0 k=0

1
Exemple 6. Soit f:x+— 1 Soit n € N.
—x

n
On a pour tout = €] — 1,1[,1 — 2" = (1 — z) Zazk donc pour tout z €] — 1, 1],

k=0
1 n X xn—l—l
1_x—2x +1—ac
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gnt! n+1

Or, lim =% = lim = 0 donc = o(z").
z—0 " z=01—x 1—1x z2—0
Ainsi, la fonction f admet un développement limité d’ordre n en 0 et on a

1 n
— =Y afto@@") =1+z+a®+2°+ - 2" +o(a").
k=0

1
On en déduit que 1 ~ 1+

— X z—0
En remplagant « par —x, on trouve le développement limité

n

= > ) o) =

T2 (—Dkzk o™y =1 -z 422 — 23+ - 4+ (=1)"z" + o(z").

NE

>~
I
o
el
Il

0

Soit f: I — R avec 0 € I. Soit n € N. On suppose que f admet deux développements
limités d’ordre n en 0 de la forme

et

Alors pour tout k € [0,n], ax = by.

Démonstration. Par hypothese, il existe deux fonctions € : I — R et n: I — R avec
lim e(z) = lim n(z) = 0 telles que pour tout = € I,
z—0 z—0

f@) = apa® +ae(x) = bra® + 2"n(x),
k=0 k=0

d’ou pour tout z € I,
n

> (ar = b)a* + 2" (e(x) — n(x)) = 0.

k=0
Supposons qu'il existe k € [0,n] tel que ay # b.
Soit r = min{k € [0,n],ar # by}, i.e. a, # b, et pour tout k € [0,r — 1], ar = bg. Alors
pour tout x € I,

n

> (ar = b)a* + 2"(e(2) — (@) =0,

k=r

d’olt en divisant par z”, on a pour tout z € I\ {0},

ar — b+ Y (g —bp)a" T+ 2" (e(x) — n(x)) =0

n
Par hypothese, on a lim e(x) —n(xz) = 0 et par ailleurs lin%)az Z (a, —bp)x* 17" = 0 donc
Tr—r

x—0

k=r+1
en faisant tendre x vers 0, on trouve a, — b, =0, i.e a, = b,, ce qui est absurde.
Nécessairement, pour tout k € [0, n], ar = bg, d’ott 'unicité du développement limité. W
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Remarque 8. Ceci entraine également que pour tout x € I\ {0},e(x) = n(x), mais on ne les
écrit pas en pratique.

Corollaire 1: Parité du développement limité en 0

Soit f : I — R une application définie sur un intervalle I centré en 0.
Soit n € N. On suppose que f admet un développement limité d’ordre n en 0 de la forme

n
xr) = Zakxk + o(a"
z—0 P

1. Si la fonction f est paire, alors pour tout k € [0,n] avec k impair, a; = 0.

2. Si la fonction f est impaire, alors pour tout k € [0,n] avec k pair, ax = 0.

Démonstration.
1. Si f est paire, alors pour tout x € I, f(z) = f(—x), i.e. pour tout = € I,

n

Zakx +o(x Zak Fto(z )$j() Z(—l)kakxk+0($")-

k=0
Par unicité du développement limité, on en déduit que pour tout k € [0,n], ar = (—1)kak
donc si k est impair, ay = —ag, d’ou ap = 0 si k est impair.
2. Si f est impaire, alors pour tout x € I, f(z) = —f(—x), i.e. pour tout z € I,

n

n
Zakxk—i-o( Zak P 4oz )xi() Z(—l)k“akxknLo(x").
k=0

k=0
Par unicité du développement limité, on en déduit que pour tout k € [0, n], ar = (—1)k1a,
donc si k est pair, ap = —ag, d’ou ap = 0 si k est pair.
[ |

20.1.3 Opérations sur les développements limités

Proposition 8: Somme de développements limités

Soient f,g: I — R, avec 0 € I. Soient (n,p) € N? avec n < p.
On suppose que f et g admettent en 0 des développements limités d’ordre n et p respec-
tivement de la forme

n
x) = Zakmk +o(z") et gz Zbkx + o(2P).
z—0 -

Alors pour tout (), u) € R?, la fonction Af + g admet en 0 un développement limité
d’ordre n de la forme

n

(Af + pg)(x) = Z(Aak + pbg)z® + o(z™).

k=0

Démonstration. Il existe des fonctions € : I — R et n : I — R vérifiant hII[l) e(x) =
g

lim n(x) = 0 et pour tout = € I,
z—0

n
= Z arz® +2"e(z) et gz Z bra® + xPn(z).
k=0
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Pour tout (A, 1) € R?, pour tout z € I, on a

n p
(A + 1) (@) = M (@) +pugle) = Y _(Mak+ubp)a® +a" Y pbga" " + 2" (Ae(x) + pa? ().
k=0 k=n+1
Ainsi, pour tout x € I,
n
(Af + 1g)( Z (Aak, + pby)z )
=0 = Z bz 4+ Ae(x) + paP"n(z) — 0
x—0
k=n-+1
n
donc (A\f 4 pug)(x) =Y  (Aag + pbg)z" =, o(z™), ce qui est le résultat souhaité. [ |
T—
k=0
1 1 2 2 2 2
Exemple 7. —— + = 1+z+22+22+o(z3)+1—x+22+o0(x?) = 24 222 4 o(z?).
l—2z 1+=x 20
La fonction x — 1 + T étant paire, son développement limité n’a que des monémes
—x x

de degrés pairs.

Proposition 9: Produit de développements limités

Soient f,g:I — R, avec 0 € I.

Soient (n,p) € N? avec n < p.

On suppose que f et g admettent en 0 des développements limités d’ordre n et p respec-
tivement de la forme

n
k n
a:)m_mkzoakx +o(z") et g(z Z pz® 4 o(zP)

La fonction fg admet en 0 un développement limité d’ordre n de la forme

Démonstration. Il existe des fonctions ¢ : I — R et n : I — R vérifiant lir% e(z) =
T—r

lim n(x) = 0 et pour tout = € I,
z—0

n
:Zakxk—i—xne(x) et g(z Zbk:c + z"n(x).
k=0
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Par propriété du produit de polynémes, on trouve que pour tout x € I,
(fo)(x) = [flx)g(x)

= (iakl‘k> (ibkmk>+x < Zakiﬂ +e(x Zbklﬂ + z"e(z)n ())
k=0 k=0

2n
= Z Z abj | «F < Zak:c +e(x Zbk:c + 2"e(z)n(z ))
k=0 | i+j=k
1<i<n
1<j<n

= Z Z aibj .%'k+.%'n5(.%')

k=0 | i+j=k
1<i<n
1<g<n
2n n
ound(z)=|=x Z Z a;b; xk_”_1+77(x)2akx +e(x Zbkx + z"e(z)n(z)
k=n+1 | i+j=k k=0
1<i<n
1<jsn

Ainsi, pour tout x € I,

(f9)(z) — > ab; | 2"

k=0 | it+j=k
L =d(z) — 0,
" z—0
n
donc (fg)(x) — Z abj | «F =, o(z™), ce qui est le résultat souhaité. [ |
k=0 | i+j=k o
1<i<n
I<g<p
- 1+ 22
Exemple 8. Déterminons le développement limité en 0 de z — Tz
x
1+ a? 2 2 _ 3 3
vz = 1+29)1—x+2°—2° 4 o(z”))

= 1—az+2?—23+o(a®) +2? — 23 + o(z?)
= 1—x+22%— 223+ o(z?).

Remarque 9. On peut également composer des développements limités, comme on le verra
sur des exemples ultérieurs.

1
1+ 2 =0

zn:(—l)k(xZ)k—i-o((a:Q)”) =1-2?+2" =%+ - +(=1)"2?" +o(z*").
k=0

Par exemple,
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20.1.4 Développements limités en un point et en l’infini

Définition 5: Développement limité en un point

Soit f: I — R, soit a € I un réel.
Soit n € N. On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a s’il existe des
réels (ag, ..., a,) € R"! tels que

f(z) = Zak(av —a)* +o((z — a)").

k=0

Il est équivalent de dire que la fonction g : h — f(a + h) admet un développement limité
d’ordre n en 0.
En effet,

n f(ff)_zak(x—a)k
f@) = > ae—a)f +o((z-a)") & lim k=0

T—a (:E — a)” =0

En posant x = a + h, i.e. h = x — a ceci équivaut a

fla+h)— Zakhk
lim =0

h—0 h™

:07

dott g(h) = " arh® + o(h™).
k=0

Remarque 10. En pratique, on ramene toujours un développement limité en un point a € R
a un développement limité en 0 via le changement de variable h = z — a.

Proposition 10: Développement limité d’une fonction continue ou dérivable

Soit f: 1 — R, soit a € I.

1. La fonction f est continue en a si et seulement si elle y admet un développement
limité d’ordre O et dans ce cas,

2. La fonction f est dérivable en a si et seulement si elle y admet un développement
limité d’ordre 1 et dans ce cas,

f(@) = f(a)+ f'(a)(x—a)+o(z —a).

r—a

Démonstration.

1. On a les équivalences :

fest continue ena < lim f(x) = f(a) < lim f(z) — f(a) =0 < f(z) — f(a) = o(1),

r—a r—a T—a

ce qui équivaut a f(z) = f(a) + o(1).
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2. La preuve a déja été faite dans le chapitre < Dérivabilité >.

En effet, on a montré que f est dérivable en a si et seulement si il existe une fonction
e: I — R avec lim g(z) = 0 telle que pour tout = € I,
r—a

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e().

Or, (x —a)e(x) = o(x —a), d’ou le résultat voulu.

Remarque 11. En revanche, il se peut qu'une fonction admette un développement limité
d’ordre 2 en un point sans y étre deux fois dérivable.

fR — R
P 1 . 3 .: l .
ar exemple, soit x°sin(;) sia #0
0 siz = 0.
1
Tout d’abord, comme la fonction sinus est bornée, on a bien lin%) 23 sin <> = 0, d’ou
xr— x

lir% f(x) =0= f(0), ce qui prouve que la fonction f est continue en 0.
T—

La fonction f est dérivable sur R* et on a pour tout x € R*,

f'(z) = 32%sin (i) — I cos (i) .

Par ailleurs, f est dérivable en 0 puisque

lim M = lim 2% sin (i) =0

x—0 z—0 z—0

donc f/(0) = 0.
f'(x) = 1'(0)

en 0 puisque cosinus n’a pas de limite en l'infini.
Ainsi, la fonction f n’est pas deux fois dérivable en 0.
Or, elle y admet bien un développement limité d’ordre 2 puisque

lim f(z) = lim z sin <1) =0

0 22 0 T

En revanche, pour tout x # 0 l) — cos (1) et ceci n’a pas de limite

:3xsin(x z

donc f(x) =, o(x?), ce qui est le développement limité d’ordre 2 en 0 de f.

Définition 6: Développement limité en ’infini

Soit f : [a,+00]— R, ot @ € R. On dit que f admet un développement limité en +oo
s'il existe deux entiers (n,p) € N? et des réels (ag,...,a,) € R"™! et (by,...,b,) € RP
tels que

n D
1 1 b b 1
_ k 1 'p
J(l’)—goakl’ +k§1bkk+0<p) _—anxn+~--+a1x+ao++-~-+p+o<p>.

Remarque 12. e On définit de méme un développement limité en —oo.
e En pratique, un développement limité en +oo sert a déterminer des asymptotes et la
position relative de la courbe de la fonction étudiée par rapport a cette asymptote.
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2
1
Exemple 9. Soit g définie sur R\ {1} par g(z) = :v +1 . Déterminons un développement limité
T

de g en +00 et en —oo0.
On se ramene a un développement limité en 0 : on a pour tout x ¢ {0, 1},

2 1
x4+ 1 T+ 5
x) = = )
9() z(1-1) 1-1
1
Posons h = —. Quand z tend vers +oo, h tend vers 0 et on a le développement limité d’ordre 2
x

1
en0: —— = 1+ h+h?+o(h?) donc en +o0 :
1—h z—0

o(z) = x+1+i+0<1>.

r—+00 xX

En particulier, liIil g(x) — (z+ 1) = 0 donc la courbe de la fonction g admet pour asymptote
T—>+00
oblique au voisinage de 4oc0 la droite d’équation y = = + 1.
r—+o0 I

2 1 2
De plus, g(z) — (x+1) = —+o <> et au voisinage de +o00, — > 0 donc au voisinage
x x

de +o0,g(x) — (x + 1) > 0, ce qui prouve que la courbe de la fonction g est située au-dessus de
son asymptote oblique au voisinage de +o0.
2 1 2 1
On montre de méme que g(x) = z+14+ —+o0 <> ,doug(x)—(z+1) = —+o ()
—00 x x oo i
Ainsi, la courbe de la fonction g admet pour asymptote oblique au voisinage de —oo la droite

d’équation y = z + 1. Cette fois, au voisinage de —oo, — < 0 donc la courbe de la fonction g est
x

située en-dessous de son asymptote oblique au voisinage de —oo.

20.1.5 Primitivation d’un développement limité

Proposition 11: Primitivation d’un développement limité

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I, avec 0 € I.
On suppose que la fonction f’ est continue sur I et admet un développement limité
d’ordre n € N en 0 de la forme

f'(z) e Z arz® 4 o(z™).
k=0

Alors la fonction f admet un développement limité d’ordre n + 1 en 0 de la forme

n ieeel il n+1 ok -
@) 50 FO) + L ougg +06™) = F0) + 3 ok +ola™).

—0
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Démonstration. Par hypothese, il existe une fonction n : I — R avec lir% n(z) = 0 telle
T

que pour tout t € I,
n
F1(6) = apth +tmn(t).
k=0
Soit & € I. En intégrant entre 0 et x, on obtient par linéarité de I'intégrale :

f@) =50 = [ o
_ - Ia k * n
= kZ::o/O it dt+/0 t"n(t)dt
n th+1 & x .
— kzzoak [k+1}0+/0 t"n(t)dt

Soit € > 0.
Puisque hrf n(x) =0, il existe a > 0 tel que pour tout x € I N [—a, o, |n(z)| < (n+ 1)e.
T—r+00
Soit z € I N [—a, al.
eSiz>0,o0ona

tn+1

xT
] = ex™t = g2™ .
0

/ t"n(t)dt‘ g/ |t (8)|dt < (n+ 1)5/ tdt = (n+ 1)5[
0 0 0 n + 1

eSiz<0,0na

_ (_1)n+15$n+1 — 5‘33n+1"

T

tn+1 0
n+ 1]

[ o] < [t < e [ = cote|

X
@ / t"n(t)dt
Ainsi, pour tout z € I N [—a,q], / t”n(t)dt' < glz™Y done |2&————| < € ce qui
0

xn—l—l

T

¢ (t)dt @
: 0 — . n — n+1
prouve que ili% T 0, i.e. /0 t"n(t)dt o o(z").
On a donc bien pour tout = € I,
n l‘k+1 z n+1 .’L'k .
_ n _ L n
)= SO+ ey + | enar = 50+ > ais 0",

Remarque 13. Le résultat est bien évidemment valable en tout point a € I, c’est a dire que
si f/ est continue sur I et admet un développement limité d’ordre n en a de la forme

) = S ae =) +of( - a)"),
k=0

alors f admet un développement limité d’ordre n + 1 en a de la forme

n+1 k

1) = Fa)+ 3w T ()
k=1

—a
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Exemple 10. Soit f définie sur | — 1, +oo[ par f(z) = In(1 + z). La fonction f est dérivable

sur | — 1, +oo[ de dérivée f'(x) = T3 o 2vee f’ continue sur | — 1, +00[.

On sait que pour tout n € N, f/ admet un développement limité d’ordre n en 0 de la forme

n
l—x+a® =2+ + (=1)"2" + o(z") = Z(—l)kwk + o(x")
k=0

1 —
1+=x =0

donc en primitivant, on trouve un développement limité de f d’ordre n + 1 en 0 de la forme

n+1
2 $3 JJ,n-i—l

T .ZUk
f@)=In(l+z)=f0)+z— ?+§+. ) .+(_1)nn+ : +o(z"M) = Z(—l)k_l?—i—o(mnﬂ).
k=1

En remplacant = par —x, on trouve un développement limité d’ordre n + 1 en 0 de x ——
In(1 — z) de la forme

n+1 n+1
In(1 _ 1 k—l(_x)k ntly _ a* nt+ly _ 2P gt n+l

Remarque 14. En revanche, on ne peut pas dériver un développement limité.
R — R
Soit RN { z?sin(L) S'iZL' #0
0 siz =0.

On a vu dans le chapitre <« Dérivabilité >que la fonction f est dérivable en 0 mais la fonction
/! n’est pas continue en 0.

Ainsi, la fonction f admet un développement limité d’ordre 1 en 0 (qui est f(z) = o(x))
mais f’ n’admet pas de développement limité d’ordre 0 en 0.

20.2 Formule de Taylor-Young et développements limités usuels

20.2.1 Formule de Taylor-Young

Théoreme 1: Formule de Taylor-Young

Soit n € N. Soit f : I — R une fonction de classe C™ sur I. Soit a € I.
Alors la fonction f admet un développement limité d’ordre n en a de la forme

f"(a) f™(a)

f@) = f@+f@e-a+ 2@+ Doy o@—ay
" B (q .
= YO0 g oo,
k=0

Démonstration. Montrons la propriété par récurrence sur n € N.

eInitialisation : Pour n = 0, i.e. f est continue sur I, alors f(z) =, f(a) +o(1), ce qui
prouve la propriété au rang n = 0.

eHérédité : Soit n € N fixé. Supposons que la propriété est vraie au rang n et mon-
trons qu'elle est vraie au rang n + 1. Soit f € C"T(I). Alors f' € C*(I) donc f' admet un
développement limité d’ordre n en a de la forme

n k) (g ) (g
Py =3 T e ap to@ - ) = 3 D w0 ofa - ).

! k!
k=0 k=0
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Puisque f’ est continue sur I, on peut primitiver le développement limité de f’ pour obtenir un
développement limité de f en a a 'ordre n 4+ 1 de la forme :

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Remarque 15. e Ceci signifie que la fonction h +— f(a + h) admet un développement limité
d’ordre n en 0 de la forme

~ fM(a)

h—0 k!
k=0

fla+h) h* 4+ o(h™).

e Toute fonction de classe C™ admet donc en tout point un développement limité d’ordre n.

En particulier, si 0 € 1,

" (n) 0
@) = 10+ e+ L0 L0 )
z—0 21 |
20 B +o(a")
k=0
Exemple 11. Si on note f(x) = =, on a pour tout k € N, f\")(z) = m d’ou

) (0) = k!. D’apres la formule de Taylor-Young, on a pour tout n € N,

n
tola") =) aF +o(@") =1+z+a”+ - +a" +o(a").
k=0

On retrouve le développement limité de = — 1 obtenu auparavant.

— T
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20.2.2 Développements limités usuels au voisinage de 0

Proposition 12: Développements limités usuels au voisinage de 0

Pour tout n € N, on a
- z2 " T gk
P — e R — (L = —_— e
exp(z) 2—0 s TR Fole )xﬁO £ k! +ola")
8
2 4 2n n 2k
cos(x) = TR +(-1) )l + o(x )x—>0 k,o( 1) R + o(z"")
2,
3 b 220+ n 22k
: _ Coar o —1)" 2n+41 _ 2n+-1
sin(e) S gt A g e 5, 2_:( oTy RGN
4.
2 gt 220 ) L )
h — 1 —_— —_— e = n
ch(z) =1+ Zp + 5+ F (Zn),+o(x )H%Z_o(?"’)! + o(z™)
5.
23 b 220+ n p2k+
h — l < 2n+1y 2n+41 )
sh@) =e+5r+ -+ gy tol ):Hok_o ohrn o)
6. .
1
- 1- 2, ... 1) ny _ 1 k. .k n
152 o0 R il o ) +0($)$—>0k_0( )°x® 4+ o(z™)
7.
z?2 3 11 z" = k+1xk
In(1 — e ") = 1) = ")
n( +:U)x_)0x Sl +(-1) n+0($)x—>0;( ) k~|—0(x)
8. Pour tout a € R,
—1 —1)...(a— 1
(1+z)* = 1+ax+Mx2+~-+a(a ). (aznt )z”+o(:c”).
9.
3 B g2 - n 22k
arctan(z) xzox—g—i-g—i----—k(—l) 2n+1+ (x )x—>0 g(—l) 1
10.
3
tan(z) = z+ — + o(z®)
@ 3

Démonstration. Soit n € N.
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1. Puisque exp est de classe C" sur R, on a d’apres la formule de Taylor-Young :

n ®) (o

exp "

exp(z) = E k'()xk + o(z").
k=0 '

Or, pour tout 0 < k < n,exp®(0) = exp(0) = 1 donc

n k 2 n

— T — - T n
exp(x)xzok k:'+0( )x: 1+$—|—2|+ —I—n!+0(x ).

2. Puisque cos est de classe C?" sur R, on a d’apres la formule de Taylor-Young :

" cos®) (0
cos n
cos(z) o Z k'()xk + o(z®").
k=0 '

On a pour tout k € N, cos®*)(0) = (=1)* cos(0) = (—1)* et cos®+1)(0) = (—1)¥+1sin(0) =
0 donc

n 2k :L‘2 :L‘4 l,Zn

cos(z) = kzo(_l)kék)! +o(z®") = 1- = + m +o 4 (=) 2n)] + o(z*").

x—0

3. Puisque sin est de classe C2"*! sur R, on a d’apres la formule de Taylor-Young :
sin(x) = Lk o(a? ),

On a pour tout k € N, sin®*) (0) = (—=1)¥sin(0) = 0 et sin@*+1(0) = (=1)* cos(0) = (—1)*
donc
n 2k+1 3 .5 2n+1
: _ kT mily o, T T il
sin(e) =D _(=1) orr o), FTITIR S D s oY

+O($2n+1).
T— —0

4. La fonction ch est la partie paire de la fonction exponentielle, i.e. pour tout = € R, ch(z) =
M. En prenant la partie paire du développement limité de la fonction exponentielle,
on obtient le résultat voulu.

5. La fonction sh est la partie impaire de la fonction exponentielle, i.e. pour tout =z €
R,sh(z) = #. En prenant la partie impaire du développement limité de la fonction
exponentielle, on obtient le résultat voulu.

6. Preuve déja faite.

7. Preuve déja faite.

8. Soit @ € R. Soit f la fonction définie sur | — 1, +oo[ par f(z) = (14 z)?.

On montre facilement par récurrence que f est de classe C* sur | — 1,4+o0[ et pour tout
keN,
fP@)y=al@—1)...(a—k+ 1)1 +z)*"

Ainsi, pour tout k € N, f(?)(0) = a(a—1) ... (a—k+1) donc on obtient d’apres la formule
de Taylor-Young :

(1+z)~ z* 4 o(z"),

_ f(’“() _x~ola-1). (a—k+1)
k=0 k=0

ce qui est le résultat voulu.
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1

9. Pour tout z € R, arctan’(z) = ——.
1+z

1
Or, en utilisant le développement limité en 0 de x — ——, on obtient

1 2, 4 2 2
mxjolfx +at+ 4 (=) + o(z™").
En primitivant ce développement limité, on obtient le développement limité en 0 de arctan .
sin(x)
10. Pour tout z €] — Z, Z[, t = .
our tout = €] — 7, 5[, tan(x) cos()
23
On asin(z) = z— — + o(z3).
z—0 6
1 1
Par ailleurs, = —
cos(z) #=0 1 — Z° 4 o(x2)
2
Posons X = % + o(x?). Quand x tend vers 0, X tend vers 0 et on a donc
: ! L X 4oX) = 145 o)
— = = 0] = —_ o\xr ).
COS(:U) z—0 1 — %2 + 0(272) z—0 1 — X z—0 2
Ainsi, on trouve
sin(x) 3 3 22 9 x3 5 23 3 3 3
t = = (z-= 1+ — T _ ez .
an(x) cos(z) 450 (:1: 5 +o(x )) ( + 5 + o(x”) T+ +o(x?) o +o(x?) = x+ 3 +o(x?)

Remarque 16. e Puisque cos est paire et sin est impaire, on remarque que leurs développements
limités ne comportent que des puissances paires et impaires respectivement.
e En remplacant z par —x, on retrouve les développements limités

1 _ 2 n ny k n
TP IS SER
ot 2 3 k
_ T T ™ o T n
In(1 — z) et T3 - +o(z )130 ? + o(z")

Exemple 12. Pour a = 3 on a

2
T x
\/1+$:1+§—§+0(l’2)

20.3 Applications

20.3.1 Calcul d’équivalents et de limites

Proposition 13

Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n en 0 de la forme

flxz) = apaP + - + anz™ + o(z")
z—0
avec p < n et a, # 0.

Alors f(x) ~ apxP.
z—
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n
Démonstration. En effet, si f(z) = Z arz® + 2"e(x) avec a, # 0 et lim e(z) = 0, alors
z—0 —p z—0

n
1
f(z) ~ apaP car f@) =1+ g Dk ph—p —z" Pe(x) — 1. [ |
=0 apx — a, ap z—0
k=p+1

Remarque 17. Le résultat se généralise en tout point a : si
f@)=ap(z —a)’ +...an(x —a)" + o((x —a)")

avec a, # 0, alors

f@) ~ ap( —a)P.

T — /1
Exemple 13. Cherchons un équivalent en 0 de la fonction z — £ -vitz
In(1+ x)
Onae®—1+z=1+4+2+o(z) —1—%4—0(3:) zg—l—o(x) donc e® — 1+ =z ~ g
T—
Par ailleurs, In(1 + z) ~ % donc par quotient :
T—r
e-vitz 3 _1
In(l+z) 2=0z 2
X
—+/1
En particulier, ceci signifie que la fonction f : x — e -vita est prolongeable par

In(1+ z)
continuité en 0 en posant f(0) = 7

En établissant un développement limité d’ordre 1 de f en 0, on peut montrer que ce prolon-
gement par continuité de f est également dérivable en 0.

2 2 2
T r oz r o
T — /1 =1 — H—1-S4+= =S4 = 2).
Onae tr = +w+2+0(x) 2+8+0(x) 5T 5 + o(z?)
Par ailleurs,

1 1 1 1

n(l+2) 2-2Z 402 «l-3%+o(z)

1
En posant X = g + o(x) et en utilisant le développement limité T X o0 1+ X +o0(X), on
obtient

In(1+z)

donc finalement

e —vite _ l(1+f+o(x)) <$+5x2+o(x2)>

In(1+ z) x 2 2 8
= (1—|—§—|— (x)) (;—1—5836—1-0(37))
1 Tz
- 5 + § + 0([13),

ce qui prouve que f est dérivable en 0 et que f/(0) = —.
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20.3.2 Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 14: Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Soit f une fonction admettant un développement limité en un point a de la forme

£(@) = fa) + F@)x —a) + LD (@ — a2 4 of(a — )

avec f"(a) # 0.

Soit y = f'(a)(z —a) + f(a) I'équation de la tangente & la courbe de f au point (a, f(a)).
Alors la courbe de f est située au-dessus de cette tangente au voisinage de a si et seulement
si f"(a) > 0.

Démonstration. On a f(z) — (f(a) + f'(a)(x —a)) = f"2(a)($ —a)? +o((x — a)?).

Ainsi, £(z) — (F(@) + f'(a)(x — ) ~ T D@ a2
Puisque (z — a)? > 0, le signe de f(x) — (f(a) + f'(a)(x — a)) au voisinage de a est celui de
1" (a), Aot le résultat. [ |

2
Exemple 14. e Au voisinage de 0, ona e®* =1+ x + % + o(2?). Soit y = 1 + x I’équation de

la tangente a la courbe de la fonction exponentielle.
2

x x
Puisque e* — (1 4+ x) = —— + o(z?) et que — est positif au voisinage de 0, on en déduit que

la courbe de la fonction exponentielle est située au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.
2

e Au voisinage de 0, on a In(1 +z) =z — % + o(z?).

Soit y = x ’équation de la tangente & la courbe de la fonction f : z — In(14x) au voisinage
de 0.
2

2
T T
Puisque In(1 4+ z) —x = Y +o(2?) et que 5 est négatif au voisinage de 0, on en déduit

que la courbe de la fonction f est située en-dessous de sa tangente au voisinage e 0.

20.3.3 Extrema locaux

Proposition 15: Développement limité d’ordre 2 en un extremum local

Soit f: I — R. Soit a € I un point intérieur a I (i.e. a n’est pas une extrémité de I).
On suppose que f admet un extremul local en a.
Supposons que f admette un développement limité d’ordre 2 en a de la forme

f@) = f(a)+az(z —a)® +o(x - a)?).

Tr—a

1. Siaz > 0 (resp. az < 0), alors f admet un minimum (resp. maximum) local en a.

2. Si f admet un minimum (resp. maximum) local en a, alors as > 0 (resp. az < 0).

Remarque 18. Tout d’abord, puisque f admet un développement limité d’ordre 2 en a, alors
f v admet un développement limité d’ordre 1 par troncature. Ainsi, f est dérivable en a donc
f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a)+ o(x — a). De plus, puisque a est un point intérieur de I en lequel
r—a
= f(a) +o(z — a).

Tr—a

Ainsi, le développement limité d’ordre 2 de f en a est bien de la forme f(x) = fla) +

xr a

az(x — a)® + o((z — a)?),

f admet un extremum, on en déduit que f’(a) =0 d’ou f(x)
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Si f est de classe C2 sur I, alors ag = d’apres la formule de Taylor-Young.

f'(a)
2

On en déduit que si f”(a) > 0 (resp. f”(a) < 0), alors f admet un minimum (resp. maximum)
local en a et si f admet un minimum (resp. maximum) local en a, alors f”(a) > 0 (resp.

f"(a) <0).
Démonstration.
1. Supposons que as > 0.
Ona f(x) — f(a) = az(x —a)?+o((x —a)?) donc f(x) — f(a) ~ az(x—a)?
T—a Tr—a
Puisque = — as(x — a)? est strictement positive au voisinage de a, il en est de méme de
x +— f(x) — f(a), ce qui signifie que f admet un minimum local en a.
La preuve est analogue dans le cas ou as < 0.
2. Le deuxieme point s’obtient & partir du premier par contraposée.
|

2
Exemple 15. On a cos(z) = 10 - % + o(z?). Puisque cos’(0) = 0 et cos”(0) = —1 < 0, on en
xT—r
déduit que cos admet un maximum local en 0.

Remarque 19. 1l se peut que f admette un minimum local en a et que f”(a) = 0.

x

Soit f : x> cos(z) + 5 Notons que la fonction f est paire. On a pour tout =z € R, f/(z) =
x — sin(z). Or, pour tout € R4,z —sin(x) > 0 donc f est croissante sur Ry et décroissante
sur R_. Ainsi, f admet un minimum global en 0.

4
T
Or, f(x) = 1+ m +o(z*). Puisque f est de classe C*, on voit sur le développement limité
' 4 4

de f que f'(0) = f7(0) = £®)(0) = 0. En fait, on a f(z) =1 ~ % et la fonction = — Z— est

z—0 4! !
2

strictement positive au voisinage de 0, ce qui permet de retrouver que = — cos(x) + > admet

un minimum (local) en 0.

20.4 Relations de comparaison : cas des suites

20.4.1 Croissances comparées
Pour a > 1et a € RY, on a

lim n!l= lim "= lim n® = +oo.
n——+o0 n—-oo n—-+oo

Toutefois, ces trois suites ne tendent pas vers +00 < a la méme vitesse >. L’objet du théoreme
suivant est de comparer les croissances de ces suites.

Théoreme 2: Théoréeme de croissances comparées

Soit a > 1et a € RY.
Alors

n!
Démonstration. ¢ Montrons que lim — = 4o00. Soit N = [a| + 1.
n——+oo q"

Pour tout n > N on a
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. N . : .
puisque — > 1, donc par comparaison, on obtient bien
a

n!

lim — = +o0.
n——+oo a"
an
e Montrons que lim — = +o0.
n—-+oo N
On a .
a” 6nln(a)—aln(n) _ 6n(ln(a)—a%)
ne N '
In(n)

Or, par croissance comparée, lim = 0 donc puisque In(a) > 0, on obtient par
n—-+oo n

composition des limites que

. _In(n)
EIJP en(ln(a) a—- ):+OO
n 0

d’'ou lim — = 4o0.
n—+4o0o N
Remarque 20. e Il faut retenir que la factorielle domine les suites géométriques, qui elles-

mémes dominent les suites puissances.

n!
e Ceci implique en particulier que pour tout o € R%, lim — = +o0.
n—+oo N

Exemple 16. ¢ lim no_ 0.

n—+oo 3N

e lim <3>nf=0.

n—+oo \ 4

20.4.2 Relations de comparaison

Définition 7: Domination

Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites complexes ne s’annulant pas a partir d’un certain

rang, i.e. on suppose qu’il existe ng € N, tel que pour tout n > ng, u, # 0 et v, # 0.

On note u, = O(v,) si la suite (M est bornée.
’U”’ nzng

Définition 8: Négligeabilité

Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites complexes ne s’annulant pas a partir d’un certain

rang.
q @ Up

On note u, = o(v,) si lim — =0.
n—+oo Uy,

Définition 9: Suites équivalentes

Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites complexes ne s’annulant pas a partir d’un certain
rang.
On dit que les suites (up)nen et (vn)nen sont équivalentes, et on note wu, ~ vy, si

. . Un
Remarque 21. Dans ce cas, on a également lim — =1.
n—+00 Uy
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n+1

=14+— — 1ldoncn~n-+1.
n n—+oo

n +
vn? -3 4 3 4
oOnan—H: 1———i-f2 — 1 donc
n n n< n—-4oo
vVn?2—=3n4+4~n.

Les relations de comparaison pour les suites vérifient exactement les mémes propriétés que
celles pour les fonctions. De plus, on retrouve les mémes équivalents de référence.

Proposition 16: Equivalents de référence

Exemple 17. ¢ On a

Soit (un)nen une suite réelle qui ne s’annule pas & partir d’un certain rang et telle que
lim wu, = 0. Alors

n—-+o0o

1. sin(up) ~ Up; 6. sh(up) ~ up;

: 2
S ) e 7. ch(ug) ~ 1~ 2.
U

3. 1 —cos(un) ~ 771; 8. Va € R*, (1 + up)® — 1 ~ aup;

4. In(1 + up) ~ up; 9. tan(up) ~ Up;

5. e — 1~ uy;, 10. arctan(uy,) ~ Up,.

Remarque 22. En particulier, si (up)nen tend vers 0, alors /1 + u, — 1 ~ u?n

Démonstration. Il suffit d’appliquer les développements limités obtenus précédemment
pour les fonctions. [ |

Exemple 18. On a
cos (%) —1
sin (%)
Enfin, signalons la formule de Stirling, qui est un équivalent célebre, mais que nous ne
démontrerons ni n’utiliserons pas :

1
~Tme Ly
n

n! ~V2mn (ﬁ)n
e
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