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Exercice 1 : Deux endomorphismes sur les polynômes

1. • Soit (P,Q) ∈ E2, soit (λ, µ) ∈ R2. On a alors

f(λP + µQ) = (λP + µQ)′

= λP ′ + µQ′

= λf(P ) + µf(Q),

ce qui assure la linéarité de f .

• Soit (P,Q) ∈ F 2, soit (λ, µ) ∈ R2. On a alors

g(λP (X) + µQ(X)) = (X + 1)(λP (X) + µQ(X))

= λ(X + 1)P (X) + µ(X + 1)Q(X)

= λg(P (X)) + µg(Q(X)),

ce qui assure la linéarité de g.

Ainsi, f et g sont linéaires.

2. La famille BE est une famille de polynômes à degrés échelonnés : elle est donc libre.
Puisqu’elle est constituée de trois vecteurs de E et que dim(E) = 3, on en déduit que

la famille BE est une base deE.

3. On a dim(F ) = 2. Les vecteurs de BE (resp. de CE) étant libres, on en extrait une base
de F en prenant les deux vecteurs qui appartiennent à F , i.e. BF = (1, X + 1) (resp.
CF = (1, X).)

4. On a f(1) = 0, f(X) = 1 et f(X2) = 2X. La matrice de f dans les bases CE et CF s’écrit
donc

A =

(
0 1 0
0 0 2

)
.

De même, on a g(1) = X + 1 et g(X) = X2 +X.

La matrice de g dans les bases CF et CE s’écrit donc

B =

1 0
1 1
0 1

 .

5. On a f ◦ g(1) = f(X + 1) = 1 et f ◦ g(X) = f(X2 +X) = 2X + 1. La matrice de f ◦ g
dans la base CF s’écrit donc

C =

(
1 1
0 2

)
.



6. Vérifions le résultat de la question précédente par un calcul matriciel. On a

AB =

(
0 1 0
0 0 2

)1 0
1 1
0 1


=

(
1 1
0 2

)
= C,

ce qui est cohérent car C = MatCF (f ◦ g) = MatCE ,CF (f)×MatCF ,CE(g) = AB.

7. On a f(1) = 0, f(X + 1) = 1 et f

(
(X + 1)2

2

)
= X + 1. La matrice de f dans les bases

BE et BF s’écrit donc

A′ =

(
0 1 0
0 0 1

)
.

De même, on a g(1) = X + 1 et g(X + 1) = (X + 1)2 = 2
(X + 1)2

2
. Ainsi, la matrice de

g dans les bases BF et BE s’écrit

B′ =

0 0
1 0
0 2

 .

On a donc

C ′ = MatBF
(f ◦ g)

= MatBE ,BF
(f)×MatBF ,BE

(g)

= A′B′

=

(
0 1 0
0 0 1

)0 0
1 0
0 2


=

(
1 0
0 2

)
.

On pouvait aussi remarquer que f ◦ g(1) = 1 comme vu précédemment et que f ◦ g(X +
1) = f((X + 1)2) = 2(X + 1).

8. Par définition, la matrice de passage de la base CF à la base BF est

P =

(
1 1
0 1

)
.

On sait que P = MatBF ,CF (IdF ).

On a alors D = MatBE ,CF (f) = MatBF ,CF (IdF )MatBE ,BF
(f) = PA′ d’où

D =

(
1 1
0 1

)(
0 1 0
0 0 1

)
=

(
0 1 1
0 0 1

)
.



9. Puisque
(X + 1)2

2
=

1

2
X2 +X +

1

2
, la matrice de passage de la base CE à BE est

Q =


1 1

1

2
0 1 1

0 0
1

2

 .

On sait que Q = MatBE ,CE(IdE).

On a alors D = MatBE ,CF (f) = MatCE ,CF (f)MatBE ,CE(IdE) = AQ.

10. On a

PC ′P−1 = MatBF ,CF (IdE)MatBF
(f ◦ g)MatCF ,BF

= MatCF (f ◦ g)Mat = C.

Exercice 2 : Trace d’une matrice

1. Tr(0n) =
n∑

k=1

0 = 0 et Tr(In) =
n∑

k=1

1 = n .

2. (a) Soit A ∈ Mn(R). On a

Tr(AT ) =
n∑

i=1

(AT )i,i =
n∑

i=1

ai,i

d’où ∀A ∈ Mn(R),Tr(AT ) = Tr(A).

(b) Soient (A,B) ∈ Mn(R)2, soient (λ, µ) ∈ R2. On a

Tr(λA+ µB) =
n∑

i=1

(λA+ µB)i,i =
n∑

i=1

λai,i + µbi,i = λ
n∑

i=1

ai,i + µ
n∑

i=1

bi,i

d’où ∀(A,B) ∈ Mn(R)2, ∀(λ, µ) ∈ R2,Tr(λA+ µB) = λTr(A) + µTr(B). Ainsi, l’ap-

plication Tr est une application linéaire à valeurs dansK : c’est bien une forme linéaire
sur Mn(K).

(c) Soient (A,B) ∈ Mn(R)2. On a

Tr(AB) =
n∑

i=1

(AB)i,i =
n∑

i=1

n∑
j=1

ai,jbj,i =
n∑

j=1

n∑
i=1

bj,iai,j =
n∑

j=1

(BA)j,j = Tr(BA).

Ainsi, ∀(A,B) ∈ Mn(R)2,Tr(AB) = Tr(BA).

(d) Soit A ∈ Mn(R), soit P ∈ Mn(R) inversible. D’après la question précédente, on a

Tr(P−1AP ) = Tr((P−1A)P ) = Tr(P (P−1A))

d’où Tr(P−1AP ) = Tr(A).

3. (a) Soit P la matrice de passage de la base B vers la base C. On sait d’après la formule de
changement de base que MatC(f) = P−1MatB(f)P. D’après la question précédente,

ceci implique que Tr(MatB(f)) = Tr(MatC(f)).



(b) Soit n = dim(E). Notons (e1, . . . , er) une base de Im(p) et (er+1, . . . , en) une base
de ker(p). Puisque E = Im(p) ⊕ ker(p), la famille (e1, . . . , en) est une base de E.
Par propriété d’un projecteur, on a pour tout i ∈ J1, rK, p(ei) = ei et pour tout i ∈

Jr+1, nK, p(ei) = 0E donc la matrice de p dans la base (e1, . . . , en) est

(
Ir 0r,n−r

0n−r,r 0n−r

)
dont la trace vaut r = dim(Im(p)) = rg(p).

D’après la question précédente, on en déduit que Tr(p) = rg(p).

4. (a) Tout d’abord, notons que φM est à valeurs dans K.

Soient (A,B) ∈ Mn(K)2. Soient (λ, µ) ∈ K2. Par linéarité de la trace, on trouve

φM(λA+µB) = Tr((λA+µB)M) = Tr(λAM+µBM) = λTr(AM)+µTr(BM) = λφM(A)+µφM(B)

donc φM est linéaire. On a donc bien montré que φM est une forme linéaire surMn(K).

(b) • Montrons que l’application φ est linéaire. Soit (λ, µ) ∈ K2, soit (M,N) ∈ (Mn(K))2.

Vérifions que φλM+µN = λφM + µφN .

Pour tout A ∈ Mn(K), on a

φλM+µN(A) = Tr(A(λM + µN))

= λTr(AM) + µTr(AN)

= λφM(A) + µφN(A)

où on a utilisé la linéarité de la trace.

Donc φλM+µn = λφM + µφN , i.e. φ(λM + µN) = λφ(M) + µφ(N), ce qui assure la
linéarité de φ.

• On remarque que dim(Mn(K)) = dim(L(Mn(K),K)) = n2.

Montrons que φ est injective.

SoitM ∈ ker(φ). Alors φM est l’application nulle, i.e. pour toutA ∈ Mn(K),Tr(AM) =
0.

En particulier, pour tout (i, j) ∈ J1;nK2, on a Tr(Ei,jM) = 0 où Ei,j est la matrice
avec un coefficient égal à 1 en i-ème ligne, j-ème colonne, et des 0 partout ailleurs.

Or, on a

Tr(Ei,jM) =
n∑

k=1

(Ei,jM)k,k

=
n∑

k=1

n∑
l=1

(Ei,j)k,l︸ ︷︷ ︸
=δi,kδj,l

Ml,k

= Mj,i.

Ainsi, Mj,i = 0 et ceci est valable pour tout (i, j) ∈ J1;nK2 donc la matrice M est
nulle.

On en déduit que ker(φ) = {0}, ce qui assure l’injectivité de φ.

Puisque φ est une application linéaire injective entre deux espaces de même dimension
finie, alors elle est bijective.

La bijectivité de φ s’exprime de la façon suivante : pour toute forme linéaire f sur
Mn(K), il existe une unique matrice M ∈ Mn(K) tel que f = φM , i.e. pour tout
A ∈ Mn(K), f(A) = Tr(AM), ce qui répond à la question.

(c) D’après la question précédente, il existe M ∈ Mn(K) telle que pour tout A ∈
Mn(K), f(A) = Tr(AM).



Par hypothèse, on a donc pour tout couple de matrices (A,B) ∈ (Mn(K))2,Tr(ABM) =
Tr(BAM).

Soit (i, j) ∈ J1;nK2, avec i ̸= j.

En se rappeleant que Tr(Ei,jM) = Mj,i, que Ei,jEj,j = Ei,j et que Ej,jEi,j = 0 car
i ̸= j, on obtient

Mj,i = Tr(Ei,jM) = Tr(Ei,jEj,jM) = Tr(Ej,jEi,jM) = Tr(0) = 0

d’où Mj,i = 0 pour tout i ̸= j. Ainsi M est une matrice diagonale.

Par ailleurs, on a pour tout (i, j) ∈ J1, nK2

Mi,i = Tr(Ei,iM) = Tr(Ei,jEj,iM) = Tr(Ej,iEi,jM) = Tr(Ej,jM) = Mj,j

d’où Mi,i = Mj,j pour tout (i, j) ∈ J1, nK2. Ainsi, tous les coefficients diagonaux de
M sont égaux. On en déduit qu’il existe λ ∈ K tel que M = λIn.

Finalement, on a donc bien pour tout A ∈ Mn(K), f(A) = Tr(A × λIn) = λTr(A),

d’où f = λTr.


