LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°12

Exercice 1 : Deux endomorphismes sur les polynémes
1. e Soit (P,Q) € E?, soit (\, 1) € R%. On a alors
fAP+pQ) = (AP +pQ)
= AP 4l
= M(P)+pf(Q),

ce qui assure la linéarité de f.
e Soit (P,Q) € F?, soit (\, 1) € R% On a alors
gAP(X) + pQ(X)) = (X +1)(AP(X) 4+ pQ(X))
= MX+1)PX)+pu(X+1)Q(X)
= Ag(P(X)) + ng(Q(X)),

ce qui assure la linéarité de g.

‘Ainsi, f et g sont linéaires.‘

2. La famille Bg est une famille de polynomes a degrés échelonnés : elle est donc libre.
Puisqu’elle est constituée de trois vecteurs de E et que dim(E) = 3, on en déduit que

la famille Bg est une base de F. ‘

3. On a dim(F') = 2. Les vecteurs de Bg (resp. de Cg) étant libres, on en extrait une base
de F' en prenant les deux vecteurs qui appartiennent a F', i.e. Bp = (1, X + 1) (resp.
Cr= (17 X))

4. Ona f(1) =0, f(X) =1et f(X?) = 2X. La matrice de f dans les bases Cg et Cp s’écrit
donc
010
A= (0 0 2) '
De méme, on a g(1) = X +1et g(X) = X2+ X.
La matrice de g dans les bases Cr et Cg s’écrit donc

10
B=111
01

5. O0na fog(l)=f(X+1)=1let fog(X)= f(X?+ X)=2X + 1. La matrice de fog
dans la base Cr s’écrit donc
1 1
¢= (0 2)'



6. Vérifions le résultat de la question précédente par un calcul matriciel. On a
10
AB = (8 ; (2)) 11
01
(11
—\0 2
- C,

ce qui est cohérent car C' = Matc,. (f o g) = Matc, ¢, (f) X Mate, ¢, (9) = AB.

(X +1)2
2

, (010
A_(o 0 1)‘

Deméme,onag(l)=X+let g(X +1)=(X+1)2=2

g dans les bases Br et By s’écrit

7. Onaf(l):O,f(X+1)zletf<

Bg et Br s’écrit donc

) = X + 1. La matrice de f dans les bases

(X +1)?

5 . Ainsi, la matrice de

%

I
o= o
N O O

On a donc

Cl = MatBF<ng)

Matgs, 5, (f) x Matg, 5,(g)
= A'B

- (o1)

On pouvait aussi remarquer que fog(1) = 1 comme vu précédemment et que f o g(X +
D =f(X+1)?%=2(X+1).

0
1
0

N OO

8. Par définition, la matrice de passage de la base Cr a la base Bp est

1 1
P (0 1) |
On sait que P = Matg,, ¢, (Idr).
On a alors D = Matg, ¢,.(f) = Matg, ¢, (Idr)Matp, 5,.(f) = PA" d’ou

b ()0
(0



9. Puisque

X +1)? 1 1
% = §X2 + X+ 3 la matrice de passage de la base Cg a Bg est

S =

1
2
1
1
2

On sait que @ = Matg, ¢, (Idg).
On a alors D = Matg, ¢,.(f) = Mate, ¢, (f)Matg, ¢, (Idg) = AQ.

10. On a

PC/P_I = MatBF’CF (IdE)MatBF(f o) g)MathﬁF = Math(f o) g)Mat =C.

Exercice 2 : Trace d’une matrice

L | Tr(0,) =) 0=0]et|Te(l,) =) 1=n]|
k=1

2. (a) Soit A € M,(R). On a

n n

Tr(AT) = Z(AT>ZZ = Z ;i

i=1 =1

d’ott |VA € M, (R), Tr(AT) = Tr(A).
(b) Soient (A4, B) € M,,(R)?, soient (\, ) € R%. On a

n

Tr(AA + pB) =Y (A + uB)i, Z)\a“—i—,ub“—)\Za“—i—,qu”
i=1

dou|V(A, B) € M, (R)*,Y(\, i) € R* Tr(AA + puB) = ATr(A) + pTr(B). | Ainsi, 'ap-
plication Tr est une application linéaire a valeurs dans K : ¢’est bien une forme linéaire
sur M,,(K).

(c) Soient (A4, B) € M,(R)?. On a

n

Tr(AB) =) (AB)ii =Y > aihjai=»_ > bjai;= Z(BA)M = Tr(BA).

i=1 i=1 j=1 =1 i=1

Ainsi, |V(A, B) € M, (R)? Tr(AB) = Tr(BA).
(d) Soit A € M, (R), soit P € M, (R) inversible. D’apres la question précédente, on a

Ty(P'AP) = Ti((PTA)P) = Te(P(P1 A))

d'ou | Te(P~'AP) = Tr(A). |

3. (a) Soit P la matrice de passage de la base B vers la base C. On sait d’apres la formule de
changement de base que Mate(f) = P~'Matg(f)P. D’apres la question précédente,

ceci implique que | Tr(Matg(f)) = Tr(Mate(f)).




(b) Soit n = dim(F). Notons (ey,...,e,) une base de Im(p) et (ey41,...,€,) une base
de ker(p). Puisque E = Im(p) @ ker(p), la famille (ey,...,e,) est une base de E.
Par propriété d'un projecteur, on a pour tout i € [1,7],p(e;) = e; et pour tout i €
[r+1,n],p(e;) = 0 donc la matrice de p dans la base (eq, ..., e,) est (0 L 06’"_7")
dont la trace vaut r = dim(Im(p)) = rg(p). 7

D’apres la question précédente, on en déduit que | Tr(p) = rg(p).

4. (a) Tout d’abord, notons que ¢y est a valeurs dans K.
Soient (A, B) € M,,(K)?%. Soient (), 1) € K2. Par linéarité de la trace, on trouve

orm(ANA+pB) = Tr(AMA+uB)M) = Tr(AMAM+puBM) = NTr(AM)+puTr(BM) = Aoy (A)+pen (B

donc ¢y est linéaire. On a donc bien montré que | ¢y est une forme linéaire sur M, (K).
(b) e Montrons que I'application ¢ est linéaire. Soit (A, 1) € K2, soit (M, N) € (M, (K))?2.

Vérifions que papun = Apm + pon.
Pour tout A € M,,(K), on a

oav+un(A) = Tr(AAM + uN))
= ANTr(AM) + pTr(AN)
= Apum(A) + pon(4)

ou on a utilisé la linéarité de la trace.

Donc ©xnitpun = Aom + ppn, ie. o AM + pN) = Xp(M) + pp(N), ce qui assure la
linéarité de ¢.

e On remarque que dim(M,,(K)) = dim(£L(M,,(K),K)) = n?.

Montrons que ¢ est injective.

Soit M € ker(p). Alors ¢, est 'application nulle, i.e. pour tout A € M,,(K), Tr(AM) =
0.

En particulier, pour tout (i,7) € [1;n]? on a Tr(E; ;M) = 0 ot E;; est la matrice
avec un coefficient égal a 1 en i-eme ligne, j-éme colonne, et des 0 partout ailleurs.
Or, on a

n

TI"(EZ'J'M) = Z(Ei,jM)kJﬂ
k=1

= > (Eij)es M
k=1 =1 v

= M.

=6;,165,1

Ainsi, M;; = 0 et ceci est valable pour tout (¢,7) € [1;n]* donc la matrice M est
nulle.
On en déduit que ker(¢) = {0}, ce qui assure I'injectivité de .
Puisque ¢ est une application linéaire injective entre deux espaces de méme dimension
finie, alors elle est bijective.
La bijectivité de ¢ s’exprime de la fagon suivante : pour toute forme linéaire f sur
M, (K), il existe une unique matrice M € M, (K) tel que f = ¢y, i.e. pour tout
A e M, (K), f(A) = Tr(AM), ce qui répond a la question.

(c) D’apres la question précédente, il existe M € M, (K) telle que pour tout A €
M, (K), f(A) = Tr(AM).



Par hypothese, on a donc pour tout couple de matrices (A, B) € (M,(K))?, Tr(ABM) =
Te(BAM).

Soit (i, 7) € [1;n]?, avec i # j.

En se rappeleant que Tr(E; ;M) = M,;, que E; ;E;; = E; ; et que E;,;E; ; = 0 car

i # j, on obtient

Mj,i = TI‘(EZ'J'M) = TI‘(EZ',jEjJ‘M) = TI'(EjJE@jM) == TI‘(O) =0
d’out M;; = 0 pour tout 7 # j. Ainsi M est une matrice diagonale.
Par ailleurs, on a pour tout (i,7) € [1,n]?
Mm’ = TI'(ELZM) = TI'(EZ'J‘E]”Z'M) = TI'(Ej,iEZ‘,jM> = TI'(E]‘J‘M) = Mj,j

d’ou M;; = M, ; pour tout (i,7) € [1,n]? Ainsi, tous les coefficients diagonaux de
M sont égaux. On en déduit qu’il existe A € K tel que M = \I,,.
Finalement, on a donc bien pour tout A € M,,(K), f(A) = Tr(A x AL,) = ATr(A),



