LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES N°6

Exercice 1 : Un endomorphisme de polynémes

PartieI : Cas n=3

1. Soit n € N. Pour tout k& € [0,n],deg(P;) = k. Ainsi, la famille (F,...,P,) est une
famille de n 4+ 1 polynomes a degrés échelonnés dans R, [X], qui est de dimension n + 1 :

la famille (P, . .., P,) est donc une base de R, [X].
2. Soient (P, Q) € (R3][X])?, soient (), u) € R?.
On a

AP +puQ) = AP+ pQ)(X +1) — (AP + pQ)(X)
= MP(X +1)-P(X)) +p(Q(X +1) - Q(X))
= Ap(P) + pp(Q)

donc ¢ est bien linéaire.

Il reste a montrer que ¢ est a valeurs dans R3[X].
Soit P = a3 X? + as X? + a1 X + ag € R3[X].

On a

p(P) = as(X +1)"+a2(X +1)° + a2 (X +1) + ap — asX? — 22X — a1 X — g
= 3&3X2 + (3&5 + QGQ)X + a3+ as+ a1 € Rd[X]

donc | p est bien un endomorphisme de R3[X].

1 1 1 1
3. OH&PU = 1,P1 :X, PQ = §X(X—1> = §X2—§X6t P3 = 6X(X-1)<X—2) =
1 1 1
6X3 — §X2 + §X donc
1 0 O 0
o1 -1 1
Matg (Cg) = 2 3
’ 00 5 -
0 0 O 5
On a
2
Mate, (X3 —3X?4+ X +2) = Mate, (Bs) x Matg, (X?—3X?+X +2) = Matg, (C3) ' x _]‘3
1

Inversons Matg, (C3) par la méthode du pivot de Gauss.
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X3 —3X?24+ X +2=6P;— P, +2P,.

. D’aprés le calcul fait en question 2, on a p(1) = 0,p(X) = 1,0(X?) = 2X + 1 et

0111
0 2 3

3) _ ay?2 _
©(X°) =3X" 43X + 1 donc | Matg(p) = 000 3
0000

. Ona

Matc3 (gO) = M&t33 (C3)_1Mat33 (@)Matgg (Cg)
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d’ou | Mate, (p) = 000 1
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On lit sur la matrice que | p(Fy) = 0, 0(P1) = Py, o(P2) = Pret o(P3) = P,.
. Puisque (P, Py, P», P3) est une base de R3[X], on a

Im(p) = Vect(p(Fo), (1), o(FP2), o(Ps)) = Vect(0, Py, Py, P).

Or, (P, P1, P,) est une base de Ry[X ] donc |Im(p) = Ry[X].
D’apres le théoreme du rang, on a dim(ker(y)) = dim(R3[X]) — dim(Im(yp)) =4 -3 = 1.
Or, 1 € ker(yp) donc Vect(1) = Ry[X]| C ker(yp) et par égalité des dimensions, on en
conclut que | ker(p) = Ro[X].




Partie II : Cas général
7. Soit n € N.

1 n
On a Pn+1 = mIHfX — k') donc

e(Pot1) = Pupi(X +1) = B (X)

_ ﬁ(H(XJrl—k)—H(X—k))

_ ﬁ(H(X—(k—l))—H(X—k))
" \k=0 k=0
X+1—-(X—n)) 1
- . n+1 HX k)
B TL+1 n—1
N n—l—l‘
= mH(X—k;)
k=1

donc |pour toutn € N, o(P,11) = P,.
8. @ Sid =0, alors P est constant et on a p(P) = P(X +1) — P(X) = 0 donc

deg(¢(P)) = —oosi deg(P) = 0.

e Supposons que d = deg(P) € N* Puisque (B, ..., P;) est une base de Ry[X], il existe

d—1
(Xos - - -5 Ag) € R tels que P = Z Mo = NPy + Z Aer1Pri1 avec A\g # 0.
k=0 k=0

Par linéarité de ¢ et en utilisant la question précédente, on a

d—1 -
P(P) =X ¢(Po)+ > Mn1¢(Pr1) = Y Mt i
—— — —

=0
Or, pour tout k € [0,d — 1], deg(P;) = k.
d—2

Puisque Ay # 0, alors deg(A\gPy_1) =d—1 > deg (Z )\kHPk) donc deg(p(P)) =d —1,
k=0

i.e. [deg(p(P)) = deg(P) — 1si deg(P) > 0.

e On en déduit par récurrence descendante que

deg(¢?(P)) = deg(p(P)) — 1 = deg(P) — 2,...,deg(¢"(P)) = deg(P) —d = 0.

Ainsi, ¢?(P) est constant donc |@?™(P) = ¢(p*(P)) = 0.

9. Soit P € R[X]. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.
elnitialisation : Pour n =0, on a

n

> () ortree s n = () 1P o) = P = ()

k=0

3



10.

ce qui prouve la propriété au rang n = 0.

eHérédité : Soit n € N fixé. Supposons que ¢"(P) = (Z) (—1)"*P(X + k).
k=0

n+1
1
Montrons que ¢ (P) = Z (n_]: )(—1)”+1_kP(X + k).
k=0
Par linéarité de ¢, on a
PP) = o

—~
3
S —~
v
SN—
N—

I

AN
e ~ 6
£
g

(Z) (—1)"*P(X + k))

(=1)" " p(P(X +k))

Il Il
o
M= M-
o
R
> 3 > 3
N N~ ~__

(—1)"MP(X +k+1)—P(X +k))

- %; (Z (—1)"FP(X +k+1) — i <Z) (—1)"*P(X + k)
= nil (k i 1)(—1)”“"“1)(){ + k) + i <Z)(—1)”+1‘kP(X +k)

k=0 | \ ) N ,
=0si k=0 =0sik=n-+1
n+1
1
= > (nz >(—1)"“’“P<X +k),

k=0

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.
On a donc bien montré que

n "(P) = - (7 —1)n* .
VP € R[X],Vn € N, ¢"(P) 2 (k>< D"PP(X + k)

(a) Soit d € [0,n].
e Si d =0, on sait que p(F,) = 0.
e Supposons que d > 0. On a p(BPy) = Py_1,¢*(Py) = p(Py_1) = Py_s, etc...
Par récurrence immédiate, on montre que pour tout k € [0, d], o*(Py) = Py_y.

Finalement, | pour tout d € [0, n], pour tout k € [0,d], *(Py) = Py_s.

e Par définition, 0 est racine de P; pour tout d > 0.
Soit d € [0, n], soit k € [0, d.

> Si k # d, alors d—k > 0 donc d’apres la remarque précédente, *(Py) = Py_1(0) =

0.
> Si k = d, alors p*(P;) = Py = 1 donc (p*(P))(0) = 1.

On a donc bien | pour tout d € [0,n], pour tout k € [0, d], (¢"(Py))(0) = 644




(b) Soit P € R,[X]. Puisque (P, ..., P,) est une base de R, [X], il existe (Ag,...,\,) €
R™*! tel que P = Z APy

d=0

Soit k € [0,n]. Par linéarité de ¢*, on a *(P) = Z Aa®(P;) puis en évaluant ce

d=0
dernier polynome en 0, on trouve

d=0 —y
=0k,d
et ce pour tout k € [0, n].
On a donc bien | P = Z(gpk(P))(O)Pk.
k=0
11. (a) D’apres la question précédente, la décomposition de X™ dans la base (F,..., P,)

n

de R, [X] est X™ = Z(cpk(P))(O)Pk. On sait que pour tout k € [0, n], deg(Fy) = k

k=0
1

et que le ceeflicient dominant de P, est — En comparant les ceefficients dominants
n!

de X™ et P,, la formule précédente donne (¢"(X"))(0) = n!. Or, p"(X™) est un

polynéme constant donc | " (X") = n!|.

En évaluant en 0 la formule trouvée en question 9, on obtient

nl = i (Z) (—1) kg,

k=0

(b) Soit 7 € [0,n — 1]. Puisque i < n, on sait que ¢"(X*) = 0. De nouveau, en évaluant
en 0 la formule trouvée en question 9, on obtient

0= Zn: (Z) (—1)" "

k=0

Exercice 2 : Bases duales et transposition
1. Soit x € E. Puisque (ey,...,e,) est une base de F, il existe (A1,...,\,) € K" tels que
T = Z Aje;.
j=1
Soit i € [1,n]. Par linéarité de e, on a

——
6..

e;(x) =Y Aeiley) = A
Eee

Ainsi, pour tout i € [1,n], \; = ef(x) donc |x = Ze*(x)ei.




2. Soit ¢ € E*. D’apres la question précédente, on a pour tout x € E,

plr) = ¢ (Z 63(%)62-)) = Z pleie;(r) = <Z w(ei)ei") ()

=1

donc |Vp € E*, ¢ = Z o(e;)e
i=1
3. La question précédente montre que (7, ..., €} ) est une famille génératrice de E* constituée
de n vecteurs de E*. Or, on sait que dim(E*) = dim(L(F,K)) = dim(F) = n donc
(e],...,er)est une base de E*.

4. Par définition de P, on a pour tout j € [1,n], f; = Z j€i. Or, d’apres la question 1,

n

pour tout j € [1,n], on a f; = Z e;(f;)ei. Par unicité des coordonnées dans une base,

=1
on en déduit que pour tout (,j) € [1,n]*, P,; = e (f;).
D’apres la question précédente, pour tout j € [1,n], on a

6 _Ze fzf _Zszf _ZPT)i,jfi*-
=1

Par définition d’une matrice de passage, ceci signifie que la matrice de passage de la base
(ff, ..., [r) vers (eq,...,€5) est PT.

On en déduit que |la matrice de passage de (e, ..., e5)vers (ff,..., fF)est (PT)™ = (P71,

5. (a) Tout d’abord, puisqu'une composée d’applications linéaires est une application linéaire,
il est clair que pour tout ¢ € E*, po f € E*.
Soit (p,1) € (E*)?, soit (A, n) € K.
On a

T+ u) = Mo+ mp) o f=Xpo f+mbo f=AT(p)+pufr ()

donc | f1' € L(EY).

(b) Par définition de A, on a pour tout j € [1,n], f(e)) ZA”eZ et fle;) =

n

Ze;‘(f(ej))ei donc pour tout (4,7) € [1,n]?, Ai; = e;(f(e;)) = e} o f(e;).
i=1
Pour tout j € [1,n], on a

ffe)=¢eof= Ze o f)(e)e ZA“e _ZAT)i,jG:
i=1

el)est AT

(c) D’apres les formules de changement de base, on a

donc |1la matrice de f* dans la base (e}, . . .

? TL

Mate- (f7) = Matg- (C*) " 'Matg- (f7)Matg- (C*) = PTAT(P~ )T =|(P*AP)T.




6. e Montrons que V¥ est linéaire.
Soient (f,g) € L(E)?, soient (A, 1) € K2. Pour tout ¢ € E*, on a

Af+1g)" (0) =po (A +ug) =Apo f+pupog=AT(p)+ug"(¢)

donc (Af + ug)t = NfT + ug?, i.e. WNf + pug) = MNU(f) + u¥(g), ce qui prouve que ¥
est linéaire.

e Montrons que ¥ est injectif.

Soit f € ker(V¥), i.e. fI' =0. Soit A = Matg(f).

D’apres la question 5.(b), Matg-(f?) = AT. Puisque f7 =0, on a AT = 0 donc A = 0,
i.e. Matg(f) = 0, ce qui prouve que f = Oz(g).

Ainsi, ker(¥) = {0z g)} donc ¥ est injectif.

Or, dim(£L(FE)) = dim(E)? = dim(E*)? = dim(L(E*)) donc U'injectivité de ¥ implique la
bijectivité de V.

On en conclut que ‘ U est un isomorphisme. ‘

Probleme : Pseudo-inverses

A - Exemples et contre-exemples

1. (a) Soit u~! I'automorphisme réciproque de wu.

On a alors yuou tou = u,utouou ' =utetuou! =u'ou = Idg donc
——— ——
:IdE :IdE

v~ ! est un pseudo-inverse de w.

(b) Par propriété d'un projecteur, on a pop = p, donc popop = pop = p. Ainsi,
’ pest un pseudo-inverse de p.‘

2. (a) e Montrons que f; est linéaire. Soient (u,v) € (R?*)? avec u = (z,y) et v = (2/,y).
Soient (A, 1 € R?). On a
HQu+po) = fi(dz + pa', dy + py')

= (=Az—px’ + My + py',0)

= M=z +y,0) +pu(=2"+y,0)

= AMi(w) + pfi(v)
donc | f; est un endomorphisme de R?.
b PUiSque fl(el) = fl(]-ao) = (_LO) = —e et f1(€2) = f1(071) = (LO) = €1, la

matrice de f; dans la base B est |[Matg(f1) = (_1 1) :

0 0
(b) On a (z,y) € ker(f1) © —x+y =0 < x = y donc ker(f;) = {(z,2),z € R} =
Vect((1,1)) donc | (1, 1) est une base de ker(f;).| Puisque ker(f1) # {(0,0)}, on peut
affirmer que ‘fl n’est pas injectif. ‘
On a Im(f;) = Vect(fi(e1), fi(e2)) = Vect((—1,0), (1,0)) = Vect((1,0)) donc

(1,0) est une base de Im(f).

Puisque Im(f;) # R?, on peut affirmer que ‘fl n’est pas surjectif.‘

Enfin, on a Matg(f3) = Matg(f1)? = (_01 é) (_01 (1)) = <(1) _01> # Matg(f1)

donc fZ # fi, ce qui signifie que ‘fl n’est pas un projecteur. ‘ Notons que f2 = —f;.
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(¢) ((1,0),(1,1)) est une famille libre (car constituée de deux vecteurs non colinéaires)
a deux vecteurs dans R? qui est de dimension 2 : c¢’est donc une base de R2.

Ainsi, |R?* = Vect((1,0)) @ Vect((1,1)) = Im(f,) @ ker(f1).

(d) On a Matg(g) = (Z 2) . On a alors les équivalences suivantes :

gofi=fiog & Matg(go fi) =Mats(fiog)
< Matg(g) x Matg(fi1) = Matg(f1) x Matg(g)

=600 0) =0 o) (o)
o ({;Z Z) 0(a+b —co+d)

(e) Raisonnons par analyse-synthese.

eAnalyse :
Supposons que f; admette un pseudo-inverse g tel que Matg(g) = <Z 2) . D’apres

la question précédente, puisque go fi = frog, on ab = 0 et d = a + ¢ donc
c

Mat(g) = (O a+ c)
De plus, puisque f; = fiogo fi, on a Matg(f1) = Matg(f1) x Matg(g) x Matg(f1),i.e.

(0 0)= (o o) (6 a0 o) =00 ) (0 0)=( )

d’ot a = —1.
Enfin, puisque g = g o f1 0 g, on a Matp(g) = Matg(g) x Matg(f1) x Matg(g).i.e.

(gf )= )G ) ) =6 D) E ) =G )

Finalement, Matg(g) = <_01 (1)> = Matg(f1) donc g = fi.

eSynthese : Soit g = f1. On a déja remarqué que [ = —f;.
On a alors

flogofl:f13=f120f1=—f10f1:—f12:fh
goficg=—fiofio(=h)=f=hHh=y

et go fi = fiog = f2 donc g est bien un pseudo-inverse de f;.

On en conclut que ‘ f1 est 'unique pseudo-inversse de f;. ‘

3. (a) On aker(fz) = {(z,y) € R,y =0} = {(z,0),z € R} = Vect((1,0)).
D’autre part, Im(f2) = {(y,0),y € R} = Vect((1,0)) = ker(f). Ainsi, ker(f2) N
Im(fy) = Vect((1,0)) # {(0,0)} donc ker(f2) et Im( f2) ne sont pas en somme directe.

A fortiori, |on n’a pasR? = ker(fa) @ Im(f,).




c D)

& Matg(g) = (0 a)

& Y(z,y) € R? g(z,y) = (ax + cy, ay).

Les endomorphismes qui commutent avec fo sont donc de la forme

g(z,y) = (az + cy, ay), ou (a,c) € R?.

(c) Supposons que f» admette un pseudo-inverse g. Alors go fo = fo 0 g donc d’apres la

question précédente, on a Matz(g) = ((C)L Z) :

Puisque fo = fa0go0 fa, on a Mats(f2) = Matp(f2) x Mats(g) x Matgs(f2), ie.

(o) @6 o606 660

ce qui est absurde!

On en conclut que ‘ fan’admet pas de pseudo-inverse. ‘

B - D’autres pseudo-inverses

1. On remarque que les trois conditions pour que g soit un pseudo-inverse de f sont symétriques,
i.e. elles sont inchangées si on échange f et g. On en déduit que si g est un pseudo-inverse
de f, alors ’ f est un pseudo-inverse de g.

2. Puisque f et g commutent, on a pour tout k € N,

ffoghoff=(fogof)i=fF goffogi=(gofog)f=g" et ffogh=g"0of"

donc | pour tout k € N, g est un pseudo-inverse de f*.

3. Posons g = hogoh™™.
On a

fogof=(hofoh™)o(hogoh™)o(hofoh™)=ho(fogof)oh™ =hofoh™ = f,

Gofog= (hogoh™)o(hofoh™o(hogoh™) =ho(gofog)oh™* =hogoh™' =g,
et

fogz(hofohfl)o(hogohfl):ho(fog)ohfl:ho(gof)ohflzgof

donc [§ = h o goh™ ' est un pseudo-inverse de f.
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4. Posons p € L(R?) la projection sur Vect(ey) parallelement & Vect(e;), i.e. pour tout
(z,y) € R? p(x,y) = (0,y).
D’apres la question 1 de la partie A, on sait que p admet un pseudo-inverse. De plus, on
a montré en partie A que f; admet un pseudo-inverse.

Ol", pour tout (ZE,y) S RQ: (fl Op)(xuy) = f1<07y) = (y70) = fQ(x7y) donc fl op = f2 et
on a montré en partie A que fo n’admet pas de pseudo-inverse.

Ainsi, ‘ f1 et padmettent chacun un pseudo-inverse mais f; o pn’en admet pas. ‘
5. On a d’une part fogo foh= foh.
=f
D’autre part, (fog)o(foh)=(go f)o(hof)=gof.
=f

Ainsi, hof=foh=gof=fog.

On en déduit que g = go fog = hof o g = hofoh = h donc ‘ f admet un unique pseudo-inverse.
—~— —~—

=hof =foh

C - Condition nécessaire d’existence
1. En utilisant les propriétés du pseudo-inverse, on a

(fog)l=(fog)o(fog)=fog
—

=9

donc ‘f o g = go fest un projecteur. ‘

2. (a) e Soit z € ker(f). On a f(z) = 0g donc go f(x) = g(0g) = 0p i.e. x € ker(go f), ce
qui prouve l'inclusion ker(f) C ker(g o f).

En utilisant la méme propriété, on a ker(gof) C ker(fogof) = ker(f) car fogof = f.
On a donc bien |ker(g o f) = ker(f).

e Soit x € Im(f o g). Il existe un a € E tel que z = fog(a) = f(g(a)) € Im(f), ce
qui prouve 'inclusion Im(f o g) C Im(f).

En utilisant la méme propriété, puisque f = fogo f, on a Im(f) =Im(fogo f) C
Im(f o g) d’ou finalement |Im(f o g) = Im(f).
(b) Puisque fog=go f est un projecteur, on a F = ker(f o g) @ Im(f o g).

Or, d’apres la question précédente, ker(f o g) = ker(g o f) = ker(f) et Im(fog) =
Im(f) donc | E' = ker(f) & Im(f).

D - Condition suffisante d’existence

1. Pour tout z € Im(f),ona f(z) € Im(f) donc f(Im(f)) C Im(f), i.e.|Im(f)est stable par f.

2. e Soit y € Im(f).
Par définition, il existe x € E tel que f(z) = y. Puisque E = ker(f) @ Im(f), il existe
(xg,xr) € ker(f) x Im(f) tel que x = i + z;.
Par linéarité de f, on a f(z) = f(rx) + f(xr). Or, f(zxx) = Op car xx € ker(f) donc
f(z) = f(xr) avec xzy € Im(f), i.e. y = fr(xr), ce qui prouve que fr est surjectif.
e Soit x € ker(fr). Alors fr(z) = f(x) = 0g donc x € ker(f) NIm(f) = {Og}. Ainsi,
ker(fr) = {0g}, ce qui prouve que f; est injectif.

On en conclut que ‘ frest bijectif. ‘
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3. (a) Soient x = zx + x; avec (zvk,xy) € ker(f) x Im(f) et y = yx + yr ave (yx,yr) €

ker(f) x Im(f).
Soient (A, 1) € K2 On a

g Az +py) = g((Mek + pyk) + (Aer + pyr))

J N J
-~

eker(f) elm(f)
= [z + pyr)

= M)+ pfr (v (linéarité de f;71)
= Ag(z) + pg(y)

donc ‘ g est linéaire. ‘

(b) Soit x = zx + z; avec (xg,x;) € ker(f) x Im(f). Puisque xx € ker(f), on a
f(@) = flex) + f(zr) = f(zr) = fi(zr) donc :
o fogo f(x) = flg(fr(zr)) = f(f; (fi(z0)) = fla1) = f(z);
e gofoglx)=gof(fi (x)=g(fi(fy (21) = g(z1) = f; '(21) = g();
€lm(f)
o go f(x) = g(fr(xn) = f; ' (fr(zn)) = 21 = fi(f; (21) = F(fi (21) = fog(a).
On adonc bien f = fogof,g = gofoget fog = gof donc‘gest le pseudo-inverse de f‘
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