Intégration

L’objectif de ce chapitre est de définir I'intégrale d’une fonction continue sur un segment
a valeurs dans R ou C. Aussi, dans tout le chapitre, [a,b] désignera un segment inclus dans R,
ott (a,b) € R? tels que a < b.

La définition de I'intégrale d’une fonction sur un intervalle quelconque sera vue en deuxieme
année.

21.1 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

21.1.1 Fonctions en escalier

Définition 1: Subdivision d’un segment

Soit [a, b] un segment inclus dans R.
On appelle subdivision du segment [a, b] tout sous-ensemble fini {xo, ..., z,} de [a,b] tel
que
a=xg<x1 <<z =b.
La quantité rglgx 1(mk+1 — x3,) est appelée le pas de la subdivision.

IIKKN—

b—
Remarque 1. On dit que la subdivision est réguliere si pour tout k € [0,n],zx = a+ k =y

b—a

Dans ce cas, le pas de la subdivision vaut

n
Définition 2: Fonctions en escalier

Soit f : [a,b] — R.

On dit que f est une fonction en escalier sur le segment [a, b] s'il existe une subdivision
{z0,...,2n} de [a,b] telle que pour tout k € [0,n — 1], f est constante sur |xg, Tgi1[.
Une telle subdivision est dite adaptée a la fonction f.

On note &([a, b],R) I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] & valeurs dans R.

Remarque 2. e La valeur de la fonction f en les (zx)o<k<n n’a aucune importance. En parti-
culier, une fonction en escalier n’est pas nécessairement continue.

e Si f et g sont des fonctions en escalier sur [a,b], alors pour tout (a, ) € R af + Bg est
en escalier sur [a, b].

En effet, f et g ne changent de valeur qu’un nombre fini de fois et on trouve une subdivision
adaptée a la fois pour f et pour g en considérant tous les réels de [a, b] (qui sont nécessairement
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en nombre fini) ot une des deux fonctions change de valeur. Cette subdivision sera alors adaptée
A af + Bg pour tout (o, B) € R2.

Définition 3: Intégrale d’une fonction en escalier

Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier sur [a, b].
Soit {xg,...,z,} une subdivision adaptée a la fonction f telle que

Vk € [0,n — 1], 3\ €R, Ak

Tp,Thp1| —

b b
On appelle intégrale de f sur le segment [a, b], notée f, / f ou / f(t)dt la quantité
[a,b] a a

b n—1
/ F= (@41 — @) M
a k=0

Remarque 3. e Notons que cette définition ne dépend pas de la subdivision choisie, pourvu
qu’elle soit adaptée a f.
e Si f est constante égale a A sur [a, b], alors

b n—1 n—1
/ f:Z(ka _$k)>\:)\z$k+l — 2k = Mzp —20) = AMb—a).
a k=0 k=0

En particulier, I'intégrale de la fonction nulle est nulle.

o Géométriquement, l'intégrale d’une fonction en escalier correspond a une somme d’aires
de rectangles comptées positivement si le rectangle est situé au-dessus de ’axe des abscisses,
négativement dans le cas contraire.

a
e Par convention, on pose / f=0.
a

Proposition 1: Propriétés de I’intégrale d’une fonction en escalier

Soient f et g deux fonctions en escalier sur le segment [a, b].
1. (Linéarité) Pour tout (o, 3) € R?, on a

/abozf+ﬁg:oz/abf+ﬁ/abg.

b
2. (Positivité) Si f > 0 sur [a,b], alors / f=0.

b b
3. (Croissance) Si f < g sur [a, b], alors / f< / g.

4. (Relation de Chasles)
Pour tout ¢ € [a,b], on a

c b b
[o+fr=]r
a C a
Démonstration.

Soit {xg,...,zy} une subdivision adaptée a f et a g, i.e. pour tout k € [0,n — 1], il existe
(Mg, pi) € R? tels que pour tout t €]ay, zpr1], f(t) = M et g(t) = .

b n—1 b n—1
Par définition, on a alors / /= Z($k+1 —xp) A\ et / g= Z(wk+1 — T -
a k=0 a k=0

Année 2025-2026 2 /24 Alex Panetta



PCSI Lycée Fénelon

1. Fixons (a, 3) € R2.

La subdivision {x, ..., z,} est adaptée & af + g car pour tout k € [0,n — 1], pour tout
t €|z, pp[, af () + Bg(t) = o + Bru.
Ainsi, par définition de l'intégrale d’une fonction en escalier, on a

b n—1 n—1 n—1 b b
/ af+8g =Y (wppi—ae)(@htBur) = @Y (Trri—wi) +B Y (@rs1—zx) s, = a/ f+5/ 9-
@ k=0 k=0 k=0 a a

2. Supposons que pour tout t € [a,b], f(t) = 0. Ainsi, pour tout k € [0,n — 1], A\ = 0 donc

b n—1
/ f= Z(aij — x) A\, = 0 car c’est une somme de termes positifs.
a k=0

3. Supposons que pour tout t € [a,b], f(t) < g(t), i.e. g — f = 0 sur [a,b]. Puisque g — f est
b

une fonction en escalier sur [a,b], d’apres le point précédent, on a / g—f=0.
a

b b b b b b
Or, d’apres le premier point, / g—f= / g —/ f donc / g —/ f=0,ie. / f <
a a a a a a

b
X
4. Soit ¢ € [a, b].

e Sice {xg,...,xy}, notons p € [0,n] tel que x, = c et on a alors

c b p—1 n—1 n—1 b
/ f +/ F= (@hn — o)+ D (@ern — ) d = Y (@rg1 — 2p) Ak = / f.
a c k—0 a

k=p k=0

e Sinon, notons p € [1,n] tel que z,_1 < ¢ < z,. On pose alors la nouvelle subdivision
suivante : pour tout k € [0,p—1], yx = xk, yp = c et pour tout k € [p+1,n+1], yx = z4_1.
Posons alors pour tout k € [0,p — 1], A}, = A et pour tout k € [p,n], ) = A\p—1 de telle
sorte que pour tout k € [0,n], f; =\,

L’ensemble {yo, ..., Yn+1} est alors une subdivision de [a, b] adaptée & f telle que {yo, ..., yp}
est une subdivsion de [a, c] et {yp, ..., ynt1} est une subdivision de [c, b].

Yk>Yht11

Par définition, on a alors
n

c b p—1 n b
/ f +/ F= Wk =N+ YW1 — v\ = DUkt — vV, = / f.
a ¢ k=0 k=p @

k=0

c b b
Dans les deux cas, on a bien / f +/ f= / f.
a C a

a b b
Remarque 4. D’apres la relation de Chasles, on a / f+ / f= / f donc on retrouve
a a a

JE
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21.1.2 Définition de l’intégrale d’une fonction continue sur un segment

Lemme 1: Approximation d’une fonction continue par des fonctions en esca-

lier

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le segment [a, b].
Pour tout € > 0, il existe deux fonctions ¢ et 1 en escalier sur [a, b] telles que

Vo € [a,b], p(z) < fz) <) et 0<P(z) —p(z) <e

Démonstration. Soit € > 0 fixé.
e Commengons par montrer qu’il existe une fonction en escalier g sur [a, b] telle que pour
tout = € [a,b)], |f(z) — g(x)| < e. Notons

E = {t € la,b],3g € £([a,t],R),Vz € [a,t],|f(x) — g(x)| < e}.

Tout d’abord, notons que a € E : en effet, la fonction ¢ :  — f(a) est en escalier sur [a, a]
et vérifie bien |f(z) — g(z)| < € pour tout z € [a, al.

Ainsi, F est une partie de R non vide et majorée par b : elle admet donc une borne supérieure,
notée s € [a, b].

Montrons que s € E et que s = b.

Par continuité de f en s, il existe § > 0 tel que pour tout = € [s—0d, s+0]N[a, b], |f(x)—f(s)] <

Par caractérisation de la borne supérieure, il existe tg € F tel que s — 6 < tg < s. Par

définition de F, il existe donc g € £([a, to], R) tel que pour tout x € [a, tol, |f(x) — g(z)| < e.
l[a,c] —> R
Posons ¢ = min(s + 9,b) et h : g(x) siz € la,ty
( ) v { f((si six e][to, c]]

Puisque g est en escalier, la fonction h est en escalier sur [a,c|] et on a bien pour tout
x € [a,c],|f(x) — h(x)| < e donc c € E.

Sic=s40, on aurait s +9 € E avec s+ ¢ > s = sup(E) : c’est impossible. Donc ¢ = b et
puisque ¢ € E, on en déduit que b € E.

Par définition de F, il existe donc bien g € £([a, b, R) tel que pour tout x € [a,b], |f(x) —
g(@)| <e.

e D’apres le point précédent, il existe g € £([a, b], R) telle que pour tout x € [a,b],|f(x) —
g@)| < 5 le g(x) =5 < f(z) <g(z) + 3.

Posons pour tout = € [a,b], p(x) = g(x) — 5 et Y(x) = g(x) + 5.

On a bien (¢,v%) € (E([a,b],R)? telles que pour tout = € [a,b],o(z) < f(z) < Y(x) et
0 < ¥(z) —pla) < e. "

Proposition 2: Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le segment [a, b].

b b
On définit I'intégrale de la fonction f sur le segment [a, b], notée fs / f ou / f(t)dt
[a,b] a a

par

/abf:sup{/abgp,gpES([a,b],R),gpg f} :mf{/:w,@z) € &l b, R), ¢ > f}.

b
Démonstration. e Soit A = {/ 0, € E([a,b],R), o < f} . Montrons que sup(A) existe.
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Tout d’abord, notons que cet ensemble est non vide. En effet, d’apres le théoreme des
bornes atteintes, puisque f est continue sur le segment [a,b], on sait que f y est bornée. Soit

— min f(#).
m trerm]f()

Soit ¢ la fonction constante égale a m sur [a,b]. Alors ¢ € &£([a,b],R) et ¢ < f donc
b

o =m(b—a) € A, ce qui prouve que A est non vide.

Par ailleurs, soit M = max f(t).
t€(a,b]

Soit ¢ € &([a,b],R) telle que ¢ < f. Alors pour tout ¢t € [a,b], < M. Soit ¢ la fonction
constante égale & M sur [a,b]. On a alors ¢ < 1 et par croissance de l'intégrale d’une fonction

en escalier, on obtient
b b
[e< [ v=m0-0.
a a

Ainsi, A est une partie non vide de R majorée par M (b — a) : elle admet donc une borne
supérieure.

b
e De méme, on montre que B = {/ v, € E(Ja,b],R), ¢ > f} admet une borne inférieure.
¢ b
Avec les mémes notations que précédemment, B est non vide car contient / M et est
a

b
minorée par / m = m(b — a) donc B admet une borne inférieure.
a

e Montrons enfin que sup(A4) = inf(B).

Tout d’abord, si ¢ et 1 sont des fonctions en escalier sur [a,b] telles que ¢ < f < 1,
b b

alors p < 1 par croissance de l'intégrale des fonctions en escalier. Ceci signifie que

Va € AVbe Bla <b.

Si on fixe b € B, alors pour tout a € a,a < b donc b est un majorant de A, ce qui implique
que sup(A4) < b.

Ainsi, pour tout b € B,sup(A) < b donc sup(A) est un minorant de B, ce qui implique que
sup(A) < inf(B).

Soit € > 0. D’apres le lemme précédent, il existe deux fonctions en escalier ¢ et ¥ sur [a, b]
telles que pour tout x € [al; b, p(x) < f(w)b< P(z) et 0 < Y(x) —p(z) < e.

b b
Par définition, on a / ¢ € A donc / ¢ < sup(A4) et/ 1 € B donc / ¢ > inf(B). Il en

a a
b b
découle que / Y — / ¢ > inf(B) — sup(A). Or, par linéarité et croissance de l'intégrale des
a a

fonctions en escalier,

b b b b
Oginf(B)—sup(A)g/@Z)—/gpz/¢—¢</5:5(b—a)
a a a a
et ce pour tout € > 0. En faisant tendre ¢ vers 0, on trouve inf(B) — sup(A) = 0, i.e. sup(4) =
inf(B), ce qu’on voulait montrer. [ |

Remarque 5. e Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite
de fonctions en escalier (pn,)nen sur [a,b] telles que pour tout n € N ¢, < f et vérifiant

b b
Jdm [ e[

De méme, par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite de fonc-

b
tions en escalier (¢, )nen sur [a, b] telles que pour tout n € N, 4, > f et vérifiant lirf / Py =
n—-+0oo
a

[+
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Autrement dit, I'idée est d’approcher la courbe de f par des rectangles, situés au-dessus ou
en dessous de la courbe de f.
e On montre grace a cette définition que pour toute fonction f continue sur [a, b],

e[

En effet, par linéarité de l'intégrale d’une fonction en escalier, on a

_/abf _ _sup{/abcp,@eg([a,b],ﬂ%),gmf}

_ inf{—/abap,goeé’([a,b],R),sO< f}

— inf{/:—so,tpé E([a,b],R), —p > —f}

21.1.3 Propriétés de l’'intégrale d’une fonction continue sur un segment

Proposition 3: Propriétés de l’intégrale d’une fonction continue

Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b].

1. (Linéarité) Pour tout (o, 3) € R?, on a

/aboszrﬂg:oz/aberﬁ/abg

b
2. (Positivité) Si f > 0 sur [a, b], alors / f=0
a

b b
3. (Croissance) Si f < g sur [a, b], alors / f< / g

4. (Relation de Chasles)
€ b b
/ f+ / f= / f.

Pour tout ¢ € [a,b], on a

Démonstration.

b b b
1. e Commencons par montrer que / f+g= / f +/ g

On fixe (¢n)neN €t (¥n)nen deux suites de fonctions en escalier sur [a, b] telles que pour

tout n € Ny, < f,¢, <g, lim /gpn:/fet lim /wn—/
n—+o0o n—+oo
On a pour tout n € Ny, + 1, < f+ g et o, + ¥, € E([a,b],R) donc par définition,

/a ¢n+wn</a f+yg
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b
Or, par linéarité de 'intégrale d’une fonction en escalier, on / On+ Uy = / ont+ [ Un
a a a

b b b
donc pour tout n € N,/ ©On +/ Un < / f+g.
a a a

b b b
En passant a la limite quand n tend vers +oo, on obtient / f—+ / g < / f+ag.
a a a

En appliquant la méme propriété a f + g et —g, on a

/f+g+/—g /f+g /f

b b b b
Or, onadéjévuque/—g:—/gdonc/f+g—/g</fd’0f1/f+9<
/f+/getﬁnalement/f+g—/f+/

e Montrons que pour tout o € R / af =« / f

>ler cas : Sia =0, alors/af /O—O—Ox/f—a/f

>2eéme cas : Supposons que « > 0.

La suite (apy)nen est une suite de fonctions en escalier telle que pour tout n € N, agp,, <

b b
af (puisque a > 0) donc / apy, < / af.
a a
b
Or, par linéarité de l'intégrale des fonctions en escalier, on a pour tout n € N, « / P =
b b ¢
/ apn < / af et en passant a la limite quand n tend vers 400, on obtient a [ f <
ab a a
/ af.
a
1
En appliquant la méme propriété au réel — > 0 et a la fonction continue af, on trouve
1 [t b b b @ b b
/ afé/ af:/ fd’oil/ afgoz/ f(cara>0)etﬁnalement/ af =
a Jq a @ a a a @
b
a/ I
a

>3eme cas : Supposons que a < 0. En appliquant le cas precedent auréel —a>0et ala

fonction continue —f (dont on sait déja que / —f= / f),on a

/abaf:/a”(_a)(_ =—a/ f=—(- /f—a/f

b
Finalement, pour tout réel «, on a / af=a | f.
a

e En combinant les deux points précédents, on a pour tout (a, ) € R? :

/abaerﬁgz/abozf+/:ﬁg=a/:f+ﬁ/abg

2. Supposons que f > 0 sur [a, b].
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Soit ¢ la fonction constante sur [a,b] égale & m = trel%;,l})] f(t) > 0. La fonction ¢ est en
escalier sur [a,b] et vérifie ¢ < f.
Par définition, on a alors / f= / e=m(b—a)>=0.

3. Par hypothese, on a g — f ; 0 sur fa, b] et g — f continue sur [a,b] donc par positivité de

b b b b
Iintégrale, on a / g — f = 0. Or, par linéarité de l'intégrale, / g—f= / g —/ f
a a a

donc/ /f ole/ /

4. Soit ¢ € [a, b]. D’apres le lemme, on peut trouver une suite de fonctions en escalier (¢, )nen
telle que pour tout n € N*| pour tout = € [a, b],

f@) = < onla) < J(@). ()

Par croissance et linéarité de l'intégrale, on a alors pour tout n € N*,

/ e - V0 < / ()i < / ' fla)da

b
D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que lim / on(z)dx = / f(z)dx

Puisque la double inégalité (x) est valable sur [a, b], elle est également valable sur [a, c] et

sur [c, b], ce qui permet d’obtenir que ngrfoo/a on(z)dx = /a f(x)dx et nll)r_{loo/c on(x)dx =

/c ’ f)de.

Or, d’apres la relation de Chasles pour l'intégrale de fonctions en escalier, on sait que

pour tout n € N*,
c b b
/ 90n+/ SOn:/ Pn-
a (& a

c b b
En passant a la limite quand n tend vers 400, on obtient / f+ / f= / f-
a & a

Remarque 6. On retrouve de nouveau a partir de la relation de Chasles que / f=0.

Définition 4: Extension de la notation

Soit [a,b] un segment inclus dans R, avec a < b.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le segment [a, b].

On définit b
[
b a

Remarque 7. e Ceci est cohérent avec la relation de Chasles : en effet, on a alors

/abf+/baf=0=/aaf-

La relation de Chasles est donc valable quelque soit ’ordre des bornes.
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e La linéarité de l'intégrale est valable quelque soit ’ordre des bornes : en effet, on a

/baaerBg:—/abaf+59=—a/abf—ﬁ/abg=a/baf+ﬁ/bag-

e En revanche, les propriétés de positivité et de croissance nécessitent d’avoir les bornes
dans le bon ordre!

b a b
Eneffet,sif}Osur[a,b],ona/f}Odonc/f:—/f<0.
a b a

Proposition 4

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive sur [a, b].
Alors

/bf(t)dt — 0o Vz e ab], f(z) = 0.

Démonstration. e Si f est identiquement nulle sur [a, b], c’est & dire constante égale a 0,

b
on a clairement / f(t)dt =0.

b
e Supposons que / f(t)dt = 0. Montrons que f est identiquement nulle sur [a, b].
a
Pour cela, supposons par 'absurde qu’il existe z¢ €la,b[ tel que f(zo) # 0, i.e. f(xzo) > 0
puisque f est positive.
Puisque f est continue en xp, il existe a > 0 tel que pour tout = € [xg — a, g + ],

T )~ ) < T2
d’olt pour tout = € [xg — a,zo + ¢, f(z) > f(;:w > 0. D’apres la relation de Chasles, on a
b To—« To+«o b
/ f(t)dt = / f(t)dt —I—/ f(t)dt + / f(t)dt.
a a To—Q o+

To—« b
Par positivité de I'intégrale, puisque f est positive sur [a, b] on a / f(t)dt = 0et / ft)dt >
a To+o

0 done / " Fyde > / T .

0o—«&

f (o)
2

Or, puisque pour tout = € [zg — a, o + o, f(x) > , on a par croissance de 'intégrale

/b F)dt > /ma Ft)dt > /WQ f(g())dt - f(;m) x (zo+a—(zo—a)) = f(;“” x2a = auf (o) > 0.

b b
On en déduit que / f(t)dt > 0, ce qui contredit ’hypothese que / f(t)dt = 0.

Ainsi, nécessairement pour tout = €|a, b], f(x) = 0 et puisque f est continue en a et en b on
a f(a) = lim+ f(x) =0et f(b) = lirlr)l f(x) = 0, ce qui prouve que f est identiquement nulle
T—a r—b—

sur [a, b]. [ |
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Proposition 5: Encadrement de I’intégrale

Soit f : [a,b] :— R une fonction continue.

1. (Inégalité de la moyenne)
Soient (m, M) € R? tels que pour tout = € [a,b],m < f(z) < M.

Alors .
m@—a)g/mﬂwﬁgﬂﬂb—@.

2. (Inégalité triangulaire intégrale)
On a
b b
[ rwa| < [
a a

Remarque 8. D’apres le théoreme des bornes atteintes, une fonction continue sur un segment
est bornée et atteint ses bornes donc on a toujours

(b—a) min f(z / f(t) (b —a) max f(z).
x€|a,b] xz€(a,b]

Démonstration.
1. Par hypothese, on a pour tout x € [a,b],m < f(x) < M. Par croissance de l'intégrale, on

en déduit )

/ mdt < / £(1) / Mdt

d’ott m(b — a) / f(t) M(b— a).
2. Pour tout = € [a,b], on a —| f z)| < f(z) < |f(x)|. Par croissance de I'intégrale, on en

déduit que / —|f()|dt < / ft)dt < / |f(t)|dt i.e.

[ [ o< [ iroa
ZU@4<[M@W

™
Exemple 1. Puisque pour tout x € [0, 7], —1 < cos(z) < 1, alors —7 < / cos(t)dt < .
0

d’ou

21.1.4 Valeur moyenne

Définition 5: Valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] avec a < b.
On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a, b] le nombre réel

1 b
b_a/‘ﬂwﬁ

Remarque 9. C’est la version continue d’'une moyenne discrete du type — E Tk
n
k=1
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Exemple 2. e Si une fonction continue f est d’intégrale nulle sur [a, b], alors sa valeur moyenne
est 0. Ceci confirme l'intuition géométrique, a savoir que si 'aire négative en dessous de I'axe
des abscisses est égale a 'aire positive au-dessus de 'axe des abscisses, alors la valeur moyenne
de la fonction est nulle.

e Soit K € R. On a
ak est k.

e Soit a > 0. Soit f :
de f sur [0,a] est

b
2 / kdt = k donc la valeur moyenne d’une fonction constante égale

2
. On a vu que / ft)dt = % donc la valeur moyenne
0

1 a
t)dt = —
—5 [ o
Théoreme 1: Théoreme de la valeur moyenne

Soit f une fonction continue sur [a, b].
La valeur moyenne de f sur [a,b] appartient a I'image de f, i.e.

Jc € [a,b)], f —a/f

Démonstration. Puisque f est continue sur le segment [a,b], on a déja vu que d’apres le

0,a] — R
[

théoreme des bornes atteintes, on a (b — a) m[ln f(z / ft)dt < (b—a) m[ax f(z) d’ou
z€[a,b
iy 1)< 2 [ 10 < s o)
Soient (m, M) € [a,b]? tels que f(m) = m[lnb} f(z)et f(M)= m{ai} f(x).
rE|a xe|a,

1 b
Ainsi, 4 / f(t)dt € [f(m), f(M)] donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,

il existe ¢ entre m et M, a fortiori ¢ € [a, b] tel que f(c [ |

21.2 Théoreme fondamental de ’analyse

Théoreme 2: Théoreme fondamental de ’analyse

Soit f : I — R une fonction continue sur l'intervalle I. Soit a € I.
xX

On considere la fonction F' définie sur I par F(z) = / f(t)dt.

a
La fonction F' est 'unique primitive de f sur I s’annulant en a, i.e.

Ve e I,F'(z) = f(z) et F(a)=0.

Démonstration. ¢ Montrons que F' est une primitive de f sur [.
Soit xg € I. Montrons que F est dérivable en xy et que F'(z) = f(xg), i.e. montrons que
F(x) - F(z
lim Fz) = Flzo) = f(xo).
T—TQ Tr — X
Soit x € I\ {zo}.

* lére démonstration :
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D’apres la relation de Chasles et la linéarité de I'intégrale, on a

F(z) = F(wo) _ flzg) = L </ax f(t)dt — /jo f(t)dt — (x — xg)f(m))

Tr — X0 r — X0

- ([ rwas [Cioa- [ sana)
_ x_lxo </m:f(t)dt—/x:f(x0)dt>
M

T I -0 </q,-0 (f(t) = f(%))dt) )
Soit € > 0.

Puisque f est continue en zg, il existe a > 0 tel que

Ve eINxg—a,zo+ o, |f(z) — f(zo)] < e.

On déduit du calcul précédent que pour tout z € (I'\ {zo}) N [xo — a,x0 + ],

F(z) — F(xo) ' 1 /””
—_— = — J(z = t) — f(xp))dt
T — o f( 0) ’CC—.’EO‘ xo(f() f( 0))
L 0 - s
< t)— flz t
’:C - ‘TO‘ min(zg,z) ‘
1 max(zo,x)
< €
"T - ‘TO‘ min(zo,z)
1
< |z — xole
|z — xo
< &
F(z) — F(x) F(z) — F(x)

ce qui prouve que lim — f(xo) =0, i.e. lim = f(=o).
T—x0 T — X T—x0 Tr — X

Ainsi, F est dérivable en x¢ et F'(z¢) = f(zg) et ce pour tout z¢ € I, donc F est bien une
primitive de f sur I.

* 2eme démonstration :

Supposons dans un premier temps que z > .

On a

F(x;:j;(:co) . _1950 </:f(t)dt ) /am f(t)dt> .. _1960 /3: F(t)dt.

Puisque f est continue sur [zg, x|, d’apres le théoreme de la valeur moyenne, il existe ¢, €

[0, 2] tel que )
Fles) = — / f(tyde = L@ = Flwo)
€T Lo xo X xo

Puisque z¢ < ¢, < x, d’apres le théoreme des gendarmes, lim c, = xzg.
T—T,
0

Or, par continuité de f en xg, lim f(x) = f(xo).
T—TQ

Ainsi, par composition de limites, lim f(c;) = f(z¢), ce qui prouve que

x%xaL
F(z)-F
tim D ZFE0) )
x—):cg T — o

et on en déduit que F est dérivable & droite en zg avec Fjj(zo) = f(xo).
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On montre de méme que F' est dérivable a gauche en xq avec F(zo) = f(0), ce qui prouve
que F est dérivable en zg et que F'(xg) = f(xo).
a

e Par définition de F, F'(a) = / f(t)dt =0.
e Enfin, si G est une primitive de f sur I telle que G(a) = 0, alors pour tout x € I,
(G —F)(z) =G'(x) - Fl(z) = f(z) - ( ) =

donc G — F est constante sur I égale a (G—F)(a) = G(a) — F(a) = 0 donc G = F, d’ou "unicité
de F. n

Remarque 10. e Ainsi, toute fonction continue sur un intervalle y admet des primitives (une
infinité, égales & une constante additive pres). Ceci légitime la définition de la fonction logarithme

xX x
néperien sur R par In(z) = / gdt = / — comme 'unique primitive de la fonction continue
1 1

t— n sur R’j_ s’annulant en 1.

e Si f est une fonction de classe C! sur I et si a € I, alors

= /az f/(t)dt

En effet, la fonction z — f(x) — f(a) est I'unique primitive de f’ sur I qui s’annule en a.
Plus généralement, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1

Soit f : I — R une fonction continue sur U'intervalle I. Soit £’ une primitive de f sur [.
Alors pour tout (a,b) € I?, on a

b
/ f()dt = F(b) — F(a).

b
On note / ft)dt = F(b) — F(a) = [F(t)]5.

Démonstration. Soit a € I.
La fonction z — F'(z) — F(a) est I'unique primitive de f sur I s’annulant en a donc pour

tout x € I,
/ F(tydt = F(x) - F(a)

b
donc pour tout b € I,/ f(t)dt = F(b) — F(a) et ceci est vrai pour tout (a,b) € I°. [ |

Remarque 11. Ce résultat fondamental permet de calculer facilement des intégrales en utilisant
les primitives usuelles.

1
d
Exemple 3. 0/0 Hixﬂ

0/07T sin(t)dt = [— cos(t)]§ = — cos(m) + cos(0) = 2.

= [arctan(z)]§ = arctan(1) — arctan(0) = %

1
./O 1 i —dz = [in(1 + 2)]} = n(2) - (1) = In(2)

3 ol 3 gn+l _ on+l
e Pour tout n € N,/ 2"dr = =
2 n+1], n+1

In(3)
o / edr = [e* Hng; =B _ @ =3 _9—1,
In(2)
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21.3 Meéthodes de calculs

21.3.1 Intégration par parties

Proposition 6: Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C* sur [a, b].
Alors

Démonstration. Notons que toutes les intégrales existent parce que u,v,u’,v’ et leurs
produits sont bien continues sur [a, b].
Par linéarité de 'intégrale, on a

b b b
/(u’(t)v(t)—i—u(t)v'(t))dt:/ u’(t)v(t)dt+/ u(t)v'(t)dt.

Or, la fonction uv est une primitive sur [a,b] de v'v + uv” donc

b b
d'oi / o (Bo(t)dt = [u()u(E)] — / w(t)o! (1)t n

Exemple 4. e Calculons / teldt. Pour cela, effectuons une intégration par parties en posant

0
u(t) =t,u/(t) = 1,0'(t) = e’ et v(t) = €'. On a alors

1 1
/ teldt = [te']p — / edt =e—[e]l=e—(e—1)=1.
0 0

e L’intégration par parties est une méthode efficace pour déterminer des primitives.
Par exemple, déterminons la primitive de arctan sur R qui s’annule en 0. On a alors pour
x
tout x € R, F(z) = / arctan(t)dt.
0

1

Posons u(t) = arctan(t), u/(t) = 112"

'(t) =1 et v(t) = t. On a alors pour tout z € R,

T

F(z) = [tarctan(t)]j —/0 mdt = rarctan(z)— [2 In(1 + tg)] = rarctan(z) — 5 In(1+x2).

0

1
Ainsi, la fonction x — z arctan(x) — 5 In(1+ 22) est 'unique primitive de arctan sur R qui

s’annule en 0.

21.3.2 Changement de variable

Soit f: I — R une fonction continue. Soit ¢ : [a, 8] — I une fonction de classe C! sur

[, B].
Alors

»(B) B
/ i = / (f o @) (1) (B)dt.
w(a) o
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Démonstration.

Notons que puisque ¢ est de classe C! sur [, ], la fonction ¢’ est continue sur [a, 3] et par
composition, la fonction f o ¢ est continue sur [a, 8] donc par produit, la fonction (f o @) x ¢’
est continue sur [«, 8] d’ou lexistence de U'intégrale de droite.

Soit F' une primitive de f sur l'intervalle I (F existe d’apres le théoréme fondamental de
lanalyse puisque f est continue sur I).

La fonction F o ¢ est dérivable sur [«, 5] par composition de fonctions dérivables et pour
tout ¢ € o, B, (F o)/ (t) = ¢' () F'((t)) = (f o @) ()¢’ (1).

On a donc

»(B)

o(a)

Remarque 12. e On n’a pas nécessairement p(a) < ().

b
e En pratique, quand on effectue un changement de variable pour calculer / f(x)dx en

a
posant z = p(t) &t = ¢~ 1(x) ol ¢ est bijective d’un intervalle I sur [a,b], on a dz = ¢'(t)dt.
Siz=a,t=¢ (a),siz=bt=¢p 1(b), on remplace z par ¢(t),dz par ©'(t) et on obtient

b 0~ L(b)
/ f(@)de = / Fo(0)¢ (1)t
a o 1(a)

ce qui correspond 4 la formule ci-dessus en remplacant o par ¢~ '(a) et 3 par ¢~ (b).

b
e En pratique, quand on effectue un changement de variable pour calculer / fp(t))dt,

a
ot ¢ : [a,b] — ¢([a,b]) est bijective, on pose x = p(t) & t = ¢~ !(x) d’olt "en dérivant”,
dt = (p~ 1) (z)dw.
Sit=a,x=p(a),sit=bax= o), onremplace p(t) par x,dt par (¢~ 1)(x)du et on
obtient

b (®)
[ rena= [ s@ey @i
a w(a)

Cette recette est justifiée car en appliquant le théoreme, on a

©(b) ©(b) 0~ (p(b)) b
/ F@) ™ (2)da = / ((Fog)op™) (@) (™) (2)dz = / fop(x)dz = / F(o(t)dt.

(a) p(a) e (p(a)

1
Exemple 5. e Calculons / V1 —z2dx.
~1
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quand t = 0,u = 0 et quand t = F,u =

s
/4
0

Posons ¢ : © — cos(z) sur [0, 7]. D’apres le théoréme, on a

COs

1 (0)
/ V1—22dr = V1 — x2dx
-1

cos(m)

= /WO V1 — cos?(z) cos’ () da
= /ﬂO M(— sin(z))dx

_ / |sin(z)| sin(z)dz

0

3

1 — COS(?m)dx

I
w.\zlw\:} M"“o\o\
)

dzx
z2 +a?’

¢ dx ¢ 1 dz
Ona | @2~ | @mz o
0 T7+a 0 0% (L)"+1

x N
Posons © = — & z = au d’ou dz = adu.
a

a
e Soit a € R*. Calculons /
0

A../a1 dx /11adu 1/1 du 1[t]1 T

1ns1 5 — = -5 - = — —— - = —l|arctan|y =

" Jo a2(£)2+1 o a2ui+1 afy u:+1 a 074
a

e Calculons / !
o cos(t)

du

sin?(x)dz  (car pour toutz € [0,7],sin(x) > 0)

du

dt
dt et ainsi = =

On pose u = sin(t) d’ou du = cos(t cos(?) cos(t)

~

2
2

[

donc

N

No
2

o= e T =2

vz
2

donc

/Z
0

1 (V241
= Vo

) = %m((\fu 1)) =In(v2+1).

1

7 5 Par ailleurs,
—u

<1 —Il—u + T u) du = %[ln(l—l—u)—ln(l—u)]

Coi(t)dt:;(m<l+§> i (1_@) L (24v2) (2 v2)) :;m@j@
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PCSI
Corollaire 2: Intégrale d’une fonction paire ou impaire
Soit a > 0. Soit f : [—a,a] — R une fonction continue sur [—a, a.

1. Si f est paire, alors f(t)dt = 2/ f(t)dt.
—a 0

a
2. Si f est impaire, alors f(t)dt = 0.
—a

Démonstration.
a
1. Supposons f paire et continue sur [—a,a] et calculons f(t)dt. D’apres la relation de
—a

0 a
ft)dt = ft)dt+ / f(t)dt. En effectuant le changement de variable
—a 0

a
Chasles, on a

u=—t,(du =

—a
—dt), on trouve

_if(”dt—/aof(—w(—du)—/Oaf(—u)du_/oaf(u)du

par parité de f.

a 0 a a a a
[ pwae= [ f(t)dt+/0 f(t)dt:/o f(u)du+/0 f(t)dt:2/0 F(t)dt.

Ainsi,

a
2. Supposons f impaire et continue sur [—a,a] et calculons f(t)dt. D’apres la relation
—a

a 0 a
de Chasles, on a fdt = f(t)dt —|—/ f(t)dt. En effectuant le changement de
—a —a 0

variable u = —t, (du = —dt), on trouve

_(; f(t)dt = /ao f(—u)(—du) = /Oa f(—u)du = /Oa —f(u)du = — /Oa F(u)du

par imparité de f et linéarité de l'intégrale.

Ainsi,

a 0 a a a
[ pwa= [ f(t)dt+/0 f(t)dt:—/o f(u)du—i—/o F(#)dt =0,

|
Exemple 6. o /2 cos(t)dt = 2/2 cos(t)dt = 2[sin(t)]0% = 2.
_xr 0
2
0/ sin(t)dt = 0.
_17r 1 371
0/ a:2dx:2/ a;2dx:2{x] :g,
~1 0 319 3
1
O/ 23dz = 0.
-1
17 / 24 Alex Panetta
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Corollaire 3: Intégrale d’une fonction périodique

Soit f : I — R une fonction continue et périodique de période T" > 0.

b+nT b
1. Pour tout (a,b) € I? et pour tout n € Z, / fdt = / f(t)dt
a+nT a

a+T T
2. Si I =R, pour tout a € R,/ f(t)dt = / f(t)dt
a 0

Démonstration.

1. Soient (a,b) € I?, soit n € Z. Puisque f est continue sur [a,b] et que f est T-périoque,
alors f est continue sur [a + nT, b+ nT] et on a par T-périodicité de f,

b+nT b+nT
/ F(t)dt = / F(t —nT)dt.

+nT +nT

Posons u =t — nT, d’ou du = dt. On en déduit

b+nT b
/ f(t—nT)dt—/ f(u)du
a+nT a
b+nT b
d'ott /WLT f(t)dt:/a f(t)dt

2. Soit a € R. Soit n = L%—i—lj Onaalorsf<n —|—1 dota<nT <a+T.

+T
Ainsi, d’apres la relation de Chasles, / t)dt = / ft)dt + / f(t)dt.

(n—1)T T
D’apres le premier alinéa, on a / f(t)dt = / f(t)dt = / f(t)dt.
(n—1) —(n—1)T

a a+T—n a—(n—1)
De méme, / e = / Tt = /0 .

T T—nT
De nouveau d’apres la relation de Chasles, on en déduit

a+T nT a+T T a—(n—-1)T T
/a F(t)dt = / F(t)dt+ /nT F(t)dt = /a_(n_l)Tf(t)dtJr /O F(t)dt = /0 F()dt.

5m

Exemple 7. o / !

™

tan(z)dr = /04 tan(z)dr = [— In(] cos(x)|)]0% =—In ( 5

a+2m
e Pour tout a € R,/ cos(t)dt = / cos(t)dt = [sin(t)]3™ = 0.
a 0
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21.4 Sommes de Riemann

21.4.1 Convergence des sommes de Riemann

Définition 6: Suite des sommes de Riemann

Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur un segment |[a, b].
On appelle suite des sommes de Riemann de la fonction f sur [a,b] la suite (Sy)nen+
défininie pour tout n € N* par

Remarque 13. Concrétement, pour un n € N* donné, on découpe le segment [a,b] en n

- k !
“ e+ S —a)a+ (b —a)| pour 0 <k <n—1,

segments de longueurs égales a

et on calcule la moyenne des valeurs de la fonction en les premiers points de chacun de ces
segments, i.e.

L’importance des sommes de Riemann est justifiée par le théoreme suivant :

Théoréme 4: Convergence des sommes de Riemann

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], avec a < b.
Alors la suite des sommes de Riemann de la fonction f sur [a,b] est convergente et

R k 1 b

Remarque 14. Autrement dit, la suite des sommes de Riemann, dont le terme général est la
moyenne de n valeurs prises par la fonction f, converge vers la valeur moyenne de f sur [a, b].

Démonstration. On admet le théoréeme dans le cas général. Montrons-le dans le cas ou f
est L-lipschitzienne pour L > 0, i.e. pour tout (z,y) € [a,b]?,|f(z) — f(y)| < L|z — y|.
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Soit n € N*. On a

L ri- 25 (o )
b—a J, ni T “
n—1 E+1 n—1 k+1
1 /a—|— = (b—a) 1 a+"=(b—a) k
f)dt — / f<a+b—a>dt
b_az; a+ﬁ(b—a) () b_az;) += (b a) n( )
n—1

k k
b—a))dt
e a+ (ba
1
b—az

n— a+k+1 b—a) ( (
a+k+1 b—a)
(f f< b—a))dt
k=0 |/t (b a)

(Chasles)

1
b—a

f)—=f

(linéarité de l'intégrale)

N

(inégalité triangulaire)

1 n—1 a+ k+1 (b—a)

b—a

N

ft)—r

b —a >> ’ dt (inégalité triangulaire intégrale).
k=0 “+

N

R ‘
/ Lit—|a+—(b—a)||dt (fL-lipschitzienne)
b—a k=0 a+%(b—a) n

n—1 b—a

L n k
d h td iableu =t — —(b—
— Z/o udu <c angement de variableu <a+ n( a)>>

N

N

N

. L(b-a) , 1 b 1 k
Or,ngrfoo%Odoncngrfwb_a/af(t)dt—nkz_of a+g(b—a) = 0 par compa-

raison d’ou

R S/ CRLI Ly o

[ |
fla) 132 k 1P
R 15. O insi lim —— + — —(b— = t)dt.
emarque naainsi lim = + - 221 f (a + n( a)) e f(t)
. o fla) Lo
P 1 =0, il It li E t)dt.
uisque lim =~ 0, il en résulte que Jim fla —|— —a) —a f(t)
f(b)

De méme, puisque lim

=0, on en déduit que
n—+oo n

nETooan< v-0)+ 0= L

On a donc également

b
S Y T Py
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21.4.2 Exemples d’application

Le théoreme de convergence des sommes de Riemann est tres utilie pour calculer des limites
de suites a priori compliquées a partir d’intégrales qu’on sait calculer facilement.
e On considere la suite (uy,)pen+ définie pour tout n € N* par

n

1 1 1 1
Un =T T haa T m;nﬂc'

1 o k 1
On remarque que pour tout n € N*, u, = — Zf <a +—(b— a)) ou f:xr—— , avec
n = n 14z

a=0etb=1.
On a donc

1 2n)1\ »
e On considere la suite (Sy,)nen+ définie pour tout n € N* par S, = — (( Tt) > :
n \ n!

poan ne s, = (20 = (L) = (I1(+))

Pour tout n € N*,.S;, > 0 et
1< k 1 « k
In(S,) = — In(l+—-)=- —(b—
n(S,) n;n<+n> an<a—|—n( a)>

avec a = 1,b =2 et f(z) = In(x).

2
Ainsi lim In(S,) = / In(t)dt = [zIn(z) — z]3 = 2In(2) — 2+ 1 = In(4) — 1, donc par
n—-+00 1

continuité de 'exponentielle :

lim S, =™@W-1 = é
n—=00 e

21.5 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 5: Formule de Taylor avec reste intégral (non exigible)

Soit I un intervalle inclus dans R. Soit a € I.
Soit f € C"*(I,R).
Alors pour tout « € I,

n ) (g v plnt1)
f(z) = bl )(a:—a)k—i-/ fn!(t)(x—t)”dt.

k!
k=0

Démonstration. Notons pour tout n € N la propriété P(n) :< si f est de classe C" ! sur I,

n (k) z f(n+1)
alors pour tout x € I, f(x) = g fa) (x —a)* + / fil(t)(a: — t)"dt »et montrons P(n)
n!
k=0 @

par récurrence sur n € N.
elnitialisation :
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Pour n = 0, on suppose que f est de classe C! sur I et d’apres le théoréme fondamental de
I’analyse, on a pour tout x € I,

@ 0, k(g z £(0+1)
+/a f’(t)dtzzf k'( )(m—a)k—i—/a f()!(t)(x—t)odt

k=0

donc la propriété est vraie au rang n = 0.

eHérédité : Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie. Montrons que la
propriété P(n + 1) est vraie.

On suppose que f est de classe C"12 sur I. A fortiori f est de classe C"*! sur I donc d’apres
I’hypothese de récurrence, on a pour tout x € I,

k) (g T p(nt1)
:Zf k'( )(x—a)k—l-/ S ; (t)(:z:—t)”dt.
k=0 a

Puisque f est de classe C"12 sur I, alors f("1) est de classe C! sur I.

On peut donc réaliser une intégration par parties en posant u(t) = fO+D (1), 4/ (t) =
n n+1
(n+2) / — (33 — t) _ (x - t) .
f (t),v'(t) o ,u(t) NCESE donc on obtient
— ~ f¥(a) k FrtD @) (@ — ) / f (n+2)( n+1
flx) = ;) o (=) + (1 11 —t)"Hat
_ = f(k) ((1) k f(n+1)( ) n+1 / f(n+2) n+1
= kz_o x (r—a)"+ ——- CE] (r —a) (x )" Tdt
n+1 (k) n+2
= / (z —a)k / f (z —t)"Tat,
— k:' (n+ 1

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Théoreme 6: Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit I un intervalle inclus dans R. Soit a € I.
Soit f € C*t(I,R). Soit M € R, tel que pour tout z € I, |f1 ()| < M.
Alors pour tout « € I,
n
¥ (a)
-3 I o
k=0

|z — a1

<M —— .
(n+1)!

Démonstration. Soit x € I. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, on a

mork) (g T f(n+l)
f(w)—zf k'( ) / fn'(t)(x—t)"dt :
k=0 a ’

(n—1) T _ \n+17%
<[ UG z;{/a(w_t)ndt_%[_m t ]

n+1
z £(n+1)
/ fil(t)(x — t)"dt <
a n!
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z r(n+1)
! (x —t)"dt

M(a: _ a)nJrl _ M|3§‘ _ a|n+l
(n+1! (n+1)

d’olt
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eSizx<a,ona

z r(n+l)
/a T2ty

z p£(n+1) _ p\ntl _ |n+1
on [ [ LU0 Mot _ Mol

(n—1) a _ n+l11@
<A|fmo% Wﬁgglg_W%_Mrt@>}x

n! n+1

Dans tous les cas, on a bien

Ve e, f(x)—z

k=0

~
—~
=
~

Remarque 16. Si I est un segment, puisque f est de classe C" ! sur I, alors f("+1) est continue
sur le segment I et on déduit du théoreme des bornes atteintes que f (”H) y est bornée, ce qui
assure l’existence du réel M dans le cas ou I est un segment.

el
S 120

3

Exemple 8. Pour tout z € R, 5

sin(z) —x + —

21.6 Intégrale d’une fonction continue sur un segment a valeurs
dans C

Dans toute cette section, on considere f : [a,b] — C ol [a, b] est un segment inclus dans R
et f est continue sur le segment [a,b]. On sait qu'on a alors f = Re(f) + i{Im(f) ou Re(f) et
Im(f) sont des fonctions continues sur [a, b] et & valeurs réelles.

Définition 7: Intégrale d’une fonction continue sur un segment a valeurs dans
C

Soit f : [a,b] — C continue. On définit / f par

/ /Re —i—z/ Im(f).

Remarque 17. e Notons que par définition,

Re</abf>:/abRe(f) ot Im</abf>:/ab1m(f).

e La plupart des propriétés vues ci-dessus pour 'intégrale d’une fonction continue a valeurs
réelles restent valables, par exemple la linéarité.

Proposition 7: Linéarité de I’intégrale pour des fonctions a valeurs complexes

Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b] & valeurs dans C.

Pour tout (), ) € C?, on a
b b b
/Af+ug=/\/f+u/ g
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Démonstration. Posons A = a +if et u =o' + i avec (o, 3,/, ') € R,
On a alors

(o +iB)(Re(f) + iIm(f)) + (o +iB")(Re(g) + ilm(g))
= (aRe(f) — BIm(f) + o/Re(g) — BTm(g)) + i(BRe(f) + olm(f) + f'Re(g) + o/Tm(g)).

Af+ ug

Par définition, on a alors

b b b
[ Arsng = [ aRe(s) - gn(s) + a'Re(g) - S1mn(g) + 7 [ BRe(f) + alm(f) + F'Re(g) + a'lm(y)

~ (a+iB) (/abRe(f>+i/ab1m(f)> + (o +iB) (/abRe(g)H/abIm(g))
b b
= /\/a f+u/a g

Remarque 18. Evidemment, la relation de Chasles, 'intégration par parties, le changement de
variable, le théoreme fondamental de I'analyse, la convergence des sommes de Riemann restent
également valable. En revanche, les propriétés de positivité et de croissance n’ont plus de sens
sur R.

Proposition 8: Majoration du module de l’intégrale

Soit f : [a,b] — C continue sur le segment [a, b].

Alors ,
[ t@ds

b
Démonstration. Soit p € RT et 6 € [0, 27] tels que / f(x)dz = pe®.
Alors ‘

< [ @

p=Re (/abf(x)e_wd$> = /ab Re(f(z)e *)dx < /ab IRe(f(x)e™?)|dz.

Or, [Re(f(z)e™™)| < |f(z)e ™| = |f(z)| et on en conclut que

/ab f(z)dzx

Remarque 19. Grace a cette inégalité, on montre 'inégalité de Taylor-Lagrange comme dans
le cas réel.

p:

< [ V@i
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