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Exercice 1 : La part du lion

1.

2.

e On a us = P(G; N Gy).

2 2 4

Puisque les jours sont indépendants, il vient us = P(G1) x P(G3) = 3%3 donc |uy = g
. 1 2 2 4

e De méme, us =P(Z1 NGy NG3) =P(Z) x P(G2) x P(Gs) = 3%3%3 donc |uz = 77

e Les seules contraintes pour que la premiere fois que le lion ait mangé deux gazelles de
suite aux troisieme et quatrieme repas sont qu’il ait mangé un zebre le deuxieme jour et
une gazelle le troisieme et le quatrieme jour (le premier jour n’ayant dans ce cas aucune
importance).

Ainsi, ‘E4 =ZyNG3NGy ‘ En utilisant encore I'indépendance des jours, on a donc uy =

1 2 2 1
P(Ey) = P(Zy) x P(G3) x P(Gy) = 3X3%X3 donc |uy = 77

(a) Soit k € [1,n].

Par définition de I'événement EX 42, Ce qui se passe avant le k-eme jour n’influe aucu-
nement sur sa réalisation. On se rappelle également que les jours sont indépendants
et notons que du k-eme jour au n + 2-eme jour inclus, ilyn+2—-k+1=n—~k+3
jours.

Ainsi, la probabilité que I’événement E* 4o Se réalise, c’est a dire que, entre le k-¢me
jour et le n 4+ 2-eme le lion mange pour la premiere fois une gazelle deux fois de
suite aux (n -+ 1)-eme et (n+ 2)-eme jour, revient a calculer la probabilité que le lion
mange pour la premiere fois une gazelle deux fois de suite aux (n — k + 2)-éme et
(n — k + 3)-eéme jour, ce qui est la probabilité de I'événement E,, 3.

AiHSi, ]P)(Es_’_z) = P<En—k+3) = Up—k+3-

(b) Pour que le lion mange pour la premiere fois deux fois d’affilée de la gazelle aux
(n 4+ 1)—eme et (n + 2)-eme jours, il y a deux cas :

— Soit le lion a mangé un zebre le premier jour, auquel cas, la premiere fois qu’il
aura mangé de la gazelle deux fois de suite entre le deuxieme et le (n + 2)-éme
jour sera aux (n+ 1)-eme et (n+2)-éme jours, ce qui est 'événement Z; NE?_,;

— Soit le lion a mangé une gazelle le premier jour. Puisque n + 2 > 4, il ne peut
pas avoir mangé de la gazelle aux deux premiers jours. Il a donc nécessairement
mangé un zebre le deuxieme jour, puis, la premiere fois qu’il aura mangé de
la gazelle deux fois de suite entre le troisieme et le (n + 2)-eme jour sera aux
(n + 1)-éme et (n + 2)-éme jours, ce qui est 'événement G1 N Z, N E3 .

On a donc

Evo=(Z1NE:,)U(GiNZyNEL).

P(Zy N Epyo)

(C) [ ] On a PZl(En+2) = P(Zl)



Or, d’apres la question précédente, on a
EwioNZi=(ZiNZ1NE2 ) U(ZiNGINZyNE:,,) = (ZiNE2,)
puisque Z; N G = 0.
On obtient donc (en utilisant de nouveau I'indépendance des jours et le résultat de
la question a)) :
P(ZyNEZ,) _ P(Z,) x P(E2,,)
P(Z1) P(Z)

Pz, (Ent2) = =P(Ey; 5) = Un—2+3

d’ou le (En+2) = Un+1-

e En raisonnant de méme, on a

P(E,oNG)) PGINZNE:,) 5 1
Pg,(Epi0) = = =P(Z P(E = —Uy_
Gl( +2> ]P)(Gl) ]P(G1> ( 2) X ( n+2) 3“ 3+3
1
d'ot |Pg, (Epi2) = gun.
(d) D’apres la formule des probabilités dans le systeme complet d’événements (Z;, G1),
on a
1 2 1

Untz = P(Ent2) = P(Z1) X Pz, (Enr2) + P(G1) X Pey (Bnv2) = 5 X Unsr + 3 X gn

- 1 2
d’ol |Upio = gunﬂ + §un.

1 2
3. e Pour que la relation soit vraie pour n = 1, il faut qu’on ait us = §u2 + —uy d’ot

9
9 LY_9(4 1 4
=\ 73% ) =5\577 379

1
e Pour que la relation soit vraie pour n = 0, il faut qu’on ait uy, = —u; + —ug d’out

3Ty
9 LY _9 4
Y=o (" 3] =57

4. L’équation caractéristique associée a cette suite récurrente linéaire d’ordre 2 est

1 2
EC):r*—-r—==0
(BEC) ir”—3r—3
. 2 1
dont les racines sont r; = 3 et ry = —3
2\" \"
Il existe donc deux réels (), 1) € R? tels que pour toutnGN,un:)\(g) +,u(—§> :
En évaluant pour n = 0 et n = 1, on obtient le systeme
2
w o= Atp 2 = At 3\ = 2 A=
2, 1 &1, 2, 1 @{ o 4
u = — _ - — — —_ = =
L T 3" 3¢ s no= g
2 2\" 4 1\"
Ainsi tout N, u, == - - —=
1nsi1, pour tout n € N, u 3><(3> +3><( 3) 1.e

2



—+00
1
Exercice 2 : Calcul de g —-
n
n=1

1. Soit k € Z*.

1
e Calculons / t cos(kmt)dt en effectuant une intégration par parties. Pour cela, on pose
0

in(kmt
u(t) =t,u'(t) = 1,0'(t) = cos(knt),v(t) = —smli m) et on obtient
s
! tsin(kat)]' 1 ' cos(knt)]'  cos(km) —1
/0 t cos(kmt)dt = {Th - E/o sin(knt)dt = [ R L =373

' (—1)F—1

d t krt)dt = —5——
onc /0 cos(kmt) 122

1
e Calculons / t2 cos(kmt)dt en effectuant une intégration par parties. Pour cela, on pose
0

_ sin(kmt)

u(t) = 2,4/ (t) = 2t,0'(t) = cos(knt),v(t) = S et on obtient
7r
1 2 o 1 1 1
2 2
/ t? cos(knt)dt = [—t Sm(kmf)} - —/ tsin(kmt)dt = ——/ tsin(kmt)dt.
0 km o km /o km Jo
On effectue une nouvelle intégration par parties en posant u(t) = t,u/(t) = 1,0'(t) =
, cos(kmt) .
—sin(knt), v(t) = ——— et on obtient
km
! 2 [teos(krt)]' 2 ! 2cos(kr) 2 [sin(knt)]’
t* cos(kmt)dt = — — krt)dt = -
/0 cos(knt) km { km L k:27r2/0 cos(knt) k2m? k2m? [ km L
2 _
donc /0 t* cos(kmt)dt = e

2. Soit k € Z* et (a,b) € R% Par lindarité de I'intégrale, on obtient

(~1(2a+b) ~b

1 1 1
/ (at* + bt) cos(knt)dt = a/ t? cos(kmt)dt + b/ t cos(kmt)dt =
0 0 0

k22
= —1)*(2a+b) —b 1
On veut { 2a_j1: b _ 7?2 de telle sorte que (=1) (k:;:;_ ) =12 d’ou puis
2
a=—|
2




3. Par linéarité de l'intégrale, on trouve
1 1 & a [t bl nooel
t/mﬁ+m §+§}m%m)dt: 2/ﬁﬁ+§/tﬁ+§;/mﬁ+mn%wmm
0 1 0 0 k=10

a 8310 b 21t N1
- 515]. 5 5] 2

BN e
64 k2
k=1
2 72 "1
= BoatrrE
k=1
_ |yl
~k 6
4. Soit n € N*, soit 0 €]0, 7[.
On a
Z cos(2k0) = Re (Z(COS(QkQ) + isin(?k@))) = Re (Z 62“‘“9) = Re (Z(ew)k> .
k=1 k=1 k=1 k=1

Puisque 6 €]0, 7|, on a 20 €]0, 27| donc €*? # 1. On reconnait donc une somme de termes
consécutifs d’une suite géométrique de raison différente de 1 et on obtient

zn:(em)k _ e%el - (€2i9)n
o 1 — e2i0
k=1
0i0 1— €2in0
= ¢ 1 _ 20
0i6 ein@(efiné’ _ 6in9)

ei?(e—i0 — ¢if)
_ ilnt1)o —2i sin(n#)
—2isin(0)
sin(nf)
sin(9)

= (cos((n+1)8) +isin((n+1)0))

cos((n + 1)8) sin(nh)

En identifiant les parties réelles, on obtient Z cos(2k0) = n(0)
sin

k=1

d’ou

2 cos((n + 1)0) sin(nh) _ sin(#) + 2 cos((n + 1)0) sin(nh)
sin(6) sin(6) '

1+2) cos(kf) =1+
k=1

Or, 2 cos((n+1)0) sin(nf) = sin((n+1)8+nb) —sin((n+1)0 —nb) = sin((2n+1)0) —sin(0)
sin((2n + 1))
sin(6) '

d'ou |1+ QZcos(k:Q) =
k=1

5. Soit A € R%.



6.

Puisque f et t — sin(\t) sont de classe C! sur [0,1], on peut réaliser une intégration par

parties et on obtient
) cos(At)
} / 1'(t) cos(At)d

/0 1f(t)sin()\t)dt -
(f(())— £(1) cos(A / F/(t) cos At)dt)

y|>—x|—|

Puisque f est de classe C' sur [0, 1], la fonction f’ est continue sur [0,1] donc ¢t —
1'(t) cos(At) est continue sur le segment [0, 1].

D’apres le théoreme des bornes atteintes, cette fonction est donc bornée sur le segment
0, 1].

On en déduit qu’il existe un réel M positif tel que pour tout ¢ € [0, 1], |f'(f) cos(At)| < M
d’ou

"(t) cos()\t)dt‘ < /1 |f/(t) cos(At)|dt < /1 Mdt =
0 0

Ainsi, pour tout A € R, on a d’apres I'inégalité triangulaire

‘f(O) — f(1) cos(A / f'(t) cos )\t)dt‘ < fO)] 4+ |£(1) cos(N)| + () cos()\t)dt’

< O+ FMI+ M

donc la fonction A — f(0) — f(1) cos(A / f'(t) cos(At)dt est bornée sur RY, ce qui im-

0) — )+ (At)dt
plique que Ahrf J(0) = /(1) cos(A fo ) cos( =0d’ou| lim / f(t)sin(At)dt =
—1+00

A A——+o00 0

0.

(a) e Montrons que f admet une limite finie en 0.

Tt
On sait que sin(x) > et %in% 5 = 0, donc par composition de limites, on obtient
_>
i

m(t?—2t) w{t*—2t) 7«

4)(%’5 = o —5(15—2);)—71' donc 15%]0(75):—71'

Ainsi, f(t) ~

On en déduit que | f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =
72 (2t — 2)sin(%) — Z(t* — 2t) cos(%)
4 sin”(Zt)

f" est continue sur |0, 1] comme composée de fonctions continues. Montrons qu’elle
admet une limite en 0.

On a

. La fonction

e On a pour tout ¢ €]0, 1], f/(¢) =

2 2

(2t — 2) sin (W—t) — T2 — 2t) cos (%t) = (2t-2) (%t + 0(t2)) - g(ﬂ —2t) (1 + o(t))

= it — g(t2 —2t) + o(t?)
= Ty o4
2
_ 1 Y w42 mt ~ T 2
donc (2t — 2)sin(%) — 5(t° — 2t) cos(%) et
2 ™
De plus, sin®(%) ) It :




T2 s s

i 1 / —71—2 —2 = — i / = —
Ainsi, f'(t) o e 12 il donc g%f (1) 5
D’apes le théoreme de la limite de la dérivée, on en déduit que f est dérivable en 0

et que f'(0) = g = 11_1}1& f'(t), ce qui prouve de plus que f’ est continue en 0, donc

fest de classe C' sur [0, 1].

t
(b) Soit n € N*| soit ¢ €]0, 1]. Alors % €]0, 5] cJ0,n[ donc en appliquant la question 4
t
pour 0 = %, on obtient

1 n
+ Y cos(knt) = 5 (1 +2 Z cos(2k0)

k=1 k=1

> _sin((2n+1)0) sin((2n + 1))

~ 2sin(f)  2sin(%)

N | —

On a alors pour tout n € N*
1 1 n L/ sin((2n + 1)Z)
2+ bt) | = krt) | dt| = —t*— 7%t 224t
/O(a + )(2+;COS( 7r)> /O (2 T ) 2 sin(%)
L r2(t? —2t) it
— ] 2 1)— ) dt
/0 4sin(Z) Sm(( ne )2>

- 1f gin (DT g
J, o (2575)

ou f est la fonction définie en question précédente (qui a bien été prolongée par
continuité en 0).

7. On a lim M

n——+oo 2

= +00. Or, d’apres la question 5, puisque f est de classe C! sur
1

[0,1], on a /\lirf / f(t)sin(At)dt = 0 donc par composition de limites, on en déduit que
—+00 0

1
2 1
lim / f(t)sin (Wt) dt = 0, puis grace a la question précédente,
0

n—-+o0o

1

1 n
. 2 _
lim (at® + bt) (5 + kgl COS(/{:W?S)) dt = 0.

n——+oo 0

Or, d’apres la question 3, pour tout n € N*,

! 1 u 1 x
2 _
/0 (at® + bt) <§ + kg_l cos(kmf)) dt = ER




Probléme : Etude d’une transformation fonctionnelle

Partie A - Quelques exemples

1. Soit a € R. On pose pour tout = € I, f(z) = a.
On a alors

Vee I,LT(f)(x) :/Ow j_tdt:a[ln(l—f-t)]g:aln(l—I—x).

2. On a

z lnilT‘i‘tt)dt = %[(ln(l + t))Q]g — %(111(1 + ZL’))2 .

vz € LT()() :/0

3. (a) Soit n € N*. On a pour tout = € I

T (x))_/x tnﬂdi_/xtnLdt_/It" - dt_/xt”dt—/x "
" B o L+t B 0 1+t 0 1+t B 0 o 141

n+1

Qo | T(fuen)(x) = g = T(f) (@)

(b) Soit x € I. Montrons par récurrence que pour tout n € N,

T(f)(z) = (=1)" <ln(1 +2) + Z(—l)k%> :

elnitialisation : Pour n = 0, on a d’apres la premiere question

0
| ¥
T = [ ——dt=1n(1 = (—1)° | In(1 —1)F-
(f)@) = | Tigdt=Mn(1+2) = (-1) (n( +x>+;< ) k)
ce qui prouve la propriété au rang n = 0.
n k
eHérédité : Soit n € N. Supposons que T'(f,,)(z) = (—1)" <ln(1 +z) + Z(—l)k%) .
k=1
D’apres la question précédente et 'hypothese de récurrence, on a
xn—l—l
T(fr)a) = g = T(f)(@)

+1

= (A (mu o)+ Z(—l)’f%)

n+1 k
= (=1)"! (111(1 +x) + Z(—l)k%> ,

ce qui prouve la propriété au rang n + 1.
On a donc bien montré par récurrence que

Vne N,Ve e I,T(f,)(z) = (—=1)" <1n(1 + ) + i(—l) ;) :




Soit n € N. En utilisant le développement limité de x — In(1 + x) en 0 & lordre n,
on trouve

u %k “ xk
(@) =, (1" (—Z(—wk?+0<x“+1>+2<—1>k?> =, 0"

k=1 k=1

dot |T(f,)(x) = O(x™).

z—0

4. e Soit f € E. Puisque f est continue sur I, d’apres le théoreme fondamental de I'analyse,

t
on sait que T'(f) est 'unique primitive de t tf—i(——)l qui s’annule en 0. En particulier,

T(f) est continue (car dérivable) sur I donc T'(f) € E, ce qui prouve que T': £ — E.

e Vérifions que T est linéaire. Soient (f,g) € E?, soient (A, u) € R2 Par linéarité de
I'intégrale, on a pour tout x € I,

Tt = [ gy [Ty "D 4@t

d’ou T(Af + pg) = NT(f) + uT(g), ce qui prouve que ‘Test un endomorphisme de E. ‘

e Soit f € ker(T"). On a pour tout x € 1,0 = T(f)(z) = / f(t)dt. D’apres le théoreme
0

fondamental de I'analyse, on a alors pour tout x € I, % = (T(f))(x) =0, d’ou pour
x

tout z € I, f(z) = 0.

Réciproquement, il est clair que si f = 0, alos T'(f) = 0 donc |ker(T) = {0g}, | ce qui

prouve que ‘Test injectif. ‘
e Montrons que Im(7T') = {g € C*(I,R), g(0) = 0} par double inclusion.
Soit g € Im(T), ie. il existe f € E tel que pour tout x € I,g(x) = (T(f))(z) =

i oo
/0 tfi—)ldt. On a bien g(0) = 0 et pour tout = € I,¢'(z) = a{f)l

qui est bien une

fonction continue sur I puisque f l'est donc g € C'(I,R).
Réciproquement, soit g € C*(I,R) telle que g(0) = 0. D’apres le théoreme fondamental

T+ 1)g(t
de l'analyse, on a pour tout = € I, g(z) = / g (t)dt = / %dt.
0 0
Or, puisque g € C*(I,R), g est continue sur I donc il en est de méme de la fonction
fix— (x4 1)¢'(z) et d’apres le calcul ci-dessus, on a bien g = T(f) € Im(T).

On a donc bien montré que [Im(7T) = {g € C*(I,R), g(0) = 0}.

Partie B - Etude d’un cas particulier

5. D’apres le théoreme fondamental de I'analyse, T'(f) est dérivable sur I et on a pour tout

—T

x el (T(f))(z)= $€+ > 0 donc | T'(f) est strictement croissante sur /.

—T

6. Il s’agit de déterminer le développement limité a ’ordre 2 en 0 de x — T Par produit

de développements limités, on a

e’ x? 52
= (1—x+?+0(332)) (1 -2+ 2%+ o(z?)) :1—2x+7+0(x2).

-+ 1 z—0



Par primitivation de ce développement limité, on obtient

T(f)(x)IiOT(f)(O)—l—x—:r:Z—i-%xS—l—o(a:?’) A —l—%g—i-o( %).

Par troncature, T'(f) admet un développement limité d’ordre 1 en 0 qui est T'(f)(x) =
T—

x + o(z) donc la courbe de T'(f) admet la droite d’équation y = x pour tangente en 0.
Puisque T'(f)(x) — z = —1? + o(2?) avec —z* < 0 au voisinage de 0, on en déduit que
z—

la courbe de T'(f) est située en-dessous de sa tangente en 0.

1
Soit z > 0. On a pour tout ¢ € [0, z], 1 < 1 donc par croissance de l'intégrale, on a

T(f)(x) < / Cetdt = [e T =1—eT <L,

ainsi pour tout =z > 0,7(f)(x) < 1.
Ainsi, la fonction (T'(f)) est croissante et majorée par 1 sur /. D’apres le théoreme de la li-

mite monotone, on en déduit que | T'(f)(z) admet une limite finie quand x tend vers + oo.

Pour tout z €] — 1,0], on a —e~* < —1 donc par croissance de 'intégrale, on a pour tout

x €] —1,0] (attention a I'ordre des bornes!) :

T(f)(x):/ox < dtz—/o e [ M s P =t 1),

t+1 t+1 Lt+1

Puisque lim In(z+1) = —o0, on en déduit par comparaison que lim+ T(f)(x) = —o0.
z——171 z——1

Partie C - Comportement en +oo

9.

(a) On sait que lim f(z) = 0. Par définition, il existe alors A > 0 tel que pour tout
T—+400

x € [A, +oof, |f(x)] < 1.
Puisque f est continue sur le segment [0, A], d’apres le théoreme des bornes atteintes,
la fonction f est bornée sur [0, A] donc il existe M € R, tel que pour tout z €

[0, AL, [f ()] < M.

Ainsi, pour tout x € Ry, |f(z)| < max(1, M), ce qui prouve que| f est bornée sur [0, +00].

(b) Soit € > 0.
Puisque lirf f(z) =0, il existe A > 1 tel que pour tout x > A, |f(z)| <
T—r+00

Ainsi, pour tout z > A’ = e > 0,on aln(z) > A donc pour tout t € [In(x), x], | f(t)| <
g, ce qui implique que a(z) < e.

On a montré que pour tout ¢ > 0, il existe A" > 0 tel que pour tout x > A’,0 <
a(x) <e ie | lim a(z) =0.

T—r+00

(c) Soit # > 1. D’apres la relation de Chasles et 'inégalité triangulaire, on a

il 0 AG) R () !
t' /0 t+1d+/ln(m)t+—1dt</o H—l‘dm/mm

o t+1
Par définition de M et de a(x), on a pour tout ¢t € [0,In(z)],|f(t)| < M et pour tout
t € [z, In(z)],[f(1)] < a(x) don

Inzx T dt
> 1,|T(f <M —
Ve > 1, 1 | i e | 1

9

() ()] =

t+

f)



(d) Pour tout x > 1, on a

N /Om AL /1 A @ +0)]g @ + al@)[In(1+ O,

1+t Tt
= MIn(1+1In(x)) 4+ a(x)(In(1 + z) — In(In(x)))
< Mn(l+In(z)) + a(x) In(1 + 2).

D’une part, on a pour tout z > 1,In(1 +z) = In(z(1 + 1)) = In(z) + In(1 + 1) donc

In(1 In(1+ 1 In(1
hl(f[’) 111([E) T—+00 ln({f) xr——400
produit de limites (puisque 11111 a(x) =0.)
Tr—r+00

In(x)

D’autre part, par croissance comparée, on a lim = 0.

T——+00 €T

In(1
Puisque lim In(z) = +o00, on en déduit par composition de limites que lim In(In(z)) =
r—r—+00 5+ o0 ln(x)
0.

De plus, d’apres ce qui précede, et encore par composition de limites, on sait que
In(1 4+ In(x
lim M = 1 donc finalement
z—+oo  In(In(z))

lim In(1+ In(x)) ~ im In(1+ In(x)) " In(In(z)) _0
ztoo  In(z) z—+oo  In(In(z)) In(z) '

Or, d’apres la question précédente, pour tout = > 1, on a

T(f)(x)] In(1+ In(x)) In(1 + x)
0s In(x) S In(x) (@) In(z) 2—+0

T
donc d’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que lim (F)(z)

T—+00 ln(ZE)
T(f)(z) = o(inx).

T—+00

=0, i.e.

10. Posons pour tout ¢t € I, g(t) = f(t)—\. On a bien g € E. De plus, puisque tliin f(t) =X,
—400
on a tginoog(t) = 0.
D’apres la question précédente, on sait que 7'(g)(x) = o(In(z)).
T—>+00
Or, d’apres la question 4, T est linéaire donc pour tout x € I, T(g)(x) = T(f)(z)—T(\)(x).
Or, d’apres la premiere question, pour ’application constante égale a A, on a pour tout
x eI, T(A\)(x) =AIn(1 + x).
On a alors T'(f)(x) = T(g9)(x) + An(l +2z) = An(1 + z) + o(In(z)).
T—>+00

Or, on a vu dans la question précédente que In(1+z) ~ In(z)donc|T(f)(z) ~ Aln(z).

T—+00 r—r—+00

11. Puisque lir}rq f(z) = 400, il existe un réel A > 0 tel que f(z) > 1 pour tout z > A.
T—r+00

On alors pour tout x > A,

= A&dt+ m&(ﬁ} A&dt+ Toodt

T(f)(x —
(1)) o t+1 0 Jyt+1 o t+1 0y t+1

A0
_ /0 Lt (a-+1)~In(A+1)

Puisque lim In(z+1) = 400, on en déduit par comparaison que| lim T'(f)(x) = +o0.
T—+00 T—+00
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12.

(a) Tout d’abord, notons que par positivité de l'intégrale, on a pour tout n > 2 et tout

x>=0,F,(x) >0.

Pour tout n > 2 et tout x > 0, on a

x/2 et
F, = dt
(z) /0 (t+1)m

GE+)”
z 1 1 v
< t12 T |
X [6]0+€ |: n—l(t+1)n_1:|z
< o1+ e’ 1 1
e —
h n—1\(£+1n1 (z+1)n!

< e2

Ainsi, pour tout = > 0, on
Fy
0< B _ g2y
P

Par croissances comparées, on a lim

n—2
Par ailleurs,

xn—Q

De méme,

D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que lim

Soitn>=>2etz>0.

Posons u/(t) = €', v(t) =

a

(x4 2)n1 too 201

(x 4+ 1)1 vtoo g1 g

Les fonctions u

xn72 . $n72 N 1 anll.an :L,an
er ez n—1\(z4+21 (z+1)n1)°
n—2
— = 0.
T—+00 2
n—2 n—2
a = — donc lim x—:O.
T—+00 (.T + 2)"_1
n—2 1 n—2
z = — donc lim x—zO.
z—+oo (z + 1)7~1
F, .
§x> =0, i.e.
e:r
Fn(.T x—)z—i—oo (l-n—2) ’
n
s t)=¢e et V(t) = ————.
(t+1)n’“() e et v'(?) (t+ 1)

et v étant de classe C! sur [0, x], on a d’apres la formule d’intégration par parties :

el’

[(tfm]:*”/ox( ;

63}

(x+1)"

xn—l

On a pour tout x > 0,

e e
ie.——— = o
(x 4+ 1)" 2400 n—t

De plus, d’apres la question précédente, on a F,1(z) =

T

r—4o0o0 M

11

t+ 1)n+1 dt

—1+nE,(z).

1

~ — donc lim

X
(x + 1)” €T zotoo T

Par croissances comparées, on a lim

1

= 400 donc 1

T—+00

g

T—+00

"

1

X
z—+too (x + 1)




On en déduit bien que | F,,(x) = o ( c > :

:v—:i-oo g1

(c) Soit x > 0. D’apres l'intégration par parties faite en question précédente, on a

T

T(f)la) = ——5—1+B@
= x+1—1+<—(x+1)2—1+2F3(x)>

er er

= x+1+(x+1>2 —2+2(m—1+3F4(x))

er n er L 2e* . er
pr— O —_
vwo x4+1  (z4+1)2  (z+41)3 3

e(lf
ou on a utilisé que —4 + 6Fy(x) = o (—) d’apres la question précédente.

200 T3
Fai dével t limité 400 d L + L + 2 t h
aisons un développement limité en +oo de en posant h =
pp 241 (@+12  (@+r1p P
1
- — 0.
€T x—+o0
On a
1 1 2 1 1 2

- - = + -
T+l (w12 (@A 1)P v p(141) 221412 (14 1)

S 2+2h3 Ly

h—0  14+h 1+h 1+h

h(1 —h+ h* +o(h?)) + h*(1 — 2h + o(h)) + 2h*(1 + o(1))
=  h+h*+o(h?)
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