Déterminants

24.1 Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

24.1.1 Formes multilinéaires alternées

Définition 1: Formes multilinéaires alternées

Soient E un K-espace vectoriel, n € N* et f : E™ — K.
On dit que f est une forme n-linéaire alternée sur F si les deux conditions suivantes sont

vérifiées :

1. f est linéaire par rapport a chaque variable, i.e. pour tout i € [1,n], pour tout

(T1,.. ., Ti 1, Tis1,- -, Tn) € E"L Papplication
EFE — K
r f(xlw"?xi—lawvxi-f—l?”wxn)

est linéaire ;
2. f est alternée, i.e. pour tout (x1,...,2,) € E™ pour tout (i,5) € [1,n]? avec i < j,
on a

f(xh ey Li—1, Ljy Tt 1y e ooy Lj—1, Ly L1y - - - 7:1:71) = _f(xlw O 7xn)-

Remarque 1. Soit f: E™ — K une forme n-linéaire alternée sur FE.
e Soit (z1,...,x,) € E™ tel qu'il existe i € [1,n] tel que z; = 0. Puisque f est linéaire par

rapport & chaque variable, on a alors f(x1,...,z,) = 0.

e Soit (z1,...,z,) € E™ tel quil existe (i,4) € [1,n]* avec i < j vérifiant z; = z;. On a
alors f(x1,...,2,) = 0. En effet, d’apres le caractere alterné de f, on a
flx, . xn) = f(oy, .o 2,2y, o) = —f(@1, o, Ty ) = — (201, Tp).

e Plus généralement, soit (x1,...,z,) € E™ une famille liée. On a alors f(z1,...,2,) =0.

En effet, par hypothese, il existe i € [1,n] et des scalaires (Ag)r2; tels que x; = Z AT

ki
Par n-linéarité de f, on a alors
f(xlv"'7xn):Z)\k‘f('rla"'v Tk ,...,fl?n):O
: ~~~
k#i i-&me position

en utilisant la propriété précédente, car pour tout k # i, le n-uplet (z1, ..., Tk ey Tn)

~—

i-éme position

comporte deux fois le vecteur xy.
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Théoreme 1: Existence et unicité du déterminant d’une famille de vecteurs

dans une base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit e une base de E.
Il existe une unique forme n-linéaire alternée det, : E" — K telle que det.(e) = 1.
L’appication det,. est appelée déterminant dans la base e.

Démonstration. Hors-programme. |

Corollaire 1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit e une base de E. Soit f : E" — K
une forme n-linéaire alternée.

Alors il existe A € K tel que f = Adet, (et nécessairement A = f(e)).

Autrement dit, toutes les formes n-linéaires alternées sont des multiples de det, .

Démonstration. Notons e = (eq,...,ey).
e Supposons que f(e,...,e,) = 0. Montrons alors que f = 0.

n
Soit (z1,...,xy) € E™. Pour tout j € [1,n], il existe (\;;)i1<i<n tel que z; = Z)\mei.
i=1

Alors
n n
f@i,omn) = > Airee Njuaf (e e5,)-
1=l jn=1
Or, puisque f(e1,...,e,) = 0, en utilisant le caractére alterné de f, on montre que pour

tout (ji,...,7n) € [1,n]", on a f(ej,,...,e;,) = 0 donc f(x1,...,2,) = 0 et ce pour tout
(x1,...,2,) € E

On en déduit que f =0, d’ou f = Adet, avec A = 0.

e Supposons que f(ey,...,e,) # 0 et posons X\ = f(eq,...,en).

1
L’application X f est encore une forme n-linéaire alternée sur F et elle vérifie

1 fle)
—fle) = =1.
A0
1
Par unicité du déterminant en base e, on en déduit que X f =det, d'ou f = Adet,. |

Corollaire 2: Formule de changement de base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient e et ¢’ deux bases de E.
Alors det.s = detes(e) det(e), i.e. pour tout (x1,...,z,) € E™,

dete (x1,...,2,) = deter(€)dete(z, . .., Ty).

Démonstration. D’apres la proposition précédente, puisque det.s est une forme n-linéaire
alternée sur E, on a det,, = Adet. avec A\ = dete(e) d’ou le résultat. |

Remarque 2. En prenant (z1,...,2,) = €, on en déduit que

1 = dety (€') = dety(e)dete(e).
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Corollaire 3: Caractérisation des bases par le déterminant

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit e une base de E.
Soit (z1,...,x,) € E™.
Alors (z1,...,2,) est une base de E si et seulement si dete(z1,...,x,) # 0.

Démonstration. e Supposons que (z1,...,x,) est une base de E. Notons-la €'.

D’apres la remarque précédente, on a detes () dete(e’) = 1 donc on a nécessairement det,(e’) #
0, i.e. dete(x1,...,2p) # 0.

e Montrons 'autre implication par contraposée. Supposons que (z1,...,Z,) n’est pas une
base. Puisque dim(E) = n et que la famille (z1,...,z,) est de cardinal n, si elle était libre, elle
serait une base. On peut donc affirmer que la famille (z1,...,x,) est liée et puisque det, est
une forme n-linéaire alternée sur E, on déduit de la Remarque 1 que dete(z1,...,2,) =0. N

Remarque 3. La contraposée dit que la famille (z1, ..., x,) est liée si et seulement si det(x1,...,2z,) =
0.

24.1.2 Déterminant en dimensions 2 et 3

Proposition 1: Déterminant en dimension 2

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2. Soit e = (e, e2) une base de E.
Soient u = ae; + beg et v = cey + dea, avec (a, b, c,d) € K*.
Alors

dete(u,v) = ad — be.

Démonstration. En utilisant que det, est I'unique forme bilinéaire alternée sur E telle que
det.(e) =1, on a

dete(u,v) = dete(aer + bes, cer + deg)
= acdete(eg,e1) +addete(eq, e2) + bedet(eg, 1) + bddet,(e2, e2)
=0 =0
= addete(e) — bedete(eq, e2)
ad — be.

Remarque 4. e On retrouve la condition de colinéarité de deux vecteurs. En effet, si on note
Mate(u) = (Z) et Mat,(v) = (2) , on sait d’apres le corollaire précédent que la famille (u,v)
est liée si et seulement si det,(u,v) = 0, i.e. les vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement
si ad — bec = 0.

e Si e est la base canonique de R?, alors pour tout couple de vecteurs (u,v) € (R?)2, dete(u, v)
est aire orientée du parallélogramme formé a partir de l'origine grace aux vecteurs u et v.

e Si E = M3 ;(K) et e est la base canonique de M3 ;1(K), en gardant les notations de la

proposition précédente, on a u = <Z> = <ccl> et dete(u, v) = ad — be.

Ceci justifie la définition suivante.
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Définition 2: Déterminant d’une matrice de My (K)

Soit A = (Z Ccl) e My(K).

On définit le déterminant de la matrice A par

det(A) = ad — be.

On note également det(A) =

Remarque 5. En fait, le déterminant d’'une matrice carrée de taille 2 est défini comme le
déterminant de ses colonnes, vues comme vecteurs de My 1(K), dans la base canonique de

Mo 1(K).

Exemple 1.
1 2
‘3 4‘—1><4—3><2——2.

Proposition 2: Déterminant en dimension 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3. Soit e = (eq, €2, e3) une base de E.

Soient u = ae; + bes + ces,v = de; + ees + fes et w = ge; + hey + ieg avec
(a,b,c,d,e, f,g,h,i) € K3,
Alors

dete(u, v, w) = aei + bfg + cdh — afh — bdi — ceg.

Démonstration. En utilisant le caractére multilinéaire et alterné de det,, on a

dete(u,v,w) = det.(ae; + bes + ces,der + eea + fes, ger + hea + ies)
= aeidetc(er, ea, e3) +afhdet.(er, e3, e2) + bdidete(ea, €1, e3) + bfgdete(ea, e3,e1) +
=1
cdhdet,(es, e1, e2) + cegdete(es, €2, €1)
= aei — afhdete(eq, ez, e3) — bdidete(e1, e2, e3) — bf gdete(e2, €1, €3)
—cdhdete(e1, e3, e2) — cegdete (e, €2, €3)
= aei —afh — bdi+ bfgdete(e1, ez, e3) + cdhdete(e1, €2, €3) — ceg
= aei—afh—>bdi+bfg+ cdh — ceg.

Remarque 6. o Si e est la base canonique de R?, alors pour tout triplet de vecteurs (u, v, w) €
(R3)3, dete(u, v, w) est le volume orienté du parallélépipede formé & partir de I'origine grace aux
vecteurs u, v et w.

e Si E = M31(K) et e est la base canonique de M3 1(K), en gardant les notations de la

a d g
proposition précédente, onau= |b|lov=|e |, w=|h] et
c f i

dete(u, v, w) = aei + bfg + cdh — afh — bdi — ceg.

Ceci justifie la définition suivante.
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Définition 3: Déterminant d’une matrice de M3(K)

a d
Soit A=|b e
c f

On définit le déterminant de la matrice A par

g
h| e Mg(K).
)

det(A) = aei + bfg + cdh — afh — bdi — ceg.

a
On note également det(A) = | b =aei+bfg+cdh —afh — bdi — ceg.
c

0 Q.
S QR

.

Remarque 7. En fait, le déterminant d’'une matrice carrée de taille 3 est défini comme le
déterminant de ses colonnes, vues comme vecteurs de M3 1(K), dans la base canonique de

M3 1(K).
Exemple 2.

1 2 3
0 —2 —1 |=1x(=2)x14+0x(—=3)x3+1x2x(—1)—=1x(=3)x(—1)—0x2x1-1x(-2)x3 = —1.
1 -3 1

24.2 Déterminant d’un endomorphisme et d’'une matrice carrée

24.2.1 Déterminant d’'un endomorphisme

Proposition 3: Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient e = (eq,...,e,) et ¢/ = (e],...,¢€})
deux bases de E. Soit f € L(E).
Alors

dete(f(e1), .-, f(en)) = deter(f(€1), .- ., f(€R))-

On appelle ce scalaire déterminant de ’endomorphisme f et on le note det(f) (puisqu’il
ne dépend pas de la base considérée).

E™ — K
(X1, xy) > dete(f(x1),..., f(zn))

En utilisant le caractere n-linéaire alterné de det.s et la linéarité de f, il est clair que ¢ est
une forme n-linéaire alternée sur FE.

Ainsi, ¢ = Adet, ou A = ¢(e) = dete (f(e1),..., flen)).

Démonstration. Soit ¢ :

On a alors
deter(f(e1), .-, flen)) = @(€') = p(e)dete(e) = dete(e)deter (f(e1),- .-, fen)) = dete(f(e1), - .., flen))-
|
Exemple 3. e Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. Soit e = (eq,...,e,) une base de
E.Ona

det(Idg) = dete(Id(eq), ..., 1d(ey,)) = dete(eq, ..., e,) = dete(e) = 1.

Par n-linéarité du déterminant, on a pour tout A € K,

det(\dg) = deto(Ad(e1), ..., Md(en)) = dete(Aeq, . .., Aen) = N'dete(e) = A™
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En particulier, det(0.(gy) = 0 et det(—Idg) = (—1)".
: RZ — R2
® Solt £ (,y) — (z—y,z+3y)
Soit e = (e1, e2) la base canonique de R2.
On a f(e1) = f(1,0) = (2,1) = 2e1 + ez et fe2) = f(0,1) = (—1,3) = —e1 + 3ea.
Ainsi, det(f) = dete(f(e1), f(e2)) =2x3—-1x(=1)=T7.

2 -1
Notons qu’il s’agit du déterminant de la matrice Mat.(f) = ( 3 ) .

Proposition 4

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. Soit e une base de E.
Pour tout (z1,...,z,) € E™, on a

dete(f(z1),..., f(zn)) = det(f)dete(z1, ..., Tn).

Démonstration. En appliquant la preuve précédente & ¢/ = e et en utilisant le fait que
¢ = det(f) det,, on a pour tout (z1,...,x,) € E™,

dete(f(z1),..., f(xn)) = @(x1,...,xy) = det(f)dete(x1, ..., zp).

Proposition 5: Déterminant d’une composée d’endomorphismes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient (f,g) € (L(E))2.
Alors

det(f o g) = det(f) det(g).

Démonstration. Soit n = dim(F). Soit e = (eq, ..., e,) une base de E.
D’apres la proposition précédente, on a

det(f o g) = dete(f(g(er)), .-, f(g(en))) = det(f)dete(g(er), - .., g(en)) = det(f) det(g).

Remarque 8. Soit f € L(E), soit A € K. Alors

det(Af) = det(Nldg o f) = det(ANIdg) det(f) = A" det(f).

Corollaire 4: Déterminant d’une puissance d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(FE).
Alors pour tout n € N,det(f™) = det(f)".

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.

e Initialisation : Pour n = 0, on a det(f°) = det(Idg) = 1 = det(f)° donc la propriété est
vraie au rang n = 0.

e Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons que det(f™) = det(f)".

Montrons que det(f"*1) = det(f)"*!.

D’apres la proposition précédente, on a

det(f"1) = det(f" o f) = det(f") det(f) = det(f)" det(f) = det(f)""",

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence. |
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Exemple 4. e Soit s € L(E) une symétrie, i.e. sos = Idg.

Alors 1 = det(Idg) = det(s?) = det(s)? donc det(s) = 1.

Notons que les deux sont possibles : si s = Idg alors det(s) =1 et si s = —Id, avec dim(FE)
impair, alors det(s) = —1.

e Soit f € L(E) nilpotent, i.e. il existe p € N tel que fP = 0.

Alors 0 = det(f?) = det(f)P donc det(f) = 0.

Corollaire 5: Caractérisation des automorphismes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(FE).
Alors f est un automorphisme si et seulement si det(f) # 0 et dans ce cas,

1

4ot/ ™) = Zat)

Démonstration. e Supposons que f est un automorphisme. Soit f~! € £L(E) la bijection
réciproque de f.
On a alors det(f)det(f~1) = det(f o f~!) = det(Idg) = 1 donc nécessairement det(f) # 0

et det(f~1) = detl(f)'

e Supposons que det(f) # 0. Soit e = (eq,...,e,) une base de E.

Alors dete(f(e1),-.., f(en)) = det(f) # 0 donc la famille (f(e1),..., f(en)) est une base
de E. Puisque I'image d’une base de F par f est une base de E, on en déduit que f est un
automorphisme. |

Exemple 5. Soit f € £(E) un endomorphisme nilpotent. Puisque det(f) = 0, alors f n’est pas
inversible.

24.2.2 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4: Déterminant d’une matrice de M, (K)

Soit n € N*. Soit A € M, (K).
Pour tout j € [1,n], notons Cj; la j-eme colonne de A. Notons e la base canonique de
M, 1(K).

On définit le déterminant de la matrice carrée A, noté det(A), par

det(A) = det(Cy,...,Ch).

Remarque 9. e Le déterminant d’une matrice hérite donc des mémes propriétés que le déterminant
d’une famille de vecteurs dans une base, notamment le caractere n-linéaire alterné du déterminant
par rapport aux colonnes. En particulier, pour tout A € K, det(AA) = A" det(A). De plus, si A
admet deux colonnes identiques, ou si la famille de ses colonnes est liée, alors det(A) = 0.

C’est en fait I'unique application définie sur M,,(K), a valeurs dans K, qui est n-linéaire
alternée par rapport aux colonnes et telle que det([,) = 1.

e Le déterminant d’une matrice est le déterminant de la famille de ses colonnes, vues comme
vecteurs de M,, 1(K), dans la base canonique de M,, 1(K).

Via l'isomorphisme entre M, 1(K) et K", on peut aussi interpréter le déterminant de A
comme le déterminant de la famille de ses colonnes, vues comme vecteurs de K™, dans la base
canonique de K",

e Soit f € L(K™) lapplication linéaire canoniquement associée a A.

Alors det(f) = det(A).
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En effet, soit e = (ey,...,ey,) la base canonique de K". D’apres la remarque précédente, on
a bien

det(f) = dete(f(e1),. .., f(en)) =dete(Ch,...,Cp) = det(A).

Exemple 6. o Si A= (a) € M;(K), alors det(A) = a.
e Notons e la base canonique de K. On a alors det([,,) = det.(e) = 1.
Ainsi, pour tout A € K, det(Al,) = A" det(I,) = A™.
En particulier, det(0,,) = 0 et det(—1,) = (—1)".
RS — R3

CSONS ayn) — Qu—y+dny-zaty)
2 -1 3
La matrice de f dans la base canonique de R® est A= [0 1 —1|. Ainsi,
1 1 0
2 -1 3
det(f) =det(A)=]0 1 —1]=2x1x0+0x1x3+1x(—1)x(—1)—2x1x(—1)—0x(—1)x0—-1x1x3 =0.
1 1 0

En effet, on remarque que C3 = C; — Cs. Puisque la famille (Cy,Cq,C3) est liée, on a bien
det(A) = 0.

Proposition 6: Lien entre les déterminants d’un endormorphisme et d’une

matrice représentative

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit e une base de F.
Soit f € L(E). Soit A = Mat,(f).
Alors

det(f) = det(A).

Démonstration. Notons n = dim(E) et e = (eq,...,e,). Soit B = (€],...,e,,) la base
canonique de K™. Soit g € L£L(K™) 'application linéaire canoniquement associée a A.

Soit u € L(F,K™) I'application linéaire qui envoie la base e sur la base B, i.e. pour tout i €
[1,n],u(e;) = €}. C’est donc un isomorphisme dont 'isomorphisme réciproque est 1’application
u~! € L(K", E) qui envoie la base B sur la base e, i.e. pour tout i € [1,n],u"t(e}) = e;.

On peut résumer la situation sous la forme du diagramme suivant :

(E,e)—L = (E,e) .
-
(K", B) —L~ (K", B)

On a pour tout j € [1,n],
uogou(e) =u(g(ef) =ut (Z Ai,ﬁ'z) =3 Aju () =) Aijei = fle))
i=1 i=1 i=1

donc f=u"logou.
Ainsi, det(f) = det(u~!) det(g) det(u) = det(u) ! det(g) det(u) = det(g).
Or, d’apres la remarque précédente, det(g) = det(A) donc det(f) = det(A). |

Remarque 10. On en déduit que tous les endomorphismes ayant la méme matrice représentative
dans une certaine base ont le méme déterminant.

De méme, toutes les matrices représentant le méme endomorphisme (dans des bases différentes)
ont le méme déterminant. On en déduit que deux matrices semblables ont le méme déterminant.
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Ra[X]

Exemple 7. Soit f : P :
+1le

Ona f(1) =1, f(X) =

(x ig ] . L’application f est lindaire.
t F(X 2) _ X2+2X La matrice de f dans la base canonique

11
de Ro[X]est [0 2 . On a alors
00

w N O

det(f) =det(A) = =1x2x3=6#0.

o O =
SN =
w N O

Ainsi, f est un automorphisme de Ry[X].

Proposition 7: Déterminant d’un produit

Soient A et B deux matrices de M, (K).
Alors det(AB) = det(A) det(B).

Démonstration. Notons e la base canonique de K™ Soient f et g les applications linéaires
canoniquement associées a A et a B respectivement, i.e. Mat.(f) = A et Mat.(g) = B.
Alors Mate(f o g) = AB donc f o g est 'application linéaire canoniquement associée a A.
Ainsi,
det(AB) = det(f o g) = det(f) det(g) = det(A) det(B).

Corollaire 6: Déterminant d’une puissance d’une matrice

Soit A € M, (K).
Alors pour tout p € N, det(AP) = det(A)P.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur p € N.

e Initialisation : Pour p = 0, on a det(A°) = det(I,) = 1 = det(A4)° donc la propriété est
vraie au rang p = 0.

e Hérédité : Soit p € N fixé. Supposons que det(AP) = det(A)P.

Montrons que det(APT1) = det(A)PH.

D’apres la proposition précédente, on a

det(APT1) = det(AP x A) = det(AP) det(A) = det(A)P det(A) = det(A)PT?,

ce qui prouve la propriété au rang p + 1 et acheéve la récurrence. |

Corollaire 7: Caractérisation des matrices inversibles

Soit A € M,,(K).

La matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0 et dans ce cas, on a

1

det(A™1) = det(4)

Démonstration. e Supposons que A est inversible. On a alors
1 = det(I,) = det(A x A1) = det(A) det(A)L.

1
det(A)

On a donc nécessairement det(A) # 0 et det(A™1) =
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e Supposons que det(A) # 0. Notons e la base canonique de M, 1(K) et C1,...,C, les
colonnes de A.
Alors det(A) = dete(Ch,...,Cy) # 0. Ainsi, la famille (C, ..., Cy,) est une base de M,, 1 (K),

ce qui équivaut au fait que A est inversible. [ |

Remarque 11. e Soit A = <Z ;) € My(K). Alors A est inversible si et seulement si det(A) =
1 —

ad — bc # 0 et dans ce cas A~ = det(A) <—db ac) .

e On retrouve le fait que deux matrices semblables ont méme déterminant. En effet, soient
A et B deux matrices semblables de M,,(K), i.e. il existe P € GL,(K) telle que B = P~1AP.
Alors det(B) = det(P~1) det(A) det(P) = det(P) ! det(A) det(P) = det(A).

Proposition 8: Déterminant d’une transposée

Soit A € M,,(K).
Alors det(AT) = det(A).

Démonstration. Hors-programme. ]

24.3 Calcul des déterminants

24.3.1 Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Définition 5: Mineurs

Soit A € M,,(K), avec n > 2. Soient (4,7) € [1,n]>.
On appelle mineur d’indice (4, j) de la matrice A, et on note A; ;(A), le déterminant de
taille n — 1 obtenu en supprimant la i-eéme ligne et la j-éme colonne de A.

1 2 3
Exemple 8. Soit A=(4 5 6
7 8 9
5 6 2 3 4 5 1 3
Alors Alyl(A) = ‘ 8 9 ,A271(A) = ‘ 8 9 ,A173(A) = ‘ 7 8 ‘,Agyg(A) = ‘ 4 6 ‘

Proposition 9: Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Soit A = (ai j)1<i,j<n € Mn(K) avec n > 2. Alors :
1. Pour tout j € [1,n],

det(A) = Z(—l)”jai,in,j (A) (développement par rapport a la j-éme colonne).

=1

2. Pour tout i € [1,n],

n
det(A) = Z(—l)”j ai;A;;(A) (développement par rapport & lai-éme ligne).
j=1

Démonstration.
1. Admis.
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2. Soit i € [1,7].
En utilisant le fait que det(A) = det(A”) et en utilisant le développement par rapport &
la i-éme colonne de A, on a

n n
det(A) = det(AT) =Y (=1)H(AT);,4,4(AT) = (1) a; ;A 5(A).
j=1 j=1
|
1 2 0
Exemple 9. Soit A= -1 3 -2
1 2 3
En développant par rapport a la troisieme colonne, on a
-1 3 1 2 2
143 243 _1)3+3 _
det(A) = (—1)"™ x 0 x . 9 +(=1)"" x ( 2)><'1 2‘4—( 1)°72 x 3 x 13 15.
En développant par rapport a la deuxiéme ligne, on a
det(A) = (~1)*" x (~1)x | g‘+(—1)2+2x3x X g‘+(—1)2+3><(_2)>< S

Corollaire 8: Déterminant d’une matrice triangulaire

Soit A € My, (K) une matrice triangulaire.

Alors "
det(A) = H Qi -
i=1

Autrement dit, le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses ccefficients
diagonaux.

Démonstration.
Montrons par récurrence sur n € N* la propriété suivante : < Si A € M,,(K) est triangulaire

supérieure, alors det(A H Qi >

e Initialisation : Si n = 1 la propriété est évidente.
e Hérédité : Soit n € N* fixé. Supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu’elle
I’'est au rang n + 1.

ain
: : : s . 0 aze *
Soit A € Mp4+1(K) triangulaire supérieure, i.e. A =
0 e 0 an+1,n+1

En développant par rapport a la 1-ére colonne de A, puis par hypothése de récurrence, on a

a2,2
0 as.3 * n+1 n+1
det(4) =arn| . . . =a11 x [ aii =[] ais
) ’ ’ =2 i=1
0 e 0 an+1,n+1

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.
Si A € M, (K) est triangulaire inférieure, alors A7 est triangulaire supérieure donc

det(A) = det(AT) = HQZ i
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Remarque 12. e On retrouve le fait qu'une matrice triangulaire est inversible si et seulement
si ses ceefficients diagonaux sont tous non nuls.

e Le résultat est notamment vrai pour les matrices diagonales.

Exemple 10.
1 2 3 4
0o 2 -1 7
00 3 g =1x2x3x(-1)=—6.
00 0 (-1

24.3.2 Opérations élémentaires

Proposition 10: Effet des opérations élémentaires sur les colonnes

Soit A € M,,(K).

1. Soient (i,7) € [1,n]? avec i # j. Notons A’ la matrice obtenue & partir de A aprés
I'opération élémentaire C; <+ Cj.
Alors det(A") = —det(A).

2. Soit ¢ € [1,n], soit A € K. Notons A’ la matrice obtenue & partir de A apres
I’opération élémentaire C; < ACj;.
Alors det(A") = Adet(A).

3. Soient (i, ) € [1,n]? avec i # j, soit A € K. Notons A’ la matrice obtenue & partir
de A apres 'opération élémentaire C; <— C; + ACj.
Alors det(A’) = det(A).

Démonstration. Tout ceci découle du caractere n-linéaire alterné du déterminant par rap-
port aux colonnes. |

Puisque det(A) = det(AT), il est également possible de faire des opérations élémentaires sur
les lignes et celles-ci ont les mémes effets.

Proposition 11: Effet des opérations élémentaires sur les lignes

Soit A € M, (K).

1. Soient (i,7) € [1,n]? avec i # j. Notons A’ la matrice obtenue & partir de A aprés
I'opération élémentaire L; <+ L;.
Alors det(A") = —det(A).

2. Soit ¢ € [1,n], soit A € K. Notons A’ la matrice obtenue & partir de A apres
I'opération élémentaire L; < A\L;.
Alors det(A") = Xdet(A).

3. Soient (i, ;) € [1,n]? avec i # j, soit A € K. Notons A’ la matrice obtenue & partir
de A apres I'opération élémentaire L; < L; + AL;.
Alors det(A’) = det(A).
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24.3.3 Application : calcul du déterminant de Vandermonde

Proposition 12: Déterminant de Vandermonde

Soit n € N avec n > 2.
Soit (z1,...,x,) € K"
On appelle déterminant de Vandermonde le déterminant de taille n suivant :

2 n—1
1 = o7 7
1 xzy a2 zh !
2 2
V(z1,...,2n) = . .
2 n—1
1 z, =z Ty
Alors
V(xla 751771) = H (.’11'] xl)
1<i<j<n
2 n—1
1z 27 i X
- . w2 3 zy~ L
En particulier, la matrice de Vandermonde | | . . . . est inversible si et
1 =, z2 g1
seulement si les scalaires (z1,...,x,) sont deux a deux distincts.

Démonstration. Tout d’abord, notons que s’il existe 7 # j tel que z; = x;, alors la matrice

posséde deux lignes identiques, donc V(z1,...,z,) =0 = H (zj —x;). La formule est donc
1<i<j<n
vraie dans ce cas.

On supposera donc dans la preuve suivante que les (z1,...,z,) sont deux a deux distincts.
Montrons le résultat par récurrence sur n.
elnitialisation : Pour n =2, on a

=T2 — 1
1 x9 ’

ce qui prouve la propriété au rang n = 2.
eHérédité : Soit n > 2 fixé. Supposons que la propriété est vraie au rang n. Montrons
qu’elle I'est au rang n + 1.

Considérons (21, ..., ZTn, Tny1) € K*! deux & deux distincts.
2
1 = x{ ...
1 r3 ... b
Montrons que V(z1,...,Znt1) = . . . . . = H (xj — ;).
: : ) 1<i<j<n+1
n
I Zpy1 @y -0 Xy

>1° méthode : Pour tout j € [2,n + 1], on effectue Popération C; + C; — x,,41C;—1 (qui
ne modifie pas le déterminant). On obtient

1 21 —2p1 1z —2py1) ... x’f_l(:vl — Tpy1)

1 zo—xp41 z2(we —Tpy1) ... :13371(:132 — Tpy1)
V($1,...,£L‘n+1) = . . .

1 @p—Znr1 Tn(Tn — Tng1) - 2 Hwp — 20a1)

1 0 - . 0
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En développant par rapport a la derniere ligne, on obtient

X1 — Tpe1 21(T1 — Tpt1) .- :L{“i(:nl — Tpt1)

Lo — Tpy1  To2(x2 — Tpt1) ... x5 (2 — Xpg)
V(1. ang1) = (1) : . :

Tp— Tot1 Tn(Tn — Tng1) ... VN (@p — Tng1)

Par n-linéarité du déterminant par rapport aux lignes, puisque pour tout ¢ € [1,n],x; — Tp41
est en facteur de la ligne L;, on a

1 = :Urffi
n 1 zy ... z§~ n
Vi(zi, .. onp1) = (=1)" | [ (@i — @ny1) : =[I@n =) [ (@—w)
i=1 . : i=1 1<i<j<n
1 =z, axnt
ou on a utilisé I'hypothese de récurrence.
On en conclut que V(x1,...,Tp41) = H (xj — i), ce qui prouve la propriété au rang
1<i<yj<n+1
n + 1 et acheve la récurrence.
>2%™€ méthode :
Notons )
1z of x
1 xy 3 Ty
P = : :
1 oz, 23 ... 2@
1 X X2 ... X"
En développant par rapport a la derniére ligne, on voit que P est un polyndéme de degré n
1z 22 ... x?_l
' ' 1 @9 23 ... xg_l .
dont le coefficient dominant est | | . . . . = H (xj — ;) par hypothese de
Co : 1<i<j<n
1 oz, 22 ... 2
récurrence.

Par ailleurs, pour tout ¢ € [1,n], P(x;) = 0 car c’est le déterminant d’une matrice possédant
deux lignes identiques. Ainsi, les n scalaires deux a deux distincts (z1,...,2,) sont n racines
du polynoéme P, qui est de degré n et de ceefficient dominant H (xj —x4).

1<i<j<n
n
Donc P = H (xj — ;) H(X — ;).
1<i<j<n i=1
n
Ainsi, V(21,..., Znt1) = P(Tp41) = H (zj — ;) H(anrl — i) = H (z; — =),
1<i<j<n i=1 1<i<j<n+1
ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence.
|
Remarque 13. Soit n € N*, soit (zg, 21, ...,2,) € K*T1
. KplX] — Kntl
Soit ¢ : nlX]

P+ (P(xo),...,P(x,))
Soient B et C les bases canoniques respectives de K, [X] et K*1.,

1 oz 22 ... ap
1z 23 ... a

Alors Matgc(p)=|. . . . .| €Mpu(K).
1z, 22 Ty
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On a alors det(p) = det(Matgc(e)) = [ (- ).

0<i<j<n
Ainsi, det(¢) # 0 si et seulement si les scalaires (zo, ..., x,) sont deux & deux distincts, i.e.
¢ est un isomorphisme si et seulement si les scalaires (xo, ..., Z,) sont deux & deux distincts.
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