Espaces préhilbertiens réels

Dans tout le chapitre, F désigne un R-espace vectoriel.

25.1 Espaces préhilbertiens réels, espaces euclidiens

25.1.1 Produit scalaire

Définition 1: Produit scalaire

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E x F — R qui vérifie les
propriétés suivantes :

1. (Bilinéarité) : pour tout x € E, application y — ¢(z,y) est linéaire sur E et pour
tout y € E, lapplication z — ¢(z,y) est linéaire sur F;
2. (Symétrie) Pour tout (z,y) € E2, p(x,y) = p(y, z);
3. (Positivité) Pour tout x € E, p(z,z) > 0;
4. (Définition) ¢(z,z) =0 < = = 0p.
(On dit qu'un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.)
Dans les faits, on note souvent (z,y), (z]y) ou z.y plutot que p(z,y).

Si E est muni d’un produit scalaire, on dit que (E, (,)) est un espace préhilbertien réel.
En outre, si E est de plus de dimension finie, on dit que (FE, (,)) est un espace euclidien.

Exemple 1. 1. On définit le produit scalaire euclidien canonique sur R™ par

<($17 cee 7xn)7 (yla cee 7yn)> = szyz
=1

T Y1

Sionnote X = [ ... ] e Mp1(R)etY = [ ... ] € M, 1(R) les matrices des coordonnées
In Yn

respectives de (z1,...,2y) et (y1,...,yn) dans la base canonique de R", on remarque que

<(CE17 B 7‘TTL)7 (y17 s 7yn)> = XTY
2. On définit un produit scalaire sur M,,(R) par
(A,B) = Tr(ATB).

En effet, cette application est clairement bilinéaire (en utilisant la linéarité de la trace).
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Elle est symétrique :
(B,A) = Tr(BTA) = Tr(BTA)T) = Tr(ATB) = (4, B).

Elle est définie positive : soit A = (a; j)1<i j<n-
Alors

(A, A) = Te(ATA) = (ATA); => > (AD)ija: =YY a2, >0
i=1 i=1 j=1 i=1j=1

et ona (A, A) =0« V(i,j) € [1,n]* a;; =0 A=0.
3. On définit un produit scalaire sur C°([a, b],R) par

b
(flg) = / F(t)g(t)dt.

Cette application est clairement bilinéaire (par linéarité de l'intégrale) et symétrique.

b
Par positivité de l'intégrale, on a (f|f) = / f2(t)dt > 0. De plus, f? est une fonction

positive et continue sur [a, b] donc on a

b
/ PHdt=0s f2=0s f=0.

Ainsi, cette application est bien définie et positive.

4. Soient (a,b) € R? avec a < b. On définit de méme un produit scalaire sur R[X] par

b
(P.Q) = / P(H)Q(t)dt.

La bilinéarité, la symétrie et la positivité se montrent comme précédemment.

De plus, si (P, P) = 0, la méme preuve que précédemment montre que P est nul sur [a, b].
Ainsi, le polynéme P admet une infinité de racines donc P = 0, ce qui prouve le caractere
défini du produit scalaire.

Proposition 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel.
Alors pour tout (z,y) € E?, on a

[z, )| < V{@, 2)\/(y, y)

avec égalité si et seulement si x et y sont liés.

Démonstration. Si y est nul, les deux membres de I'inégalité sont nuls donc I'inégalité (qui
est méme une égalité) est vérifiée.
Supposons donc que y # 0 et notons pour tout A € R,

P(\) = (x+ Ay, z + \y).

Par positivité du produit scalaire, P(A) > 0 pour tout réel \.
Par ailleurs, par bilinéarité du produit scalaire, on a

P\ = My, y) + 2\ z,y) + (z, z).
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C’est un trinéme du second degré (car (y,y) # 0) de signe constant donc son discriminant est
négatif, ce qui s’écrit
Ao, y)* — Ko, 2)(y,y) <0,
d’out
(@, y)* < (o, 2)(y, ).

Par croissance de la racine carrée, on obtient :

(7, y)| < V{2 (Y, 9)-

Montrons maintenant le cas d’égalité.

Supposons qu’il y ait égalité. Alors le discriminant du trinéme est nul, c’est a dire qu’il admet
une racine double g tel que (z + A\gy) = 0. Par définition du produit scalaire, ceci implique que
x4+ Aoy = 0, donc les vecteurs z et y sont liés.

Réciproquement, supposons que les vecteurs x et y sont liés, i.e. il existe un A # 0 tel que
x = Ay (ceci est possible car y # 0).

Alors

[z )| = [(Ay, v)| = Ay, )

et

Vi), y) =V O M)V (W y) = VA 00?2 = My, y)

en utilisant que (y,y) > 0 par positivité du produit scalaire.
On a donc bien égalité si les vecteurs x et y sont liés. |

Remarque 1. En pratique, on utilise fréquemment 1’écriture équivalente :

(z,9)* < (z,2)(y,y).

Exemple 2. e Pour le produit scalaire canonique de R”, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

comme suit : pour tout couple ((z1,...,2n), (Y1,---,yn)) € (R™)?, on a
n 2 n n
i=1 i=1 i=1
avec égalité si et seulement si les vecteurs (x1,...,2,) et (y1,...,Yyn) sont colinéaires.

e Pour le produit scalaire vu sur £ = C%([a, b], R), on a pour tout (f,g) € E?:

< / b f(t)g(t)dt>2 < < / ' f2(t)dt> < / ' 92(t)dt>

avec égalité si et seulement si les fonctions f et g sont proportionnelles.

25.1.2 Norme associée au produit scalaire

Définition 2: Norme

Soit £ un K-espace vectoriel.
On dit qu’une application
[l:E — Ry
z =
est une norme si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
1. (Séparation) Pour tout x € E,||z|| =0 < = = 0g.
2. (Homégénéité) Pour tout = € E, pour tout A € K, |[Az|| = |A\| x ||z
3. (Inégalité triangulaire) Pour tout (x,y) € E2, ||z + y| < ||=|| + ||yl

Dans ce cas, on dit que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé.
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Remarque 2. La valeur absolue et le module sont des normes sur R et C respectivement.

Proposition 2: Norme associée a un produit scalaire

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel.

Alors E est un espace vectoriel normé pour la norme euclidienne |.|| : E — R définie
pour tout z € E par

[zl = V/(z, z).
Démonstration. Il faut vérifier que 'application ||.|| vérifie les axiomes d’une norme.

1. (Séparation)
Soit z € E. On a

|lz|| =0< (z,2) =0 2 =0
par définition d’un produit scalaire.
2. (Homogénéité)
Soit x € F, soit A € R. En utilisant la bilinéarité du produit scalaire, on a

Azl = v/(Az, Adx) = /A2(z,z) = [NV (z,2) = [Al||z].
3. (Inégalité triangulaire)
Soit (x,y) € E2.
On a

lz+yl> = (z+yz+y)

(x,z) + 2(z,y) + (y,y) (Bilindarité et symétrie du produit scalaire)
lz||? + 2||z|[|ly]| + |y||*> (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

(lell + 1yl

<
<

Par croissance de la racine carrée, on a
lz 4+ yll < [zl + llyll-
|

Remarque 3. On a utilisé la forme suivante de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui coincide
avec la définition de la norme euclidienne : pour tout (x,7y) € E?,

(@, 9)| < [l llllyll-

Exemple 3. Des produits scalaires canoniques énoncés en début de cours, on déduit des
exemples < canoniques »de normes :

1. Sur R™, on a

2. Sur M, (R), on a
1
IA]l = (Tx(A" 4))>.

in=([ fz(x)dwf.
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Proposition 3: Cas d’égalité dans 1’inégalité triangulaire

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel, et ||.|| la norme associée au produit scalaire.
Soit (z,y) € E
Alors

lz+yll = llzll + llyll & AN ERT, 2=y ou y=a

Démonstration. Si y = 0, il n’y a rien a montrer. On supposera donc dans toute la preuve
que y # 0.

1. Supposons que ||z +y|| = [z + [[y[|.
En reprenant la démonstration de l'inégalité triangulaire, on voit que ceci équivaut a
(x,y) = ||l=|||ly||. En particulier, il y a donc égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce
qui implique que z et y sont liés.
Puisque y # 0, il existe donc un réel A tel que z = A\y.
Ainsi,

(@, y) = vl & My, y) = MIlyll>.
Or, y # 0 et (y,y) = ||y||*> > 0 donc on en déduit que A = |A|, ce qui implique que A > 0.

2. Réciproquement, supposons qu’il existe un réel positif A tel que x = Ay. (Le cas y = Az)
se traite de la méme maniere.

Alors, on a
[z +yll = [[(L+ Nyl = [1+ Alllyll = @+ Nyl

car 1+ A>0et

1l + lyll = [yl + [yl = Myl + vl = @+ Mllyll

car A > 0.

Définition 3: Distance

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel. Soit ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.
Soient (x,y) € E2. On appelle distance de = & y le réel positif

d(z,y) = [lz —yl|.

Remarque 4. Notons que, par homogénéité de la norme,
dly,z) = ly—zll =l = (@ =yl = =1 x lz —yll = [z —y| = d(z,y).

Proposition 4: Identités de polarisation

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel, et ||.|| la norme associée au produit scalaire.
Soit (z,y) € E%. Alors

1 1
(@y) = (e +yl* = lle=yI*) = 5z +yI” = I21° = w1

Démonstration. Pour tout (z,y) € E?, on a

lz +yl* = (z +y,z +y) = |2*] + 2(z,y) + [ly|?
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et
[z = ylI* = [l2?]| — 2(z,y) + [ly]|>.
Ainsi,
2+ ylI* = [l =yl = 4(z, y)

d’ou la premiere formule.
Par ailleurs,
2+l = ll=[* = lylI* = 2(z, ),

ce qui prouve la premiere formule. |

Remarque 5. (Identité du parallélogramme) On déduit également de la preuve précédente
I'identité du parallélogramme, a savoir

lz + 5l + llz = ylI* = 2(I2]* + [ly]1*).

Géométriquement, cette égalité signifie que la somme des carrés des longueurs des diagonales
d’un parallélogramme est égale a la somme des carrés des quatres cotés de ce parallélogramme.

25.2 Orthogonalité

25.2.1 Famille orthogonale

Définition 4: Vecteurs orthogonaux

Soit (E,(,))
1. Soit (z,y) € E?. On dit que les vecteurs z et y sont orthogonaux si (x,y) = 0.

2. Soit (21,...,2,) € E?. On dit que la famille (z1,...,z,) est orthogonale si pour
tout (i,7) € [1,n]?* avec i # j, alors (z;, z;) = 0.

un espace préhilbertien réel et ||.|| la norme associée au produit scalaire.

3. Soit (z1,...,7,) € E%. On dit que la famille (1, ..., x,) est orthonormée si elle est
orthogonale et si de plus, pour tout k € [1,n], ||zx| = 1.

Exemple 4. Soit p et ¢ deux entiers naturels distincts. Alors les fonctions = — cos(px) et
x + cos(qx) sont orthogonales dans C%(]0, 27], R) muni du produit sclaire préalablement défini.
En effet, on a (en utilisant le fait que p+¢q # 0 et p — g # 0)

2r ) o
| eostem)costayir = 5 [ feost(p + @)a) + con((p - )i
- 1 [Sin((er q)x) n sin((p — q)z) 2
2 p+q p—q .
= 0.

Proposition 5

Soit (F, (,)) un espace préhilbertien réel.
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Démonstration. Soit (z1,...,2,) une telle famille. Soit (A1,...,A,) € R™ tels que

i A = 0.
k=1

Soit i € [1,n].
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Par bilinéarité du produit scalaire, on a

0= <Z )\kxk,wi> = Z)\k<xk,x,~>.
k=1 k=1

Or, par orthogonalité de la famille, on a (xg,x;) = 0 si k # 1.
On obtient donc \;(x;, z;) = 0. Or (x;, x;) > 0 car z; # 0. On en déduit que \; = 0.
Ainsi, pour tout i € [1,n], \; = 0, ce qui implique que la famille est libre. [ |

Remarque 6. A retenir : pour montrer qu’une famille de vecteurs non nuls dans un espace
préhilbertien est libre, il suffit de montrer qu’elle est orthogonale.

Exemple 5. Soit n € N*. Notons, pour tout k € [0,n], ¢x la fonction x +— cos(kz) définie sur
[0, 27].
D’aprés I'exemple précédent, on en déduit que la famille (cg, . . . , ¢,,) est libre dans C°([0, 27, R).

Théoreme 1: Théoreme de Pythagore

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel.
Soit (x1,...,%,) une famille orthogonale de E.
Alors
lz1+ -+ zal® = 1) + . |zl

Démonstration. Par bilinéarité du produit scalaire, on obtient
n
|1 _|_..._|_an2 =1+ T, + T, = ZkaHz—i—Q Z (@i, xj).
k=1 1<i<j<n

Or pour tout i < j, (x;, ;) = 0 donc le résultat en découle. |

25.2.2 Bases orthonormées

Théoréme 2: Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel.
Soit (e, ..., ey) une famille libre de vecteurs de E. On note F' = Vect(eq,...,ey,).
Alors il existe une base orthonormée (e1,...,¢&,) de F telle que pour tout k € [1,n],

Vect(eq,...,ex) = Vect(eq, ..., e).

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n.

Initialisation : Si (e;) € E est une famille libre de E, alors nécessairement e; # 0. Posons
el

g1 = .
llell
Alors le vecteur €1 est normé et vérifie Vect(e1) = Vect(ey).
Hérédité : Soit n € N*. On suppose la propriété vérifiée pour I’entier naturel n. Prouvons-la

au rang n + 1.

Soit (e1,...,ent1) une famille libre de vecteurs de E. Alors la famille (eq,...,e,) est
également une famille libre.
Par hypothese de récurrence, on suppose construite une famille orthonormée (eq,...,&p)

telle que pour tout k € [1,n],

Vect(ei,...,ex) = Vect(e, ..., ex).
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Cherchons tout d’abord a construire un vecteur ¢, ; telle que la famille (e1,...,ep,€],, ) est
orthogonale et telle que Vect(e1,...,en,€;,,1) = Vect(et, ..., enq1).
Cherchons €, ; sous la forme

n
’
Ent1 = En+l + E Akek,
k=1

ou les \; sont n réels.
Soit 7 € [1,n]. On a

n

<€i,6;1+1> =0 < <EZ’, €n+1> + Z )\k<5i7€k> =0.
k=1
Or, (g5,er) =1 si k=1 et 0 sinon.
Ainsi, on en déduit (g;,e,41) +\; =0 d’out

/\i = _<5i7 6n+1>.

On a donc 'écriture
n

/
Ent1 = En+l — Z<5k7 Ent1)Ek-
k=1

Notons que €;,, 1 # 0 : en effet, si on avait ¢, ; = 0, on aurait

n

entl = Z(ak, en+1)€k € Vect(ey,...,e,) = Vect(eq, ..., en)

k=1
par hypothese de récurrence, ce qui contredit la liberté de la famille (eq,...,ept1).
On vérifie alors aisément que la famille (e1,...,e,,€;,,1) est orthogonale et constituée de

vecteurs non nuls, a fortiori elle est libre.
Donc dim(Vect(ey, ..., en,€),41)) = n+ 1 = dim(Vect(e1, ..., enq1)).

D’autre part, on a par définition €], | € Vect(ey,. .., en, €nt1).
En utilisant ’hypothese de récurrence, a savoir que Vect(ey,...,e,) = Vect(eq,...,e,), on
en déduit que €, | € Vect(er,...,enq1) puis que Vect(ey,..., e}, 1) C Vect(er,...,ens1).
Par égalité des dimensions, on en conclut que
/
Vect(eq,...,e,41) = Vect(er, ..., enq1).
Ainsi, la famille (e1,...,€;,,,) est bien une base de Vect(er,...,eny1)-
/
. N €
Il nous reste simplement & normer &;,; en posant e,41 = ”;H I
n+1
La famille (1,...,6n,En+1) est maintenant orthonormée, donc est libre et est une base de

Vect(eq,...,ent1), €t on a bien pour tout k € [1,n + 1],
Vect(e1,...,ex) = Vect(eq, ..., ex).
|

Remarque 7. Si la famille (eq,...,e,) est déja orthonormée, 1’algorithme ne fait rien et on
obtient (e1,...,e,) = (€1,...,€n).

Corollaire 1: Existence de bases orthonormées dans un espace euclidien

Soit (E, (,)) un espace euclidien.
Alors E admet des bases orthonormées.

Démonstration. 1l suffit de considérer une base de E et de 'orthonormer par 'algorithme
de Gram-Schmidt. On obtient alors une base orthonormée de E. |
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Remarque 8. e La base canonique de R" est orthonormée pour le produit scalaire canonique.
e Soit (eq,...,e,) une base de E. Soit (g1, ...,&,) la base orthonormée obtenue a partir de
la base (eq,...,e,) apres avoir effectué l'algorithme de Gram-Schmidst.
Puisque pour tout k € [1,n],ex € Vect(ey,...,er), la matrice de passage de la base
(e1,...,ep) vers la base (e1,...,&,) est triangulaire supérieure.

Exemple 6. On considere la base de R? suivante :
er1 = (1,0,1),e2 = (1,1,1),e3 = (—1,1,0).

Appliquons lui I'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

€1 1
L (1,0,1).
leall V2
Ensuite, on pose &, = es — (g1, €2)e7.

On a (g1,e3) = \2 = /2. Ainsi,

Tout d’abord, on pose e; =

eh=(1,1,1) — (1,0,1) = (0,1,0).

On a déja ||g5]| = 1 donc on pose g2 = (0, 1,0).
Enfin, posons &5 = e3 — (g1, e3)e1 — (g2, €3)e2.

1
V2

1 1
gh=(-1,1,0) + 5(1,0, 1) —(0,1,0) = 5(—1,0, 1).

On a (e1,e3) = et (e9,e3) =1 d’ou

el 1
On pose €3 = ”5?” =/2¢e} = 5(71,0, 1).
3

On vérifie alors que la famille (1, £2,€3) est bien une base orthonormée de R3.

Corollaire 2: Théoreme de la base orthonormée incompléete

Soit E un espace euclidien de dimension n.

Soit (ey,...,ep) une famille orthonormée.

Alors il existe des vecteurs (ep41,...,ey) tels que la famille (eq,...,ep, ..., €pt1,...,€n)
soit une base orthonormée de F.

Démonstration. Il suffit de compléter la famille (e, ..., e,) en une base de £ puis d’appli-
quer l'algorithme de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée (les p premiers vecteurs
de cette base étant déja orthonormés, ils ne seront pas modifiés par I’algorithme). |

Proposition 6: Coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée

Soit (F, (,)) un espace euclidien de dimension n € N*.
Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E.
Alors tout vecteur x de E se décompose dans la base (e, ..., e,) sous la forme

n

7 = Z(x, €i)e;.

i=1

Démonstration. Soit = € E. Puisque la famille (ey,...,e,) est une base de F, il existe un
unique n-uplet (A1,...,\,) € R™ tel que

n
Tr = E )\iei.
i=1
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Soit k € [1,n]. On a

n n
(x,ex) = <Z i€, er) = Z Ai(ei, er).
i=1 i=1
Or, la base (eq,...,ey,) étant orthonormée, on a (e;,ex) = 1si i =k, et 0si i # k.
Ainsi, il vient
(z,er) = A,
et ce pour tout k € [1,n].

Finalement, on a donc bien
n

x = Z(x, €i)ei.

i=1
|
Exemple 7. Reprenons I'exemple précédent. Soit x = (2,1, —1) € R3. On cherche & calculer
ses coordonnées dans la base orthonormée (£1,e2,¢€3) obtenue.
Ona (z,61) = =, {r,2) = 1 et (x,c5)
na(r,e)=—(x,e) =1let (x,e3) = ———.
1 7 2 3 NG
On obtient donc 5
T=—=€1+t&2— —&=
V2 V2
Proposition 7: Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

Soit (E, (,)) un espace euclidien. Soit (eq,...,ey) une base orthonormée de E.

£3.

n n
Soit x = inei et y = Z y;e; deux vecteurs de F.

i=1 i=1
L1 Y1
Onnote X = | : | et Y =] : | les matrices coordonnées des vecteurs x et y dans la
Ln Yn
base orthonormée (eq,...,e,).

Alors on a

n
(@,y) =Y zyi=X"Y
i=1
et a fortiori

]l = (Z ) = (x"X)2.

=1

Démonstration. Par bilinéarité du produit scalaire, on a

(x,y) = Z Z xiy; (e, e5)-

i=1 j=1
Or, la base (e1,...,ey) étant orthonormée, on a (e;,e;) = 1sii=750sii# j.
n
Ainsi, on a bien (x,y) = Z x;y; qui est de facon immédiate égal & XTY.
i=1
Le résultat pour la norme s’obtient en posant y = x et en calculant ||z| = /(z, x). [
Remarque 9. Puisque pour tout ¢ € [1,n],z; = (z,e;) et y; = (y,€;), on a

n

(.I, y> = Z<J}, 6i><y7 ei>

i=1
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N|=

]l = <Z<ﬂ?,€i>2>

i=1
25.2.3 Sous-espaces orthogonaux

Définition 5: Sous-espaces orthogonaux

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de
E.
On dit que les sous-espaces F' et G sont orthogonaux si pour tout (z,y) € F x G, on a

<.CL', y> =0.

Proposition 8: Somme directe orthogonale

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel. Soient F' et G des sous-espaces orthogonaux.
Alors
F+G=FodG.

On dit que c’est une somme directe orthogonale et on note F + G = F &+ G.

Démonstration. Soit x € F'N G. Puisque F et G sont orthogonaux, alors ( = , = ) =0
)~

el eG
donc z = 0g.

Ainsi, F NG = {0g}, ce qui prouve que la somme F + G est directe.

Exemple 8. Les sous-espaces S, (R) et A, (R) de M, (R) sont orthogonaux pour le produit
scalaire (A, B) = Tr(AT B).

En effet, si A € S, (R) et B € A,(R), alors
(A, B) = Tr(ATB) = Tr(BAT) = Tr((BAT)T) = Tr(ABT) = —Tr(AB) = —Tr(ATB) = —(A, B)

donc (A, B) = 0.
Puisque dim(S,(R)) + dim(A4,,(R)) = dim(M,,(R)), on a la somme directe orthogonale

M, (R) = Sp(R) & A, (R).

Définition 6: Orthogonal d’une partie

Soit (F, (,)) un espace préhilbertien réel. Soit X un sous-ensemble de E.
On appelle orthogonal de X I’ensemble

Xt ={ye EVzeX,(z,y =0}

Proposition 9

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel. Soit X un sous-ensemble de E.
Alors X est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Montrons que X+ est un sous-espace vectoriel de E.
eOna0¢c Xt en effet, pour tout = € X, (x,0) = 0.
e Soient (y,2) € (X1)2, soit A € R.
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Par bilinéarité du produit scalaire, on a pour tout = € X,
(z, Ay + 2) = Mz, y) + (2,2) = 0

cary € Xt et z€ Xt Doncy+ Az e X+,
On en déduit que X+ est bien un sous-espace vectoriel de E. |

Remarque 10. Si X est un sous-espace vectoriel de F, alors X+ et X sont des sous-espaces
orthogonaux.

Exemple 9. 1. On a {0} = E. En effet, pour tout z € E, on a (z,0) = 0 donc E C {0}*
et I'autre inclusion est triviale.
2. B+ ={0}.
Pour tout 2 € F, on a (0,7) = 0 donc 0 € E*+.
Réciproquement, soit z € E+. Alors pour tout y € E, (x,y) = 0. En particulier, pour
y = x, on obtient (z,x) =0, d’ou x = 0.
Finalement, on a donc bien E+ = {0}.
3. On déduit de I’exemple précédent la propriété suivante : soient (z,y) € E? tels que pour
tout z € F, (x,z) = (y, 2).
Alors x = y.
En effet, on a pour tout z € E,(z —y,2z) =0 donc x —y € E+ = {0} dot z —y = 0.
Remarque 11. 1. Puisque F' et F'- sont orthogonaux, la somme F @& Ft est directe. En
particulier, on a F N F+ = {0}.
2. On a toujours F C (F1)*+.
En effet, soit z € F. Par définition, pour tout y € F*, (x,y) = 0 donc = € (F+)*.
En revanche, on n’a pas toujours égalité.
Considérons £ = C°([0,1],R). Soit FF = {f € E|f(0) = 0}; F est bien un sous-espace
vectoriel de F.
Soit f € F*. Alors la fonction g : t + tf(t) € F donc (f,g) =0, i.e.

/1tf2(t)dt =0.
0

Puisque la fonction ¢ +— ¢f2(t) est continue et positive sur [0,1], on en déduit qu’elle y est
nulle. A fortiori, pour tout ¢ €]0, 1], f2(¢) = 0 puis f(¢) = 0 pour tout t €]0,1].
Par continuité de f, on a alors f(0) = %g% f(t) =0 donc f est la fonction nulle sur [0, 1].
Ainsi, F+ = {0} (et donc clairement '@ F+ # E) et (F+)* = E. Puisqu’on a clairement
F # E, on a dans ce cas

F# (FH*

On verra plus tard qu’il y a toujours égalité si F' est de dimension finie.

Proposition 10

Soit (£, (,)) un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous-espace vectoriel de £ de dimen-
sion finie.
Soit (eq,...,e,) une famille génératrice de F'. Soit z € E. Alors on a I’équivalence

e Flt o Viel,n], (z,e)=0.

Démonstration. Supposons que & € F+. Alors z est orthogonal & tout vecteur de F, en
particulier a tous les e;, pour 1 <1 < n.
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Réciproquement, supposons que Vi € [1,n], (z,e;) = 0. Montrons que x € F*.
Soit y € F.
Puisque (e, ..., e,) est une famille génératrice de F), il existe (A1,...,\,) € R™ tel que

n
=1

On a alors
n

(x,y) = Z)\i@:,ei) =0

i=1
car pour tout i € [1,n], (z,e;) = 0 par hypothese.
On a donc bien (x,y) = 0 pour tout y € F, ce qui implique que z € Ft. |

Proposition 11: Unicité du supplémentaire orthogonal

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel, soit F' un sous-espace vectoriel de E.
On suppose que F' admette un supplémentaire orthogonal, c’est a dire qu’il existe un
sous-espace vectoriel G de E orthogonal a F' tel que

E=FotG.

Alors G = F+.

Démonstration. Par hypothese, pour tout (x,y) € F x G, on a (x,y) = 0 donc G C F*.
Montrons 'inclusion réciproque.

Soit z € F-. Puisque E = F &G, il existe un unique couple (z,y) € F x G tel que z = = +y.
Puisque z € F+, on a (z,2) = 0 d’out

(x,z) + (z,y) = 0.

Or, y € G C F* donc (z,y) = 0. Ainsi, on a (z,z) = 0, d’ot1 z = 0.
Donc z =y € G.
On a donc bien F+ ¢ G d’on F+ =G. [ |

Remarque 12. e Ce résultat justifie qu’on parle du supplémentaire orthogonal de F', qui est
donc unique s’il existe.

e Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E. Soit p < n. Notons F' = Vect(ey,...,e,) et
G = Vect(epy1,...,€n).

Alors E = F &+ G donc G = F1, i.e. Vect(epy1,...,en) = (Vect(er, ..., ep))".

Proposition 12: Supplémentaire orthogonal en dimension finie

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel, soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion finie. Alors

1. E=F@tFt;
2. (FH)t =F.

Démonstration.

1. Puisque F est de dimension finie, considérons (e, ..., e,) une base orthonormée de F' (ou
n = dim(F)).
n
Soit z € E. Notons y = Z(az,eﬁei € F.
i=1
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Montrons que z =  — y € F-. Pour cela, on sait qu'il suffit de montrer que pour tout
k€ [1,n],(z,ex) = 0 (puisque la famille (eq,...,e,) est une famille génératrice de F).
Soit k € [1,n]. On a

n

<Z,6k> = <x7€k> - <y7ek> = <x7€k> - Z<x76i><eiﬂek> = <x7€k> - <$’ek> =0,
i=1
en utilisant le fait que (e;, ex) =1 si i =k, 0 sinon.
On a donc pour tout k € [1,n],(z,e;) =0 d'ott z € F*.
Ainsi, tout z dans E s’écrit x =y + 2z € F 4+ FL.
On a donc bien E = F+ F* puis E = F@® F* car on a déja vu que la somme était directe.
2. D’apres le premier alinéa, F- admet un supplémentaire orthogonal qui est F.
D’apres la proposition précédente, on sait que ce supplémentaire orthgonal ne peut étre
que (FH)*, donc F = (F4)*.
|

Remarque 13. Si (e, ..., ep,) est une base orthonormée de F et (epy1,. .., €y,) une base ortho-
normée de F'*, alors (e1,...,€p,€pt1,-..,en) est une base orthonormée de E.

Corollaire 3: Dimension de ’orthogonal

Soit (E, (,)) un espace euclidien, soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors
dim(F) + dim(F*1) = dim(E).

Démonstration. En effet, puisque E est de dimension finie, F' I'est également et d’apres
la proposition précédente, on a
E=FoF.

Puisque E est de dimension finie, F'- 'est également et on a donc bien

dim(F) + dim(F*1) = dim(E).

Remarque 14. Soit F un espace euclidien.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de FE.
Pour montrer qu’un sous-espace vectoriel G vérifie G = F1, il suffit de montrer que F et
G sont orthogonaux et que dim(F) + dim(G) = F*.
En effet, dans ce cas on aura E = F &+ G et on sait que ceci implique que G = F*.

2. Pour montrer qu’un sous-espace vectoriel F' de E vérifie F' = F, il suffit de montrer que
F+={0}.
En particulier, pour montrer qu’une famille (e, ..., e,) est génératrice dans E, il suffit de
montrer que (Vect(ey,...,e,))" = {0}.

25.2.4 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Définition 7: Projection orthogonale

Soit (E(,)) un espace préhilbertien réel, soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie.

On appelle projection orthogonale sur F, noté pr, ’endomorphisme de E défini par la
projection sur F parallelement & F.
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Remarque 15. Ceci est justifié par le fait que sous ces hypotheses, on a E = F @ FL.
Ainsi, pour tout z € E,pp(x) est 'unique vecteur de F tel que = — pp(x) € F*.

Exemple 10. Reprenons la base orthonormée (1,2, e3) donnée par

1 1
= E(1,0, 1),5 = (0,1,0),e5 = —(—1,0, 1).

V2
Notons F' = Vect(e1,e2). Soit z = (1,—-3,2).
Alors il existe (A1, o) € R? tel que pp(x) = Mgy + daeg € F
D’autre part, on a x — pp(z) € F- ce qui équivaut au systéme suivant :

{(gc—pp(m),51> =0 - {

(x —pr(z),e2) = 0

€1

3

= =
=3 V2 !

-3 = X

3
Ainsi, pp(z) = —=e1 — 3e9 = (%7 -3, %)

V2

Proposition 13: Coordonnées du projeté orthogonal

Soit (E(,)) un espace préhilbertien réel, soit F' un sous-espace vectoriel de ' de dimension
finie. Soit (eq,...,ey,) une base orthonormée de F.

Alors, pour tout z € F, on a
n

pr(x) = Z(m,ei)ei.

=1

Le vecteur pp(z) est alors appelé le projeté orthogonal de x sur F.

n
Démonstration. Soit x € E. On a vu que y = Z(:{:, e)e; € Fetz=x—yeFt
i=1
Donc z s’écrit t =y +z oty € Fet z € FL.
Puisque la somme E = F @ F* est directe, ceci est la seule décomposition possible de z
donc pp(z) =y, ce qui donne la formule attendue. |

Exemple 11. En pratique, cette formule permet de calculer facilement un projeté orthogonal
(si on connait une base orthonormée de I’espace sur lequel on veut projeter).
Reprenons 'exemple précédent. On avait donc directement
3 3 3
pr(z) = (z,e1)e1 + (x,e2)e2 = —=e1 — 352 = (5, —3,

NG 2

Proposition 14: Inégalité de Bessel

Soit (E(,)) un espace préhilbertien réel, soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension
finie.
Alors pour tout x € E, on a

lpr (@) < |z

Démonstration. Soit z € E.
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Alors 2 = pp(x) + (z — pp(z)) avec pp(z) € F et x — pp(z) € F*.
D’apres le théoreme de Pythagore, on a donc

Iz[* = Ilpr (@)1 + |z = pr(@)lI* > |pr(2)]*.

Par croissance de la racine carrée, on obtient

[zl = llpr ()]

25.2.5 Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie

Définition 8: Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Soit x € E.
On appelle distance de x & F, et on note d(zx, F), le réel défini par

d(z,F) = s = yll

Remarque 16. Cette borne inférieure est bien définie car pour tout z € E, ’ensemble {||z —
yll,y € F} est un ensemble de réels positifs, donc il est minoré par 0.

Proposition 15

Soit (£, (,)) un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous-espace vectoriel de £ de dimen-
sion finie.
Alors pour tout z € F, on a

d(z, F) = ||z — pr(a)|.
De plus, pp(z) est I'unique vecteur de F' tel que

|z — pp(2)|| = min ||z — y|| = d(z, F).
yeF

Démonstration. Soit z € F.

Puisque pr(z) € F, par définition, on a d(z, F) < ||z — pr(x)||.

Montrons l'autre inégalité.

Soit y € F.

Onax—y=(r—pr)+(pr(zr) —y) avec (v — pr(z)) € F et (prp(x) —y) € F (puisque
pr(z) € F,y € F et F est un sous-espace vectoriel de E). D’apres le théoreme de Pythagore, il
vient

lz = ylI* = llz — pr@)|I* + [lpr(z) — yl* > [z — pr(a)|.

Par croissance de la racine, on trouve
|z —pr()l < llz—yl,
et ce pour tout y € F. Ainsi, on a
|2 = pp(z)|| < inf [l —y|| = d(z, F),
yeF

d’ott Iégalité
[ = pr(2)|| = d(z, F).
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La borne inférieure est donc atteinte pour y = pp(z), c’est donc bien un minimum.
Supposons qu’il existe un autre vecteur y € F' tel qu’on ait

[ =yl = d(z, F) = ||z — pr(2)].-

D’apres le calcul fait précédemment, on a donc

I

lz =yl = llz = pr(@)|* + lpr(z) = ylI* & llpr(z) - y|* =0,

c’est & dire ||pr(z) — y|| =0, d’ott prp(z) —y = 0 ou encore y = pr(x).
L’unique vecteur y € F' pour lequel ||z — y|| = d(x, F) est donc y = pr(x). [ |

Corollaire 4

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion finie. Soit (ey, ..., ey) une base orthonormée de F.
Alors pour tout z € F, on a

n

d(z, F)? = |la|* = llpr(@)II* = l|z]* = Y _(z, ex)?.
k=1

Démonstration. Soit x € F.
D’apres la proposition précédente, on a d(x,F) = |z — pp(x)|. Puisque pp(z) € F et
r — pp(z) € F+, d’aprés le théoreme de Pythagore, on a

1 = ||z — pr(2)|* + Ipr ()|,

d’ou
d(z, F)? = ||z = pr(@)|* = ||l2]* — [pr(2)].
n
D’autre part, on sait qu’on a pp(z) = Z(:c, ek )ek.
k=1
D’apres 'expression de la norme dans une base orthonormée, on a

n

lor(@)I? = (z ).

k=1
La formule en découle. |

Exemple 12. Considérons 'espace euclidien Ry[X] muni du produit scalaire

Les polynomes (Py, P1) = (1,2v/3(X — 3)) forment une base orthonormée de Ry [X].
Calculons la distance de X2 a R; ]

[X].
On a pg,x](X?) = (X?, Po) Py 4 (X2, P1) P avec

1
1
(X2, Py)Py = / t2dt = 3
0

et
1 12 1 1 V3
X2 P =2 33— —dt =2 - - ) ===
(X2, Py) \/5/0 i \/§<4 6) .
. 1 1 1
A1n51,pR1[X](X2):§+X—§:X—6.
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1
(On retrouve au passage que X2 — X + 6 € Ry[X]*)

2 ! 4 % 1
X2 = that ) =—.

D’apres la proposition précédente, on a donc

D’autre part, on a

A(X* RaX]) = | X°)° = (X2, Po)” — (X* P1)* = £ =5 =

12 180
d’on .
AX, Ry [X]) = ——.
(X, Ry [X]) Wi
1
(On retrouve || X2 —pryx)ll = X2 -X+ 3| =—=)

6v/5

25.3 Formes linéaires sur un espace euclidien

25.3.1 Représentation d’une forme linéaire a ’aide d’un produit scalaire

Théoréme 3

Soit (E, (,)) un espace euclidien. Soit f : E — R une forme linéaire.
Alors il existe un unique vecteur a € E tel que pour tout z € E, on ait

f(z) = {a,2).

Démonstration. Nous allons donner deux démonstrations, la premiere conceptuelle, la
deuxiéme constructive.

1. Considérons 'application

v:E — L(E,R)

a — ¢(a) = ¢a

ol @, est la forme linéaire définie sur E par

pa(z) = (a, ).

(C’est bien une forme linéaire par bilinéarité du produit scalaire).
Montrons que 'application ¢ est bijective.

Tout d’abord, montrons qu’elle est linéaire.

Soit (a,b) € E?, soit A € R. Alors pour tout x € E, on a

Oratp(z) = (Ma+b,x)

Ma, x) + (b, x)
Apa() + pb(2)
= (Aga + @b)(z).

Ainsi, Prat+b = Apq + ¢p d’olt
p(Aa+b) = Ap(a) + ¢(b),

ce qui assure la linéarité de .
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Puisque dim(L(E,R)) = dim(F), il suffit de montrer que ¢ est injective pour conclure a
sa bijectivité.

Soit a € ker(¢). On a ¢, = 0 ce qui signife que pour tout = € F, on a (a,z) = 0.

Ainsi, a € B+ = {0} donc a = 0.

On a donc ker(¢) = {0}, ce qui assure que ¢ est injective donc bijective.

On en conclut que pour toute forme linéaire f € L(FE,R), il existe un unique vecteur
a € F tel que f = ¢, i.e. tel que pour tout = € F,

f(z) = (a, z).

2. Soit (eq,...,eyn) une base orthonormée de E.
n

Soit x € E. Alors x = Z(w, €i)ei.

i=1
n

Il vient f(x) = Z(w, ei) f(ei).
i=1
D’apres 'expression du produit scalaire dans une base orthonormée, on en déduit que

f(z) = (a,z)
n
ol a = Z f(ei)e;, ce qui assure l'existence de a.
i=1
Prouvons maintenant 'unicité de a.
Soit b € E tel que pour tout x € E/, on a

f(x) = (a, ) = (b,x).

Puisque ceci est vrai pour tout z € E, on a déja vu que ceci implique que a = b, d’ou
I'unicité de a.
[ |
Exemple 13. 1. Soit f € L(R™,R). On sait que f est de la forme

Vo € R, f(x) =Y a,
=1

ou (ay,...,an) € R™.
On pose a = (a1, ...,ay) et on a bien pour tout x € R", f(z) = (a, x).

2. On a vu en DM que pour toute forme linéaire f sur M,,(R), il existait une unique matrice
A € M, (R) telle que

VM € M, (R), f(M) = Tr(AM).
On a donc bien pour tout M € M,(R), f(M) = (AT, M).

Remarque 17. Soit E un espace euclidien. Soit H un hyperplan de E.

On sait qu'un hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Ainsi, il existe une forme linéaire f non nulle sur F telle que H = ker(f). (On sait que f
n’est pas unique, pour tout A € R*, H = ker(\f).)

D’apres la proposition précédente, il existe un unique a € E tel que pour tout x € E, on ait
f(x) = {a, ).

Ainsi, il existe a € E tel que H = {z € E|(a,z) = 0}.

(Encore une fois, a n’est pas unique puisque pour tout A € R, (Aa, z) = 0 pour tout = € H.)

L’équation (a,x) = 0 fournit alors une équation de H.
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Définition 9: Vecteur normal a un hyperplan

Soit (F, (,)) un espace euclidien. Soit H un hyperplan de E.
On dit que a € E\{0} est un vecteur normal a I'hyperplan H si

H = {x € E|{(a,z) = 0}.

Remarque 18. 1. Dans ces conditions, on a H+ = Ra = Vect(a).
En effet, on a a € H* et dim(H+) = dim(E) — dim(H) = 1.
L’ensemble des vecteurs normaux a H sont alors de la forme Aa, ou A € R*.

2. Soit (eq,...,eyn) une base orthonormée de E.

n
Soit H un hyperplan de E et a = Z a;e; un vecteur normal a H.

i=1
n
Soit z = Zmiei.
i=1
Alors
n
:L‘EH<:><a,ac>:O<:>Zaixi:0.
i=1
On retrouve I’équation d’un hyperplan dans R™.
Sur R2, si on se donne un vecteur (a,b) # (0,0), I'’équation

ar +by =0

définit la droite D orthogonale & la droite passant par l'origine (0,0) et le point (a,b).
Autrement dit, le vecteur (a,b) est un vecteur normal a la droite D.

Sur R3, si on si on se donne un vecteur (a, b, c) # (0,0, 0), 'équation
axr +by+cz=0

définit le plan P orthogonal a la droite passant par l'origine (0,0,0) et le point (a, b, ¢).
Autrement dit, le vecteur (a, b, ¢) est un vecteur normal au plan P.

25.3.2 Distance d’un vecteur a un hyperplan ou a une droite

Proposition 16: Distance d’un vecteur a un hyperplan ou a une droite

Soit (E, (,)) un espace euclidien.

1. Soit H un hyperplan de F, soit a un vecteur normal a H.
Alors pour tout z € F, on a

d(z,H) = %.

2. Soit D une droite vectorielle de E' (i.e. un sous-espace vectoriel de E' de dimension
1), soit a € D\{0}.
Alors pour tout x € E, on a

(a, )

d(z,D) = {/||z||? — .
(@D) = el —

Démonstration.
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1. Soit z € F.
On a montré que d(z,H) = ||z — pg(z)|| ot pg(x) est 'unique vecteur de H tel que
r —py(r) € H- = Ra.
Ainsi, il existe A € R tel que z — py(x) = Aa d’out py(z) = = — Aa.
D’autre part, puisque pg(x) € H et que a est un vecteur normal & H, on a

(a,pg(x)) =0< (a,z) — Na,a) =0

{a,2)
lall*”

Finalement, on a donc

d’ou A =

d(x, H) = 1z — pr(@)]| = Al = |A[[laf = 1222

lall

2. Soit z € E.
a
Le vecteur W est une base orthonormée de D donc
a

2 2
a <(I, :Z:>
d(z, DY? = 2l]* = llop (@) > = 2]/ - < |m\|> = el = g
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