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Partie I — Résultats d’analyse utiles pour la suite

A. Etude de H,

1
1. La fonction ¢ — 7 est décroissante sur U'intervalle [k, k + 1] donc

<

1
t

| =

1

2. Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

k+1 1 k+1 dt k+1 1
[ s [T < [
. k+1 L.t ek

d’on

"1 - /k“dt 1
_< _< _
k+1 .t k

=~ 1 /"“ dt 1

TS — <) T
S ET Y k
4. Pour tout n € N*, on a / — = [m@®)]™ = In(n +1) —In(1) = In(n + 1) et

Lt
2

k=1

=H,.

| =

S| 1
Par ailleurs, via le changement d’indice ¢ = k+ 1, on a Z Tl = Z -=H,,;—1
k=1

La question précédente donne donc bien

VneN H, .1 —1<In(n+1) < H,.




5. La premiére inégalité est vraie d’aprés la question précédente. On sait en outre d’aprés
la question précédente que pour tout n > 1,H,;; < 1+ In(n + 1), i.e. pour tout
n>2 H,<1+In(n).

Remarquons que pour n = 1, I'inégalité est encore vraie puisque H; =1 =1+ In(1)
donc on a bien H, < 1+ In(n) pour tout n > 1.

Finalement,

Vn>1,In(n+1) < H, <1+ In(n).

6. D’apreés la question précédente, on a pour tout n > 1 (puisque In(n) > 0) :

In(n+1) H, 1
In(n) S In(n) S In(n)

+ 1.

1
Puisque lim In(n) =400, ona lim —— +1=1.
n—-+oo n—-+oo ln(n)

Par ailleurs, pour tout n > 1,

In(n+1) MIn(n(l+) In(n)+In(l+;) ” In(1+4 1)
In(n) In(n) B In(n) B In(n)

, 1 . . : 1 .
Or, lim 14 — =1 donc par composition de limites, on a lim In (1 + —) =0 d’ou

n—-+00 n n—-+oo n

In(1+ 1 1 1
lim 1+ M —1,ie. lim In(n +1) —
n—-+o0o ln(n) n—-+4o00 ln(n)

D’apreés le théoréme des gendarmes, on en déduit que lim —— =1, i.e.| H, ~ In(n).
n—-+00 ln(n) +o0

7. D’apreés la question 5, on a pour tout n > 1, H, < 1 +In(n) d’ou H, —In(n) < 1
1

Par ailleurs, d’aprés la méme question, pour tout n > 1, H,, > In(n + 1) > In(n) par
croissance de In .

On a donc bien

Vn>1,0< H, —In(n) < 1.

Ceci implique que la suite (H,, — In(n)),>1 est bornée, i.e. H,, —In(n) = O(1), d’ou
H, =1In(n) + O(1).

B. Une inégalité utile sur la fonction h

8. La fonction h est de classe C? sur R, comme composée de fonctions de classe C2. On a
pour tout x € Ry,

Wia)=In(1+2) + (1 +a) x - !

—1=1In(1
+x n( +a;)

puis
1

1+a

h"(z) =



9. e On a ¢(0) = h(0) —0 =In(1) = 0.

e Pour tout x € R, on a

122(1+ %) — 122 Ltz
() =h(z) — = 373" _ In(1 __6 "

et on trouve bien ¢'(0) = 0.

10. On a pour tout z > 0 :

!

T) = —

L S g (1+2)
_ 1 _(1—1—%)2—32—%3:
1+ (1+%)3

1 1

(1+2P -1+
(I+z)(1+4£)3
(1+2)(1 + )3

et on a bien | ¢"(x) = 0 pour toutx > 0.

11. On en déduit que ¢ est croissante sur R, donc pour tout z > 0, ¢'(x) = ¢'(0).

Or, d’aprés la question 9, ¢'(0) = 0 donc |pour toutx > 0, ¢'(z) > 0.

12. Ainsi, la fonction ¢ est croissante sur R, et puisque ¢(0) = 0 d’aprés la question 9, on
a p(x) = ¢(0) = 0 pour tout = > 0, i.e.

LEQ

our toutx > 0,h(xr) > ———.
P (z) 2(1+ %)

Partie II — Loi du chat a 'instant n et étude de ’endo-

morphisme r

13. Soit n > 1. Notons A,, I'événement « le chat rechoisit un état entre le jour n et le jour
n+1».

Pour tout (a,b) € [1,3], d’aprés la formule des probabilités totales dans le systéme



14.

15.

complet d’événements (A,, A,) puis la formule des probabilités composées, on a

P(Xn41 =0a) N (X, =1))
P(Xn = b)
P(Xp1=0a)N(X,=bNA,)+P(Xp1 =a)N (X, =b)NA,)
P(Xn = b)
= Px, =5 (An)Px.=t)na, (Xns1 = a) + Pix,—p) (A_n)P(Xn:b)nTn(Xn+l =a)
1

s 1P(Xn:b)ﬂAn(Xn+1 =a)+

Pxu=t)(Xnt1 =a) =

n
n+1 P(Xn:b)an(Xn+1 = a).

Par lecture d’énoncé, on obtient alors :

o + 1 1 1
Py (Ko = 1) = ST D) 1); Pix,—o)(Xni1 = 1) = m; Px,=3)(Xnp1=1) = 2(n—+1);
1 dn+1 1
Pyt (Xngs = 2) = ST Pix,=2)(Xpi1 = 2) = CEE P(x,=3)(Xns1 = 2) = St
1 1 6n +1
vy (X =3) = grmgyi Pooes(Kont =3) = grmgyi Poses(Xon =3) = ges

Soit n > 1. D’aprés la formule des probaiblités totales dans le systéme complet
d’événements ((X,, =1),(X,, =2),(X, =3)),on a

Tpy1 = P(XnJrl = 1)
= P(Xn = 1)P(Xn:1)(Xn+1 = 1) + P(Xn = 2>P(Xn:2) (Xn+1 = 1)
LP(X, = 3)Prx, ) (Xpes = 1)
2n+1 1

IO Ty

En raisonnant de méme pour P(X,, 11 = 2) et P(X,,41 = 3), on a bien

1 n 3n+1 n 1
n =57 In n Zn
I S ) T 3k ) T 3t 1)
et
1 n 1 n 6n +1
Znil = == Tp+ ———<Yn + —— Zn.
T 6t ) " 6t )" T 6t 1)
Tni1 Tn
D’apres la question précédente, on a pour tout n > 1, | ypu1 | = M, | yn | T
Zn+1 Zn
2n+1 1 1
2(n+1)  2(n+1) 2(n+1)
M, = 311 33n+} 311
FREETRN )
6(n+1) 6(n+l) 6(n+1)




16. Pour tout n > 1, on a

100 11 1
AT L I R L1
3 - 3 3 3
n+1 n+1 n+1 00 1 n+1 111
6 6 6
2n+1 1 1
2(n+1)  2(n+1) 2(n+1)
_ 1 3n+1 1
3(n1+1) 3(n1+1) 36(77111%)
6(n+1) 6(n+l) 6(n+1)
n 1
d’ou | M,, = I R.
o T I |

Notons C la base canonique de R3. Puisque M,, = Matc(g,), R = Mate(r) et I3 =
Mate(Idgs), I'égalité précédente montre que

n
Matc(g,) = Mat Idrs + r
c(gn) C<n+1 R n—i—l)
n 1
d'ou|g, = ——Id T.
J n+1 R3+n+1
17. On a
111 11 1 111
2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 101 1 101 1 101 1
F=1l5 33|53 35|53 3|8
11 1 L1 1 111
6 6 6 6 6 6 6 6 6
d’oti 2 = 7. Ainsi, r est un projecteur, ce qui permet d’affirmer que|R?* = Im(r) @ Ker(r)

18. Soit (z,7,2) € R%. On a les équivalences suivantes :

(z,y,2) € Ker(r) <
=

=
=
=

Xz

Y
z

D= Wi N
D= W= =
D= W= N=

%x—i—%y—l—%z
ot ool
T T Yt 52
r+y+z=0
Z=-r—Y

(x,y,2) = x(1,0,—1) + y(0,1,—1)

donc | Ker(r) = Vect((1,0,—1), (0, 1,

1)}

Par ailleurs, on sait que Im(R) est engendré par les colonnes de R donc Im(R)

1
2
Vect % donc (puisque R est la matrice de 7 dans la base canonique de R?) :
5
111
I =Vect (| |=,=,=]]).
m(r) ec ((2’3’6))




19. D’apreés la question précédente, u; = (%, %, %) est une base de Im(r) et uy = (1,0, —1)

et uz = (0,1, —1) forment une base de Ker(r).

Puisque R® = Im(r) ® Ker(r), on en déduit que | B = (uy, ug, u3) est une base deR®.

20. Par propriété d'un projecteur, puisque u; € Im(r), on a r(uy) = uy. De plus, puisque
(ug,us3) € (Ker(r))?, on a r(uy) = r(uz) = 0 donc la matrice de r dans la base B est

100
Matg(r) =10 0 0
0 00
21. Soit n > 1.
D’aprés la question 16, on a
n 1
gn(ur) = . [ + 1 r(u) = ug,
=u1
n n
gn(2) = n+ 1u2 n+1 C<u,./2) n+4+ 1u2
=0
et 1
n n
gnlus) = Smqus + o rlus) = Sm s
=0
1 0 0
donc |Matg(g,) = [0 47 O
0 0 5

22. Soit n > 2. En utilisant les résultats de la question précédente, on a

1 n—
(gn—10gn—20---0ge0¢g1) (u1) = uy = —Idrs(uq) + r(u);
n N——~
=u1
In-1°9Ggn—290-:-0g2 0 91(“2) = §gn71 0gp-20--+0 92(162)
——
=1uy =2uy
1 » 2 ( )
= — X =0y,_100y,_90-:-0 U
D) 39 1°3Gn-2 g3lUa
1 " 2 y " n—1
273 2
1
g —u2
n
1 —1
= —IdRB(U2> -+ T(UQ) .
n N N~~~

n—1

1
On trouve de méme que ¢, 10 g, 20 ---0gs 0 g1(uz) = —Idgs(u3) + r(ug).
n



n—1

1
Ainsi, les endomorphismes g, 10 g, 20---0gy0¢g; et —Idgs +
n

n—1

1
sur la base B, doncona g, 10¢, 20---0gy0g; = —Idgs + r d’ol
n

1 —1
MatC(gnfl Ogp—20+-:-0(ge 0 91) = Matc (—Ide -+ " 7')
n n

, 1.e.

1 n—1
—1I3+
n n

M, M, _o...MyM = R.

23. Soit n > 1.
e Sin =1, I'égalité a prouver est triviale.

e Supposons que n > 2. D’aprés les questions 15 et 22, on a

Vn - Mn—lvn—l
= Mnfan72vn72
= M, 1M,_o... MoMV;
1 -1
- (-13+” R)v1
n
111
1 77,—1 2 2 2 T
= -+ % % % n
" o\ o1 1)\ 4
6 6 6
1
1 n—1 2
= —Vi+ (T1+y+21) | 3
n i
L

Puisque =1 + y; + 21 = 1, on en conclut que

1
1 n—11{2
pour toutn > 1,V, = =V| + %
n n i
6.
24. Soit n > 1. La question précédente s’écrit
1
T T n—1 ?
Yn | == ||+ 3
n 1
Zn, 21 6

En identifiant les premiéres lignes de ces matrices colonnes, on a

Lo in—-1 1 T — 3
Ty = —T = == .
ntt2 2 n

r coA  ncident

Partie III — Nombre total de jours passés dans ’état 1

25. Z, compte le nombre de k € [1,n] pour lesquels Y;, = 1. Autrement dit, Z,, compte le
nombre de jours entre le jour 1 et le jour n que le chat a passé dans I’état 1.



26. Soit n > 1. Par linéarité de I'espérance, on a
k=1

Or, pour tout k € [1,n], E(Y:) = E(1(x,=1)) = P(X}, = 1) = 2}, donc

E(Z,) =) .

1 x—3
27. Soit n > 1. D’apreés la question 24, pour tout k € [1,n], on a z}, = 5 4+ 2 - 2

donc,
d’apreés la question précédente,

EZ) =3 Liom=s)y_n (1 s 1
n) 9 k ) 19 =t

1
ie. |E(Z,) = g + <x1 — —) H,.

H, 1
28. D’aprés la question 6, H,, ~ In(n) donc — ~ n(n)

+o0 n —4oo n
In(n H,
Or, par croissances comparées, lim (n) =0 donc lim — =0.
n—-+o0o n n—4+oo M
D’aprés la question précédente, on a alors
. E(Z) , 1\ H,
lim — = lim 1+2(x;—z)—=1
n—-+oo 5 n—-+oo 2 n

dott |E(Z,) ~

—+00

SE

1
29. D’apreés la question 27, on a pour tout n > 1,E(Z,) — g = <x1 — —) H,.

Or, d’apreés la question 6, H, I In(n) donc H,, = O(In(n)).

1
Ainsi, on a (:1:1 — 5) H, = O(In(n)), d’ou

E(Z,) — g = O(ln(n)).

Partie IV — Corrélations et variance

30. Soit 7 > 1. Montrons par récurrence sur j que pour tout j > i+ 1, on a

1 l
Pi=n(X; =1) =5 + %5



31.

e Initialisation : Pour j =i + 1, d’aprés le calcul fait en question 13, on a
21 +1 1 1
= (X5 =1) 2i+1) 2 2ty

ce qui prouve la propriété au rang j =i + 1.

1
e Hérédité : Soit j > i+ 1 fixé. Supposons que P(x,—1)(X; = 1) = 3 + QL et montrons
J
1 1

Px_n(Xin1=1)==-+——.

Pour cela, utilisons la formule des probabilités totales dans le systéme complet d’événe-
ments ((X; = 1), (X; = 1)) pour la probabilité P y,—1) : on obtient

Pxi=n)(Xj+1=1) = Px=1)(X; = DPx,=i)nix;=1)(Xj+1 = 1)

+Px=n (X = 1)P(Xi:1)m(ﬁ) (Xjp=1)

1 25 +1 1 1 1
= |lst5) X5\ 1l—5—57) %= X =
2 2 2(7+1) 2 2j j+1 2
241 (25 + 1) 1
4G+1) 4G+ 40+ 40+ 1)
I S
20 2+

ce qui prouve la formule au rang j + 1 et achéve la récurrence.

A la lecture de I'énoncé, il est clair que P(x,—0)(X; = 1) = P(x,=3)(X; = 1).

Montrons par récurrence sur j que pour tout 5 > 7+ 1, on a
1
Po=p(Xj =1) =5

i
25
elnitialisation : Pour j =i+ 1, d’apreés le calcul fait en question 13, on a

1 1 ;
(=) (X; = 1) 200+1) 2 20+1)

ce qui prouve la propriété au rang j =i + 1.

1 .
e Hérédité : Soit j > i+ 1 fixé. Supposons que P(x,—0)(X; =1) = 3~ QL et montrons
J
1 7
Px-n(Xii1=1)==— ———.

Pour cela, utilisons la formule des probabilités totales dans le systéme complet d’événe-
ments ((X; = 1), (X; = 1)) pour la probabilité P x,—o) : on obtient

Pxi=2)(Xj41 =1) = Pr=2)(X; = DPxi=2)nx;=1)(Xj41 = 1)

+Px=) (X = 1)P(xi:2)m(ﬁ) (X =1)

1 2j + 1 1 i 11
= s | X+t |l-—sg+= | X—F Xz
2 2j 27+ 1) 2 2 j+1 2

2i+1 (2 +1) 1 i

: — : + —
47 +1) 45 +1) 4G +1) 45 +1)
1 i

2 2(+1)




1 7

ce qui prouve la formule au rang j + 1 et achéve la récurrence.

On montre de méme que Px,—3)(X; =1) = 5~ 95
J

32. On a

Or, P(Xi = 1) N(X; =1)) =P(X; = )Px,=1y(X; = 1) = wi(5 + 3
1 7 ) .

E(Y:Y)) =2 (5 + Z

<

E(YiY;) = E(Lxi=nlix,=1) = E(Lxi=nnex;=n) = P((Xi = 1) N (X; = 1)).
L) en utilisant le

résultat de la question 30 donc

33. D’aprés la formule de KA9qnig-Huygens, on a
1 7 1 1
Y;) =i (——i——) — LT =T (54-2—]_—:10]-).

Cov(¥;,¥;) = E(Y) ~ E(V)E( 27

Or, grace a la question 24, on a
1 i 1z 1 12
SR Tt Y - B I .
2 27 27 7 7 \2 7 7

donc [Cov(Y;,Y;) = §$1(1 — x;).

34. Soitn>1.0Ona Z, = ZYk donc
k=1

Var(Z,) =Y Var(Yy)+2 > Cov(¥;,Y;)=> Var(Yi)+2 Y ;xi(l — ;)
1<i<j<n

n

k=1 1<i<j<n k=1
en utilisant le résultat de la question précédente.
De plus, pour tout k € [1,n], Yy suit une loi de Bernoulli de paramétre P(X; = 1) = x,

donc Var(Yy) = xx(1 — xy).
Var(Z,) = Zxk(l — ) + 2 Z éxz(l — ;).
k=1

On obtient donc bien
1<i<j<n

35. Soitm > 1. On a
i n 1 7j—1
R - i
1<i<j<n'] 7j=2 J =1
_ Z“ % (J 5 )J
=27
1 n—1
= 5 J
2 =
(n—1)n



36.

37.

38.

) -1
d’on Z Ez%

1<i<g<n J

Pour tout z € [0,1], ona0 < z(l —2) = -2’ +z=—(z — 3)* +
D’aprés les deux questions précédentes, on a alors pour tout n >

Var(Z, Z%—QZE%%%-%

l<z<]<n

n®>+n

d’out | Var(Z,,) < 3

Pour tout n > 1, on a n < n? donc n? +n < 2n? et le résultat de la question précédente

2

permet d’établir que | Var(Z,,) < T

D’apreés la question 24, on a pour tout n > 1:

En particulier, il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng, x,(1 — x,) >

D’apreés la question 34, pour tout n > ng, on a

Var(Z,) > 2 ) —xll—xl

1<’L<]<TL

> 2 Z —xll—xl)

no<I<j< <n
>

OO|H

n

1 138
Ly 1y

j=no+1"“ i=ng
n

> ! 3 1 (o+j -1 —m)
A 7 2
j=no+1
>3
> LS (moti -0 - o)
= 5 n - -
sn 0T J J— 7o
j=no+1
1 n—mng
> — k(k+2ny—1) (k=j—ng)
8nk1
_ AA
1 n—no
> — ) K
8n;
- 1 (n—mng)(n —no+1)(2(n —ng) +1)
~ 8n 6




n? u, 1 u 1

Onawu, ~ — donc lim — = —. Ainsi, pour un n assez grand, — > —.
" +oo 2 n—4o00 ’rL2 24 P & n2 - 48
Var(Z. U
Or, pour tout n > ny, # > —. Quitte a prendre un ng plus grand, on peut donc
n n
Var(Z,) _ 1 .
supposer que pour tout n > ng, ——= > —, i.e.

n2 7 48’

pour tout n > ng, Var(Z,) > cn’® avec c = 5> 0.

39. D’apreés les deux questions précédentes, on a pour tout n > ny,
en? < Var(Z,) < Cyn?

. Var(Z,)

. Var(Zn
d’ou pour tout n > ng, c < ar(Zn)

5— < (o, ce qui signifie que la suite <T> est
n n>1

bornée, i.e. | Var(Z,) = O(n?).

De méme, pour tout n > ng, Var(Z,) > 0 car la variable aléatoire Z,, n’est pas constante

1 n?
et puisque ¢ > 0 et Cy > 0, on a pour tout n > ny, roR < m < — et on conclut
9 ar(Z, c

de méme que |n® = O(Var(Z,)).

Partie V — Rafraichissements et changements d’état ef-
fectifs

40. Soit k£ > 1. Pour tout (a,b) € [1,3]?, on a, d’aprés la construction de X, a partir de
le
P(Xk:b)(Xk—H = CL) = P<Bk = O)éa,b + P(Bk = 1)P(Uk = a),

ol 0,5 = 1 si a =" et 0 sinon.

k 1
Comme P(Bj, =0) = L P(Br=1)= P et
1 1 1

on retrouve exactement les neuf probabilités conditionnelles de la question 13. Ainsi, la
suite (X,)n>1 construite & partir de (By)g>1 et (Uk)r>1 suit bien le méme mécanisme
de transition que celui de I’énoncé.

41. Soit k > 1. La variable aléatoire A, vaut 1 si le chat a changé d’état entre le k-éme
jour et le (k + 1)-¢éme jour, 0 s’il a conservé le méme état.

e Si B, = 0, alors X1 = X} par définition donc Ay = 0 et dans ce cas, on a bien

e Si B;, = 1, on a nécessairement Ay, < By, = 1 puisque A, ne prend que 0 et 1 comme
valeur.

Ainsi, on a bien



42.

43.

44.

La variable aléatoire C),, compte le nombre de changements d’état effectifs du chat
entre le jour 1 et le jour n.

Soit n > 2. On sait d’aprés la question 41 que pour tout £ > 1, Ap < By, donc

n—1 n—1
On = Ak < Bk - Nn
k=1 k=1
n—1
Soit n > 2. Par linéarité de 'espérance, on a E(N,,)) = » E(By).
k=1
1
Pour tout £ > 1, on a E(By) = 1 x P(By = 1)+ 0 x P(By = 0) = Tl donc
n—1
1
E(N,) = —_
p k+1
n—1
Or, avec le changement d’indice i = k + 1, on a Z = Z = H, — 1 donc
k=1
E(N,) =H, — 1.

Partie VI — Fonction génératrice exponentielle de N,

45.

46.

47.

Soit k > 1. D’apreés la formule de transfert, on a

k et
E)\Bk:)\XOPB: AXlPB:l:
() = e P(By = 0) + e P(By = 1) = =9 + 177
A
—1
d’ot E(e’\B’“):1+6k+1
n—1
Soit n > 2. On a eV = A LRI B — He/\B’“.
k=1

Puisque les variables aléatoires (B, ..., B,_1) sont indépendantes, il en est de méme
des variables aléatoires (e*P1, ... e*Bn-1). Par propriété de I'espérance d’un produit de
variables aléatoires indépendantes, on a

)\Nn _ (H e)\Bk) _ ﬁE(eABk>

n—1 A
e —1
et d’aprés la question précédente, on en conclut que |E(eMn) = H <1 + ) :

Par convexité de la fonction exponentielle, sa courbe est située au-dessus de toutes ses
tangentes. Or, la droite définie par u +— 1 + u est la tangente en 0 de la courbe de la
fonction exponentielle donc on a bien 1 4+ u < e* pour tout réel w.



48. Soit A= 0et n > 2.

En utilisant les deux questions précédentes, on a

n—1

E(e’\N’“‘)—i:[1 1+6/\_1 <ﬁex -1 =exp | (e*—1) b
- k1) S USRS ) T k1)

k=1 k=1

n—1

1
Or, on a vu en question 44 que Z Pl H,—1 donc on a bien|E(e*"") < exp((e* — 1)(H,, — 1)).
k=1

49. a) Soient A > 0 et u > 0. Par croissance stricte de la fonction ¢ — e, on a
{No = E(No)+u} = {w € Q, Ny(w) > E(N,)+u} = {w € Q, M) > AENT0Y

donc on a bien

(N, > E(N,) + u} = {Mn > HENT0L

b) D’aprés la question précédente, on a
P(N, > E(N,) + u) = P (X > MEN+)

A(E(Nn)+u)

Puisque la variable aléatoire e’ est positive et que e > 0, on peut

appliquer l'inégalité de Markov et on obtient

E(eMn)
ANn ~ AE(Nn)+u)
P (et >e ) < MEND)+u)?

d’ou

P (Nn > E(Nn) + U) < €_>‘(E(Nn)+U)E(€/\Nn)‘

c) D’aprés la question 44, on a E(N,,) = H, — 1 et d’aprés la question 48, E(eMV») <
exp((e* — 1)(H, — 1)). En reprenant I'inégalité obtenue en question précédente,
on a alors

P (N, = E(N,) +u) <exp(=AH, — 1+ u))exp((e* = 1)(H, — 1))

d’out [P (N, = E(N,) +u) <exp ((e —1—A)(H, — 1) — Mu) .

50. Soit n > 2 et soit u = 0.
Si u = 0, le membre de droite vaut 1, donc I'inégalité est triviale.

Supposons désormais u > 0. Comme H,, > 1, le réel

U
=In(1
A n(—i—Hn_l)

est bien défini et strictement positif. On a alors
N1 N (H,—1) = du = L (14— Hy—1)—uln {1+ —
(e i )= T g 1))t L

() )

— —(H,-1h <Hn“_ 1) .




D’apres la question précédente, on obtient bien

P (N, > E(N,) +u) < exp (—(Hn —1h (Hnu_ 1)) .

51. D’aprés la question 43, pour tout n > 2, C,, < N,, donc (C,, > E(N,, ) +u) C (N, = E(N,) +u):
en effet, si C,(w) > E(N,,) + u, alors Nn( ) = Ch(w) = E(N,) +
N,

On en déduit que P (C,, = E(N,) +u) < P (N, > E(N,) + u) et d’aprés la question
précédente, on en conclut que

P (C, = E(N,) +u) < exp (—(Hn ~1h (Hn“_ 1)) .

Partie VII — Une forme plus simple et interprétation

52. D’aprés la question 5, on a bien pour tout n > 2, H,, — 1 < In(n).

53. Soit n > 2, soit u > 0. On sait d’aprés la question 44 que E(N,) = H, — 1 < In(n)
donc E(Nn) +u < ln( ) + .

Ainsi, si C,, > In(n) + u, alors C,, > E(N,,) + u donc {C,, > In(n) + u} C {C, >
E(N,) + u} et on en déduit que

P(C, > In(n) + u) < P(C, = E(N,) +u) < exp (—(Hn —1)h (Hn“_ 1)) .

D’aprés la question 12, puisque 71 >0, on a
-

u2

h( : ) D = v
H, -1 - 2<1+m) 2((Hn_ 1)2+%<Hn_ 1))

donc ) )
U U U

(Hn = Dh (ﬁ) 7 N(H, — 1)+ %) Z 2l(n) + 5)

d’ou, par décroissance de la fonction x +— e™7,

exp (—(Hn —1)h (Hnu— 1)) S P (_Wjﬂﬁ))

et on obtient bien

P(C, = In(n) + u) < exp (_m) '

54. Le nombre de changements effectifs C,, est controlé par N,, dont l'espérance vaut
H, — 1 ~In(n). La derniére inégalité montre que les dépassements de In(n) de taille u
sont exponentiellement pénalisés :

U2
P(C, > 1In(n)+u) <ex — ).
(@i +0) < o (g )
Ainsi, C), est typiquement de l'ordre de In(n), et les grands dépassements au-dessus de
ce seuil deviennent rapidement improbables.



