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Exercice 1 : Théoréme de Von Neumann

e but de cet exercice est de démontrer le théoreme de Von Neumann, a savoir : une norme
Le but de cet t de d trer le th de Von N ,

provient d’un produit scalaire si et seulement si elle vérifie I'identité du parallélogramme. On
a vu en cours le sens direct, montrons le sens réciproque.

Soit (E, ||.||) un R-espace vectoriel normé dont la norme vérifie I'identité du parallélogramme,
A savoir pour tout (z,y) € E?,

lz+yll* + llz = yl* = 2ll=]* + [ly]1*).

1
Pour tout (z,y) € %, on pose f(z,y) = J(llz+yl* = = - y[*).

Il s’agit de vérifier que f est une forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est a dire un
produit scalaire, sur E.

1. Montrer que pour tout x € F, f(x,z) = ||z|.
2. Soit (z,vy,z) € E®.

a) Montrer que f(z,y +2) = 2f(5,y) + 2f(5, 2).
En déduire que f(z,y) = 2f(5,y) puis que f(z,y + 2) = f(z,y) + f(z,2).

b) En déduire que pour tout n € N, f(z,ny) = nf(z,y).
c) En déduire que pour tout r € Q, f(z,ry) = rf(x,y).

d) En déduire que I'application y — f(z,y) est linéaire. (Indication : utiliser la
densité de Q dans R).

3. Conclure.



Exercice 2 : Produit vectoriel dans R?

Dans tout Pexercice, on considére £ = R? muni de son produit scalaire canonique, noté (, ).

On note C = (e, e, e3) la base canonique de £ = R3. On rappelle que C est une base
orthonormée dans £ muni de son produit scalaire canonique.

Soit B = (g1, &2, €3) une base orthonormée de R3. Notons P la matrice de passage de la base
C vers la base B.

1. a) Justifier que pour tout (i, 5) € [1,3], P;; = (¢;,¢;) puis montrer que PTP = I3.
b) En déduire que dete(B) = +£1.

On dit que B est une base orthonormée directe si dete(B) = 1, indirecte si dete(B) = —1. 11
est clair que C est une base orthonormée directe.

On suppose désormais que B est une base orthonormée directe.
2. Montrer que pour tout (u,v,w) € E*, detg(u,v,w) = dete(u, v, w).

Ainsi, le déterminant d’une famille de trois vecteurs dans une base orthonormée directe ne
dépend pas du choix de la base orthonormée directe. Pour tout (u,v,w) € E*, on note alors

[u, v, w] = detg(u, v, w)

le déterminant de la famille (u, v, w) dans n’'importe quelle base orthonormée directe, qu’on
appelle produit mixte de la famille (u, v, w).

3. Soient (u,v) € E.

a) Justifier que I'application
E — R
w — [u,v,w]

est une forme linéaire et en déduire qu’il existe un unique vecteur de F, noté
u A v, tel que, pour tout w € E, on ait

[u, v, w] = (u A v,w).
On dit que le vecteur u A v est le produit vectoriel des vecteurs u et v.

b) Montrer que v A u = —(u A v).

c) Montrer que pour tout w € E et pour tout A € R, on a

M +w)Av=ANuAv)+wAv et uAA+w)=ANuAv)+uAw.

d) Montrer que u A v = Og si et seulement si la famille (u,v) est liée.

e) Montrer que u A v € Vect(u,v)*.
Uy t
f) Notons Matg(u) = | ua | et Matg(v) = | vq
U3 U3



U2V3 — U3V
Montrer que Matg(u A v) = | usvy — uqv3
U1V — UV

g) Montrer que €1 A ey = e3,69 Neg =1 et g3 A ep = 9.

h) On suppose dans cette question uniquement que la famille (u,v) est orthonormée.
Montrer que (u,v,u A v) est une base orthonormée directe de R3.

4. a) Montrer que pour tout (u,v,w) € E3,
(uAV) Aw = (u,w)v — (v,w)u et uA (v Aw) = (u,w)v — (u, v)w.
b) En déduire que
(uAvV)ANw+ (VAw)Au+ (wAu) Av=0g.
5. Montrer que pour tout (u,v) € E?, on a
(u,0)* + [lu Aol = flul?[lo].

6. Soient (a,b) € E* avec a # Og.
Existe-t-il z € E tel que a Ax =07



