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CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°15

Exercice 1 : Théoréme de Von Neumann

1. Soit z € E. Par homogénéité de la norme, on a

1 1
fw)] = 012l + 1051 = § x 4ol =[llo]?.

2. a) En utilisant Iidentité du parallélogramme (en particulier que pour tout (u,v) €

1
EZ, [[ull®* + [ol* = 5 (lu + olf* + [lu = v[[*)), on a
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Pour z = 0, on constate que f(%,2) = f(%£,0g) = Z(H%HQ — [|%]]*) = 0 donc la

relation précédente devient | f(z,y) = 2f <%, y) .

On a de méme f(z,z2) = 2f(5, z) donc on obtient

flay+2) =2f (50) +2f (52) = Fla.) + fla.2)

b) Montrons par récurrence que pour tout n € N, f(x,ny) = nf(x,y).

eInitialisation : Pour n =0, on a f(z,0 x y) = f(z,0g) =0=0 x f(x,y) donc
la propriété est vraie au rang n = 0.



eHérédité : Soit n € N fixé. Supposons que f(z,ny) = nf(x,y). Montrons que
[, (n+1)y) = (n+1)f(z,y).
D’aprés la question précédente, on a

[z, (n4+1)y) = f(z,ny+y) = f(z,ny)+f(z,y) = nf(z,y)+f(2,y) = (n+1) f(2,y)

donc la propriété est vraie au rang n + 1.

On a bien montré par récurrence que |pour toutn € N, f(z,ny) = nf(z,y).

c) Soit r = b € Q avec (p,q) € Z x N*.
q

1
Tout d’abord, notons que f(z, —y) = 1 (lz = yl* = llz + yl|*) = = f(z,y) donc

f(xvpy) = f(xv (_p)<_y)) = _pf(xv _y) = pf(x7y) ou on a utilisé la question
précédente avec —p € N.

Ainsi, puisque ¢ € N*, on a

qf(x,ry) = f(z,qry) = f(z,py) = pf(z,y)

donc | f(z,ry) = gf(l",y) =rf(z,y).

d) Par continuité de la norme ||.|| sur £, 'application y — f(x,y) est continue sur
E.

Soit A € R. Par densité de Q dans R, il existe une suite (7,)neny de nombres

rationnels tels que lim 7, = A.
n——+00

D’apreés la question précédente, pour tout n € N, on a

fla,rny) =raf(z,y) — Af(z,y).

Par ailleurs, par continuité de y — f(x,y), on a

lim f(z,ryy) = f(z, im r,y) = f(x, \y).

n—-+oo n—+oo

Par unicité de la limite, il vient f(z, A\y) = \f(z,y).

Ainsi, pour tout (y,4’) € E?, pour tout (), ) € R?, on a d’aprés ce qui précede
et d’aprés la question 2.a.,

flx, Ay +py') = f2, \y) + [, wy') = Mf(z,y) + pf(x,y)

donc |y — f(x,y)est linéaire.

E? — R
3. Soit f: 1
(@y) — flay) =7 (lz+yl* = llz =yl
e [ est symétrique : en effet, pour tout (z,y) € E?, puisque ||z —y|| = ||y — z]||, on a
1 1
fly. @) =7 (ly +l* = lly — ]|*) = 1 (lz +yll* = llz = yl*) = f(z,).



e D’apreés la question précédente, pour tout z € E, y — f(z,y) est linéaire et par
symétrie de f, on en déduit que pour tout y € E, x — f(x,y) est linéaire donc f est
bilinéaire.

e [ est positive : en effet, d’aprés la question 1, pour tout = € E, f(z,x) = ||z]|? > 0

e f est définie : en effet, par séparation de la norme, pour tout z € F, on a

f(z,z) =0« ||z|| =0 < = 0pg.

Ainsi, f est une forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est a dire un produit
scalaire sur F.

D’aprés la question 1, pour tout z € E, ||z|| = /f(z,z) donc

la norme ||.|| est issue du produit scalaire f.

Exercice 2 : Produit vectoriel dans R3

1.

2.

3.

a) Soit j € [1,3]. Par définition de P, on a ¢; = Z P, jei.

Puisque (e, ez, €3) est une base orthonormée de £, on a pour tout i € [1,3],| P; =

(), €i).

On a PTP € M3(R). Pour tout (i, ) € [1,3]? on a

3
(PTP)i, Z )ik Prj = ZPmPk,g = Z<5i76k><5j76k> = (€i,&5)

k=1 k=1
d’apres 'expression du produit scalaire dans une base orthonormée.

Puisque (g1, €9,€3) est une base orthonormée de E, on en déduit que pour tout
(i,7) € [1,3]% on a (PTP);; = (i, ;) = 6, i.e. | PTP = I.

b) On a det¢(B) = det(P).
D’apreés la question précédente, on a

1 = det(I3) = det(PT P) = det(PT) det(P) = det(P)?

donc | dete(B) = det(P) = +1.

Soient (u,v,w) € E3.

D’apreés la formule de changement de base, on a dete(u, v, w) = dete(B)dets(u, v, w).
Puisque B est une base orthonormée directe, on a dete(B) = 1 donc on obtient

detg(u, v, w) = dete(u, v, w)|.

a) Par multilinéarité du déterminant, 'application f : w +— [u, v, w] est une forme
linéaire sur 'espace euclidien E. D’aprés le théoréme de représentation des formes
linéaire sur un espace euclidien, on en déduit qu’il existe un unique vecteur, qu’on
note u A v (car f dépend de u et v) tel que pour tout w € F, f(w) = (u A v, w),
ie.

pour toutw € E, [u,v,w| = (u A v, w).




b)

d)

f)

En utilisant le carctére alterné du déterminant, pour tout w € F, on a

(v Au,w) = [v,u,w] = —[u,v,w] = —(u Av,w) = (—u A v,w).

Ceci étant vrai pour tout w € E, on en déduit que \v Au=—uA v.\

Soit w € E et A € R. On a pour tout x €
(AMu+w)ANv,z) = [Au+ w,v,z]
= Auw,v,z] + [w,v,z] par multilinéarité du déterminant
= MuAwv,x)+ (wAv,x) par définition du produit vectoriel

= (MuAv)+wAwv,x) par bilinéarité du produit scalaire.

Ceci étant vrai pour tout = € E, on en déduit que| (Au +w) Av = Au Av) +w Aw.

Ainsi, on a

uN (A +w)|=—M+w)Au=-AvAu) —wAu=[ANuAv)+uAuw.

Si u et v sont liés, alors pour tout w € FE, la famille (u,v,w) est liée donc
[u,v,w] =0, i.e. pour tout w € E, (u Av,w) =0, ce qui implique que u Av = 0.

Montrons la réciproque par contraposée : si u et v sont libres, alors on peut
compléter la famille (u,v) en une base (u,v,w) de E de telle sorte que [u,v,w] =
(u ANv,w) # 0. On a donc nécessairement dans ce cas u A v # 0.

Finalement, on a 1’équivalence

’u/\v:OE<:>uetvsont liés.‘

Puisque les familles (u,v,u) et (u,v,v) sont liées, (u A v,u) = [u,v,u] = 0 et
(u Nv,v) = [u,v,v] = 0.

Puisque u A v est orthogonal & une famille génératrice de Vect(u,v), on en déduit

que |u A v € Vect(u,v)™.

Soit w = wie1 + waee + wses. Puisque la base orthonormée B est directe, on a
Uy v w
[u, v,w] = detp(u,v,w) = | ug vy Wy
Us Uz w3
On développe ce déterminant :
[u, v, W] = UIVW3 + UV3W] F UZVIWy — U V3We — UV W3 — U3VaW]

(UQvg — U3U2>w1 + (U3U1 — U1U3)w2 + (U1U2 — UQ?)l)wg

= <(U21)3 — U3’UQ)€1 + (U3Ul — U1U3)52 + (Ulvg — u2v1)53,w>.

Par définition du produit vectoriel u A v, puisque cette égalité est vraie pour tout
w € F, on en déduit

uAv = (ugvg — ugve)er + (ugvy — ugvz)es + (U1vy — ugvy )3

U2V3 — U3V2
d’ou Matg(u VAN U) = usv; — U1vs
U1V2 — UgV1




g)

h)

1 0 0
On a Matg(e;) = [ 0 |, Matg(ez) = [ 1| et Matg(ez) = [ O
0 0 1
0
D’aprés la question précédente, on a Matg(eq Aeg) = | 0 | = Matg(es),
1
1 0
Matg(ea Aez) = | 0] = Matg(eq) et Matg(es Aer) = [ 1| = Matg(es)
0 0

done

‘61/\62283,82/\532616t€3/\81 :52.‘

Supposons que (u,v) est une famille orthonormée (donc libre) de E.

Alors, d’aprés la question 3.e, (u A v) est un vecteur normal (non nul car u et
v sont libres) au plan P = Vect(u,v). Ainsi, la famille (u,v,u A v) est une base
orthogonale de F.

Il existe A = € R* tel que (u,v, A\u A v) est une base orthonormée de E.

lu Aol

Ainsi,

1 = [[u, v, \urv]| = |M||[u, v, uAv]| = M[u, v, uAv]| = A{(uAv, uAv)| = M|uAv|]* = [[uA]|

1
donc A = Ta Aol = 1 et on en déduit que (u,v,u A v) est une base or-
uAv
thonormée de E. De plus, on a vu que [u,v,u Av] = |[ju Av||* = 1 donc

(u,v,u A v)est une base orthonormée directe de E.

Soient (u,v,w) € E3.

e Supposons que la famille (u, v) est liée. Sans perte de généralité, supposons qu’il
existe A € R tel que v = Au. On a alors u A v = 0g donc (u Av) Aw = 0g d'une
part, et d’autre part

(u,w)v — (v, w)u = Mu, wyu — (Au, w)u = 0g

donc on a bien (uAv) AN = (u, w)v — (v, w)u.

e Supposons que la famille (u,v) est libre. Soit (£1,£2) une base orthonormée
de Vect(u,v) qu'on obtient aprés l'algorithme de Gram-Schmidt, i.e. tel que
Vect(u) = Vect(e1). Dans la base orthonormeée directe B = (1, ¢5), on a alors

a d
Matg(u) = | 0 | ,Matg(v) = | ¢ et Matg(w)=[e
0 0 f
ou (a,b,c,d, e, f) € RS. D’apres 'expression du produit vectoriel dans une base
0 —ace
orthonormée, on a alors Matg(uAv) = | 0 | puis Matg((uAv)Aw) = | acd

ac 0



Par ailleurs, d’apres I’expression du produit scalaire dans une base orthonormeée,
on a

(u, w)yv — (v, w)u = ad(bey + cea) — (bd + ce)asy = —aceey + acdes = (u Av) Aw.

Dans tous les cas, on a bien | (u A v) A w = (u, w)v — (v, wW)u.

En réutilisant ce résultat (en échangeant u et w), on a

uN(wAw)=—wAw)Au=(wAv)Au=|{u,w)v— (u,v)w.

b) Soient (u,v,w) € E3. En utilisant trois fois le résultat de la question précédente,
on trouve

(uAv) ANw+(vAw) Au+(wAu) Av = ((u, w)v—{(v, w)u)+({u, vyw—{u, wHv)+({v, w)u—{u, v)w)

dot|(uANv) ANw+ (vAw) Au+ (wAu) Av=0g.

5. Soient (u,v) € E2.

e Si la famille (u, v) est liée, alors uAv = 0g donc ||[uAv|| = 0 et d’apreés le cas d’égalité
de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a (u,v)? = ||u||?||v||> donc on a bien dans ce cas
(u,0)” + lu Avl* = [[u]?[lv]]*.

e Supposons que la famille (u, v) est libre. En construisant la méme base orthonormée
directe B qu’en question 4.a), on a

Matp(u) = et Matg(v) = | ¢

0

o O 2

D’aprés 'expression du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormée, on
a (u,v)? = (ab)?, [[u)|* = a® et ||v]|*> = b* + 2.

0
De plus, Matg(u Av) = | 0 | donc |lu Av|]* = (ac)?.
ac

Ainsi, on a (u,v)? + ||[u Av||* = (ab)? + (ac)? = a®(b* + ) = ||[ul?||v||*.

Dans tous les cas, on a bien | (u,v)? + |[u A v||* = [Jul/?||v].

6. Procédons par analyse-synthese.

e Supposons qu’il existe € E tel que a Az = b. D’aprés la question 3.e), ceci implique
que a et b sont orthogonaux. C’est donc une condition nécessaire d’existence de x.

e Vérifions que cette condition est suffisante. Supposons que a et b sont orthogonaux.

1 .
Tal? (b A a) (possible car a # Op).

D’aprés la question 4.a), on a

Posons =z =

1 1
aNr=——=(aN(bANa)=——=|{(a,a)b—{(a,b)a | =0b.
o MO = e |t



On en conclut qu’il existex € E'tel quea A x = bsi et seulement sia et bsont orthogonaux

1
et, dans ce cas, on peut poser r = Tal? (bAa).
a
. . 1
Remarque : la solution x n’est pas unique. En effet, en notant zy = W(b A a), pour
a

tout x € E, on a

aAr = b < alAr = a\rg < aN(x—x9) = 0p < (a,r—x0) est lice & IN € R,z = zp+Aa.



