27

Fonctions réelles de deux variables réelles

On munit R? de la norme euclidienne définie pour tout (z,y) € R? par ||(z,y)|| = /22 + y2.
Dans tout le chapitre, on considere des fonctions f : R2 — R.

27.1 Fonctions continues

27.1.1 Ouverts de R?

Définition 1: Boules

Soit (a,b) € R?, soit r un réel strictement positif.
e On appelle boule ouverte de centre (a,b) et de rayon r ’ensemble

B((a,b),r) = {(z,y) € R ||(a,b) - (z,y)]| <7}

e On appelle boule fermée de centre (a,b) et de rayon r I’ensemble

B((a,b),) = {(z,y) € R?, [|(a,b) - (z,y)|| <r}.

Définition 2: Ouverts de R2

Soit U  R2. On dit que U est un ouvert de R? si pour tout (a,b) € u, il existe un réel r
strictement positif tel que la boule ouverte B((a,b), ) soit incluse dans U.
On dit aussi que U est voisinage de chacun de ses points.

Remarque 1. Autrement dit, si U est un ouvert et que (a,b) € U, pour un couple (h, k) € R?
de norme suffisamment petite, on a (a + h,b+ k) € U.

27.1.2 Fonctions continues

Définition 3: Continuité

Soit U un ouvert de R?.
Soit f: U — R.
e Soit (a,b) € R%. On dit que f est continue en (a,b) si

Ve >0,3r >0,Y(z,y) € B((a,b),7),|f(z,y) — f(a,b)| <e.

e On dit que f est continue sur U si f est continue en tout point (a,b) de ouvert U.
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Remarque 2. On peut montrer que f est continue en (a, b) si et seulement si pour tout couple

de suites réelles ((an)nen, (bn)nen) telles que lim a, =a et lim b, = b, alors
n—-+o0o n——+0o00

lim f(an,bn) = f(a,b).

n—-+0o00

En utilisant les résultats sur les suites, on montre que toute combinaison linéaire, produit,
quotient, composée d’applications continues est continue.

Exemple 1. e Toutes les fonctions polynomiales en les deux variables (x,y) sont continues sur
R2. Par exemple, la fonction

fo(zy) — 2%y* + 20y — 2+ 4

est continue sur R?.
e La fonction f définie sur R? par

~ " i
f(x’y):{ (@.9) # (0,0

x2 + 92
0 si(x,y) = (0,0)

n’est pas continue en (0,0).

1
Considérons les suites (an)nen+ €t (bn)nen+ définies pour tout n € N* par a,, = b, = —. On
n
a bien lim a, = lim b, =0.
n—-+00 n—-+00

Pour tout n € N*, on a
Ainsi, i by) =
insi, niriloof(a”’ n)

en (0,0).
En revanche, elle est continue en tout point (x,y) # (0,0).

27.1.3 Surface représentative et courbes de niveau

Définition 4: Surface représentative

Soit U C R2. Soit f : U — R une fonction de deux variables réelles.
On appelle surface représentative de f la surface

Sy = {(z,y,2) € R¥|(z,y) € Uetz = f(z,y)} C R>.

Définition 5: Lignes de niveau

Soit U c R2. Soit f : U — R une fonction de deux variables réelles. Soit k € R.
On appelle ligne (ou courbe) de niveau k de f I’ensemble

Remarque 3. Pour tout k£ € R,Cj, x {k} est I'intersection de Sy avec le plan d’équation z = k.
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27.2 Dérivées partielles d’une fonction de deux variables

27.2.1 Fonctions partielles

Définition 6: Fonctions partielles

Soit U un ouvert inclus dans R2. Soit

U — R

I (z,y) +—  f(z,y)

une fonction de deux variables réelles.
Pour tout (z9,yo) € U, on appelle premiere fonction partielle en (zg,yo) la fonction

fyo H f(:l:ayO)

et deuxieme fonction partielle en (xg, yo) la fonction

f:ro Yy f(any)

Remarque 4. e La courbe de la premiere fonction partielle de f en (zg,yo) s’obtient en
intersectant la surface représentative de la fonction f avec le plan d’équation y = yq.

e La courbe de la deuxieme fonction partielle de f en (xg,yp) s’obtient en intersectant la
surface représentative de la fonction f avec le plan d’équation = = x.

27.2.2 Dérivées partielles et gradient

Définition 7: Dérivées partielles

Soit U C R2. Soit f : v.o—R une fonction de deux variables réelles.

(@,y) —  f(zy)
Pour tout (zo,y0) € U, on considere les fonctions partielles fy, : o — f(x,y0) et
fzo 1y +— f(20,9).
e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiere variable en (zg, yo)
si la premiere fonction partielle f,, est dérivable en xy et dans ce cas, on note

& (w0,10) = i o).

e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la deuxieme variable en (g, yo)
si la deuxieme fonction partielle f;, est dérivable en yy et dans ce cas, on note

%(l‘o,yo) = fzo(W0)-

Remarque 5. e Supposons que f admette des dérivées partielles en un point (zg,yp). On a
alors par définition

P _ B _
£($07y0) _ }g% f(zo + t,yoi f(z0,v0) ot ai(‘xo’y(}) _ }5’% J (o, y0 + ti f(z0,v0)
ou encore
of f(x,y0) — f(0,0) f(wo,y) — f(x0,%0)

( )= li et 0 ( )=l
—(z0,y0) = lim —(x0,y0) = lim .
gz oY = T — X oy 0,40 Y=o Y — Yo
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0 .
e Pour calculer df(ac,y) en un point (z,y) € R?, on dérive f(z,y) par rapport & x en traitant
T

Yy comme une constante.

0 .
e Pour calculer 8—f(x, y) en un point (x,7) € R?, on dérive f(x,%) par rapport & y en traitant
Y

x comine une constante.

Exemple 2. Soit f: (z,y) — 2%y + 3yz — 2 pour tout (x,y) € R2.
Pour tout (z,y) € R?, on a fy(x) = 2293 4+ 3y — 1 et fl(y) = 32%y? + 3u.

0
Ainsi, pour tout (z,y) € R?, of z,y) = 2xy> + 3y — 1 et —f(x,y) = 322y% + 3.

8x( oy
af af

En particulier, on a %(1, —1)=—6et a—y(l, —1) =6.

Définition 8: Gradient

Soit U C R?, soit f : U — R. Soit (z0,v0) € U tel que la fonction f admette des dérivées
partielles au point (zg, yp).
On appelle gradient de f au point (xg,o) le vecteur de R? suivant :

$0,y0
V f(zo,y0) = 3
8 ( anO)

\.

27.2.3 Fonctions de classe C!

Définition 9

Soit U c R2. Soit f: U — R.
On dit que f est de classe C! sur U si f admet des dérivées partielles continues en tout
point de U.

Exemple 3. La fonction f de I'exemple précédent est une fonction de classe C' sur R2.

Remarque 6. L’existence des dérivées partielles d’'une fonction f ne garantit pas la continuité
de ces dérivées partielles, ni méme la continuité de f!

Exemple 4. On a déja vu que la fonction f définie sur R? par
xy )
f@y) =] Zrg? si(z,y) # (0,0)
0 si(z,y)=(0,0)

n’est pas continue en (0,0).
Pourtant, elle admet des dérivées partielles en tout point de R?.

Si (zo0,%0) # (0,0), alors

ﬂ(xo o) = yo(@d +y5) — 2x3y0 _ Yo — T5Yo
oz (z2 + y2)? (z2 + )2
et 2, .2 2 3 2
ﬁ(wo o) = zo(25 + o) — 2¥5%0 _ g — LYy
Ay (25 +y5)? (x5 +y5)?

En (0,0), les fonctions ¢ — f(¢,0) et t — f(0,t) sont nulles : elles sont donc de classe C!
et dérivée nulle.
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st 20,0y = % (0.0) =
Ainsi, e (0,0) = Dy (0,0) =0.

On en déduit que pour tout (zg,y0) € R?, les fonctions t — f(t,10) et f(zo,t) sont de classe
C! sur R2.

Mais f n’est pas de classe C' sur R? puisque ses dérivées partielles ne sont pas continues en
(0,0).

En effet, le vecteur (¢,2t) tend vers (0,0) quand ¢ tend vers 0.

Or, pour tout t > 0,

of 6t 6 of

s 02 = 55 = 35 S0 T 7 5,0 0)
et

of —3¢3 3 of

oy B2 = 551 = Tam Sk 7 5, (00

Proposition 1: Développement limité & I’ordre 1 d’une fonction de classe C!

Soit f : U — R une fonction de classe C* sur un ouvert U de RL. Soit (0, yo) € U. Pour
tout couple (h, k) € R? tel que (zg + h,yo + k) C U, on a

0 0
o + oo+ 8) = oo u0) + Hgl (v, go) + K5 (o, o) + o)),

Démonstration. Admise. O

Remarque 7. e Ceci signifie que

0 0
Flan + o+ 8) = Flzo,0) — b (20, 0) = k3 (20,30

lim =0.

(h,k)—+(0,0) | (h, )|

En fait, on approxime localement en (xo,yo) la différence f(zo + h,y0 + k) — f(x0,y0) par
I'application linéaire

0 0
(1) > 13 0 0) + K (. 0) = (90,0, (1, )
e En posant = xo + h,y = yo + k, 20 = f(x0,y0) et z = f(x,y), on obtient

= 0= o (oo, 0) (o — o) + 5 (o, 90) 9~ ) + ol &~ 0~ o))

Le plan tangent en (z9,yp) a la surface d’équation z = f(z,y) est alors défini par I’équation
0 0
2 = 20 = oL (an.0)(w — o) + 5L (a0, 90) (v~ o)

En effet, c’est le plan de vecteur normal V f(x,yo) et passant par (zo, %o, 20)-

27.2.4 Dérivées partielles et composées

Définition 10: Dérivée selon un vecteur

Soit U un ouvert inclus dans R2. Soit f : U — R.
Soit (z0,%0) € U. Soit u = (h, k) un vecteur de R.
On appelle dérivée de f en (zo,yo) selon le vecteur u la limite suivante (si elle existe) :

D (f) (@0, yo) = lim f(zo +th,yo +ttk) — f(@0,30)
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0
Remarque 8. o Notons que si u = (1,0), alors Dy (f)(xo,y0) = af(mo,yo) et si u = (0,1),
x

alors Dy (f)(xo,y0) = Z(IEO,?JO)-

e Si f est de classe C! sur U, & l'aide du développement limité & I'ordre 1 de f en (z9, o),
on retrouve

Dy (f)(xo,y0) = (V f(20,y0), u).

Proposition 2: Regle de la chaine

Soit I un intervalle de R, soient z,y : I — R des fonctions de classe C' sur I.
Soit f : U € R? = R de classe C! sur U. On suppose que pour tout ¢ € I, (z(t),y(t)) € U.
Alors la fonction g : t — f(x(t),y(t)) est de classe C! sur I et pour tout t € I, on a

g(t) = %(fﬂ(t),y(t))w'(t) + gy(fﬁ(t),y(t))y’(t)-

Remarque 9. Si on note pour tout ¢ € I,v(t) = (z(t), y(t)), ceci s’interprete comme la dérivée
de f le long de l’arc v et on a

Vte I, (foy)(t) =(VI(v(1),7' (1)

ou 7/ (t) = («'(t), y'(t))-

Démonstration. Soit t € 1.

Les fonctions x et y sont dérivables en t donc il existe des fonctions 7 et §, avec }llin% n(h) =
_)

lim 6(h) = 0, vérifiant pour h proche de 0,
h—0

z(t+h) =z(t) + 2 (t)h +hn(h) et y(t+h) =y(t)+y (t)h+ hi(h).

De méme, soit a = (x(t), y(t)). Puisque f est de classe C' sur I, il existe une fonction ¢, avec

(h7kl)i£>r%0,0) e(h, k) = 0 telle que pour (h, k) proche de (0,0),

(a)h + g(a)k‘ + ||(h, k)||e(h, k).

of
+ = o

fla+ (k) = fla) + o

Pour (H, K) = (2/(t)h+ hn(h),y' (t)h+ hdé(h)), on a bien (H, K) qui tend vers (0, 0) lorsque
h tend vers 0 et il vient

glt+h) = [flz(t+h),y(t+h))
fa(t) + 2" (O + hn(h),y(t) + ' (O)h + (1))

= fla) + g‘;(a)(fv'(t)h + hn(h)) + g‘;(a)(y'(t)h +hé(h)) +[I(H, K)|le((H, K))

= o0+ (G @e O+ Sy o) n+ (G@n + L @a ) nev i wer x)

dy

=o(h)

glt+h)—glt) Of Lo

donc }lg% - = %(a)x’(t) 9 (a)y'(t), ce qui prouve que g est dérivable et que
0 0
pour tout ¢t € I,¢'(t) = a—f(x(t),y(t)):l;’(t) + a—f(:c(t),y(t))y’(t). Puisque = et y sont de classe
Z )
C! et que les dérivées partielles de f sont continues, on en conclut que g est de classe C! sur 1.

d
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Exemple 5. Soient x : t — cos(t) et y : t — sin(t) deux fonctions dérivables sur R.
Soit f : (z,y) — x2y+ 32y —y une fonction de classe C! sur R2. On a pour tout (x,%) € R?,
0 0
%(m,y) =2xy+3y et 8“;;(33,y) =a2%+3z— 1.
Pour tout ¢ € R, on pose g(t) = f(z(t),y(t)). D’apres la regle de la chaine, g est de classe
C! sur R et on a pour tout réel ¢ :
of of

g = agc(ﬂff(t),y(ﬁ))ﬂc’(t)+6,7/(96(75),y(t))y’(t)

= —2cos(t)sin?(t) — 3sin®(t) + cos®(t) + 3 cos?(t) — cos(t).

Corollaire 1

Soit V un ouvert de R?, soient z et y deux fonctions définies sur V, & valeurs dans R et
de classe C! sur V.
Soit U un ouvert de R?, soit f une fonction de classe C! sur U & valeurs dans R.
On suppose que pour tout (u,v) € V, (z(u,v),y(u,v)) € U.
Alors I’application
g+ (u,v) — f(@(u,v),y(u,v))

est de classe C! sur V et pour tout (u,v) € V, on a

gﬁw,v) i gi(x(“’”)’y(“’“”g?“’”)+§;<w<u,v>,y<u,v>>§z<u,v>
Belen) = el oo g ) + ol vhatun ) )

Démonstration. Soit (u,v) € V.
Considérons h : t — g(t,v) = f(x1(t),y1(t)), ou z1(t) = z(t,v) et y1(t) = y(t,v).
Alors d’apres la regle de la chaine, h est dérivable en u et I'on a

dg

o9 _ /
% w0y =
of of
= @, m(w)e(u) + @(xl(u)7 y1(w))y (w)
_ of Ox of %
- 8.73‘ (x(ua ’U), y(ua "U)) 8’U, ('LL, U) + ay (x(uv ’U), y(u7 U)) 8’U, (U, U)‘
On procede de la méme maniere, cette fois en fixant u, pour montrer I’autre formule. O

Exemple 6. Pour tout (x,y) € R?, il existe r € RT et 6 € R tels que (z,y) = (r cos(d), sin()).
Les coordonnées (r,#) sont des coordonnées dites polaires de z et y.
Pour tout (r,6) € R2, on pose

x(r,0) =rcos(0) et y(r,0)=rsin(6).
Soit f: R? — R de classe C1. On définit pour tout (r,d) € R

g(r, 0) = f(.’E(’I“, 0)7 y(r, 0)) = f(?" 008(9)7 TSiH(@)).
Alors g est de classe C! sur R? et pour tout (r,0) € R% on a

gﬁ(r, 0) = gi(r cos(#),rsin(0)) cos(6) + gf(r cos(#),rsin(0)) sin(0)
dg of : . 8yf :
%(r, 0) = —%(r cos(),rsin(0))rsin(f) + a—y(r cos (), rsin(f))r cos(0).
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27.3 Applications géométriques

27.3.1 Extrema et points critiques

Définition 11: Extrema

Soit f: U C R? — R. Soit (xo,y0) € U.
e On dit que (zg,yo) est un minimum local de f s’il existe un ouvert V. C U tel que

V(J,‘,y) € Vv,f(")j,y) = f(aj07y0)‘

e On dit que (zg,yo) est un maximum local de f s’il existe un ouvert V' C U tel que

V(.’l},y) S Mf(xvy) < f($0’y0)‘

e On dit que (zp,yo) est un extremum local de f si (z9,yp) est un maximum ou un
minimum local de f sur U.

e On dit que (zg,yo) est un extremum global sur U si dans les définitions précédentes,
on peut prendre V = U.

Définition 12: Point critique

Soit f: U c R?2 — R. On suppose que f admet des dérivées partielles en tout point de
U.

Soit (xo,yo) € U.

On dit que (xg,yo) est un point critique de f si

%(xo,yo) = %(fﬂoyyo) =0.

Remarque 10. e De fagcon équivalente, (xq, yo) est un point critique de f si V f(zg, y0) = (0,0).
e Si Vf(xg,y0) # (0,0), on dit que (xg,yo) est un point régulier de f.

Théoréme 1: Condition nécessaire d’extrémalité

Soit U un ouvert de R?.

Soit f : U — R. On suppose que f est de classe C' sur U.
Soit (zo,yo) un extremum local de f sur U.

Alors (z9,yp) est un point critique de f.

Démonstration. Supposons que f admette un minimum local en (xg, yo).
Alors il existe 7 > 0 tel que pour tout (z,y) € B((zo,v0),7), f(z,y) = f(z0,v0).
Soit (e1,e2) la base canonique de R2.
Pour tout réel ¢ tel que [t| < r, on a pour tout i € [1,2], |[te;]| < t donc f((xo,y0) + te;) =
S (o, y0) + tei) — f(xo,y0) S (o, y0) + tei) — f(zo,%0)

f(xo,y0). Alnsi, ; >0sit>0et N < 0si
t<0.
En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
of . f((zo,y0) + tei) — f(wo, yo)
—(xo, = lim =0,
(%i( 0,%0) = lim ;
et ceci pour tout ¢ € [1,2] donc V f(zg,yo) = 0.
On effectue la méme preuve mutatis mutandis dans le cas d’un maximum local. O
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Exemple 7. Soit U =] — %, %[x} %, %[ Soit f : (z,y) —> /1 — 22 — y? définie sur le
pavé ouvert U.

Pour tout (z,y) € U, f(z,y) <1 = f(0,0) donc (0,0) est un maximum de f sur U. D’apres
le théoreme précédent, (0,0) est un point critique de f.

En effet, on a pour tout (x,y) € U,

g(x =T et g(x =

oz Y V1—a?—y? Ay Y V1—a?2—y?
9f .0y = 25 10,0y =
donc %(0,0)— 8y(0,0)—0.

Remarque 11. e C’est une condition nécessaire mais pas suffisante.
En effet, soit f : (x,y) — 22 — y%. La fonction f est de classe C! sur R? et on a pour tout
(z,y) € R?,

of .\ o () = —
5 DY) =2z et ay(:ﬂ,y)— 2y.

Le seul point critique de f est alors (z,y) = (0,0) mais ce n’est pas un extremum de f car
£(0,0) = 0 mais
A f(z,0)=+oo et lim f(0,y) = —co.
Le point (0,0) n’est méme pas un extremum local de f car on peut trouver des points
arbitraiment proches de 0 qui ont des images de signes opposés.
e Le résultat n’est plus forcément vrai si on n’est pas sur un ouvert.
Soit U = [0,1] x [0,1]. Soit f définie sur U par f(x,y) =z +y.
0 0
Alors le point (0,0) est un minimum de f mais 8—f(0, 0) = a—f(0,0) =1.
z Yy
Remarque 12. Si (x0,y0) est situé sur la courbe de niveau k, alors le gradient V f(xo, yo) est
orthogonal a la ligne de niveau k et orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.

27.3.2 Compléments sur le gradient

Soit f : U — R une fonction de classe C! sur un ouvert U.
On appelle C la courbe définie par f(z,y) = 0. On suppose que f admet un point régulier
((L‘o, yo) eC.
On peut montrer qu'’il existe r > 0, I un intervalle de R contenant 0 et v : I — B((zo,¥0),7)
un arc de classe C! avec v(0) = (x0,y0) tels que pour tout (z,y) € B((zo,0),7), on a
I’équivalence
flz,y)=0& 3t eI, (z,y) =~(t).

On dit que l'arc paramétré (I,+) est un paramétrage local de C au voisinage de (zo, yo).
Si pour tout ¢ € I, on note y(t) = (z(t), y(t)), alors on a pour tout ¢t € I, f(x(t),y(t)) = 0.
D’apres la regle de la chaine, ceci implique que

o ()00 +

(z(t),y(t)y'(t) =0
d’ou Vf(y(t)) est orthogonal & ~'(t).

Pour t = 0, ceci implique que V f(xo,y0)) est orthogonal & +/(0).

Or, on sait que la tangente a la courbe C en (zg,yp) est la droite passant par (xo,yo) et
dirigée par ~'(0).

On en déduit la définition suivante.
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Définition 13: Tangente a une courbe

Soit f: U — R de classe C! et C la courbe définie par I’équation f(x,y) = 0.
Soit (zo,yo) un point régulier de C.
La courbe C possede une tangente en (xg,yo) d’équation

g‘;(xmyo)(x —x0) + g;};(wo,yo)(y — o) =0.

Remarque 13. Ceci signifie que V f(zg, yo) est orthogonal & C au point (z, yo).

ox

Ainsi, la tangente est horizontale si ——(xz¢, y0) = 0 et verticale si 6—(1170, yo) = 0.
Yy

Exemple 8. Considérons la courbe de R? définie par ’équation
3 2 _
z° +3y“ + 62y +4=0.

La courbe C est donc définie par ’équation f(x,y) = 0 ol f est la fonction définie sur R?
par f(x,y) = 23 + 3y? + 6y + 4.
C’est une fonction de classe C! car polynomiale et pour tout (z,y) € R?, on a
of

(9_]['
T = £E2 —+ —(x = + 0x

On cherche les points critiques de f :

322 +6y =0 322 -6z =0 z(r—2) =0
= =
6x+6y =0 x = —y

Les points critiques de f sont donc (0,0) et (2, —2).

Vu ’équation, on constate que (0,0) n’appartient pas & la courbe, et que (2, —2) appartient
a la courbe. Ce dernier en est donc le seul point critique.

Ainsi, pour tout point de la courbe C(zg,y0) # (2,—2), (20, yo) est un point régulier de la
courbe et I’équation de la tangente a la courbe en ce point est

gi(ﬂfo,yo)(x —xo) + gz(xo, Y0)(y — yo) =0,
i.e.
(x5 + 2y0) (z — m0) + (220 + 20) (y — o) = 0.
Remarque 14. Soit g : I — R une fonction de classe C! définie sur un intervalle I de R.

Son graphe C est la courbe d’équation f(z,y) =0 ou f(z,y) = g(z) — .
Ainsi, f est de classe C! sur I x R et pour tout (x,y) € I x R, on a

Vf(z,y) = (g'(z),—1) # (0,0)

donc tout point de cette courbe est régulier et la tangente en un point (xo,yo) € C a pour
équation
g'(zo)(x —z0) — (y —90) =0
i.e.
y = ¢'(z0)(z — x0) + g(x).

On retrouve I’équation de la tangente en un point connue depuis fort longtemps.

Année 2025-2026 10 / 13 Alex Panetta



PCSI Lycée Fénelon

Proposition 3

Soit f: U — R de classe C! et A € R.

Soit (xo,yo) un point régulier de la ligne de niveau A de f.

Alors V f(xzg,y0) est orthogonal a la ligne de niveau A de f et orienté dans le sens des
valeurs croissantes de f, i.e. il existe n > 0 tel que la fonction

t — f((z0,y0) +tV f(z0,y0))

est strictement croissante sur | — 7, n].

.

Démonstration. Soit g : (x,y) — f(z,y) — A

Alors la ligne de niveau A de f est la courbe C du plan définie par 1’équation g(z,y) = 0.

Puisque f est de classe C! sur U, g Iest également et on a pour tout (z,y) € U, Vg(z,y) =
Viz,y).

Or, on a déja vu que Vg(zo,yo) est orthogonal a C en (xg,yo) ce qui assure que V f(xq,yo)
est orthogonal a la ligne de niveau A de f.

D’autre part, considérons les fonctions

0 0
T t— xp +t8f(x0,y0) y:it— Yo —|—ta§(a:0,y0).

Les fonctions z et y sont de classe C! sur R. On peut donc définir au voisinage de 0 la fonction

h:t— f(z(t),y(t)).

D’apres la régle de la chaine, h est de classe C! au voisinage de 0 et on a pour ¢ assez proche de
0:

WO = SO0+ 5 @0,y
of of of of

= 9z 8yt F (w0, 0) + 5 (@ (1), y(1) 5 (w0, yo)-

0 2 (0 2
Pour ¢ = 0, on obtient A'(0) = <8f(a:0,yo)> + <8f(xo,yo)> > 0 car (zo,yo) est un point
€T Y
régulier de f.
Par continuité de 1/, il existe n > 0 tel que pour tout ¢ €] — n,n[, ' (t) > 0, ce qui implique
que h est strictement croissante sur | — n,n[ d’ou le résultat. O

27.4 Dérivées partielles d’ordre deux

27.4.1 Dérivées partielles d’ordre deux

Définition 14: Dérivées partielles d’ordre deux

Soit f:U C R? — R.
On dit que f est de classe C? sur U si f est de classe C! sur U et si les dérivées partielles

(‘?f et —f sont de classe C! sur U.
oz oy

Dans ce cas, on note

Pf o (of o2 f of o2 f or\ of o [of
02 Ox (8:6‘) dydzr Oy <8x> dxdy Oz <8y> a2 Oy <8_y> '

Ces fonctions sont les dérivées partielles d’ordre 2 de f.

Année 2025-2026 11 /13 Alex Panetta



PCSI Lycée Fénelon

27.4.2 Théoréme de Schwarz

Théoréme 2: Théoréme de Schwarz

Soit f: U Cc R?> — R de classe C? sur U.

Alors
0’ f B 0% f
oyoxr  Oxdy’
Démonstration. Démonstration hors-programme. O

Exemple 9. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 23y + 3> + xy*.
Alors f est de classe C? sur R? car polynomiale et on a pour tout (z,%) € R?,

of o2 o4 Of _ 3 3
8x(w,y)—3w y+y, 8y(w,y)—x + 2y + 4xy”,
puis
O’ f 9 5 O'f

On a également pour tout (z,y) € R?,

0% f 0% f
w(az,y) =6y et 8—y2(x,y) =2+ 1223>.
Remarque 15. Pour montrer qu'une fonction n’est pas de classe C?, il suffit donc de montrer
e o f 2 0* f
d Oydx ' 0x0y’

Exemple 10. Soit

f:R? —R
a2 —y?
($7y) — xyxg 4 y2 s (Jf,y) ?é (070)
0 si (z,y) = (0,0).

Puisque pour tout € R, on a f(x,0) — f(0,0) = 0, alors 8f(O,O) = lim f(@,0) = £(0.0) =0

% z—0 z—0

De méme, puisque pour tout y € R, ona f(0,y)—f(0,0) = 0, alors a—f(O, 0) = lim

f(0,y) — f(0,0) _

8y y—0 Yy — 0
0.
Par ailleurs, on a d’une part, pour tout y # 0,
of o flay) - fOy) L 2ty
V=T v, Y
d’ou 5 5
(0,0) = lim % L =-1
0yox y—0 y—0
D’autre part, pour tout x # 0,
of o Sy = f@0) o xP—y?
oy 0TI T e
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d’ou

of of
02](‘ 87(1‘70)_87(070)
(0,0) = lim 2 Y =1
0xdy z—0 x—0
2 2
Ainsi, aaaf((),O) # 385 (0,0) donc f n’est pas de classe C2 sur R2.
yoxr oY
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