LycEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°26 Séries numériques

Exercice 1.

1. (a) Pour tout n > 1, on a

Unyr (41T (F) g . 1\"*?
- e
Uy, (TL + 1)' nn"'%e_"

donc

(b) Puisque la série (& termes positifs) Y =5 converge, on en déduit que la série Y v,
est absolument convergente, i.e. Y (In(uy41) —In(u,)) converge. D’apres le lien suite-
série, on en déduit que la suite (In(uy,))pen+ converge.

(c) Soit I € R la limite de (In(uy,))nen+. Par continuité de la fonction exponentielle, on en

TL-‘r% n

n e

P . : 1o-n _
déduit que u, — €', d’on ~ el puis n! ~ Cn"t2¢" avec C =e7! > 0.

n—-400 ’n,'
2. (a) Soit n € N. On effectue une intégration par parties en posant u(z) = cos" ™! (z), v/ (z) =
—(n + 1) sin(z) cos™(x),v'(x) = cos(z) et v(z) = sin(x), on obtient

™

Whio = /2C08n+2($)d$
0

= /2 cos(x) cos"(z)dx
0

= [sin(z) cos”“(:z:)]og +(n+1) /02 sin®(z) cos” (z)dx

= (n+1) /02(1 — cos?(z)) cos™(x)dx

= (n+1) /02 cos™(z)dxr — (n+1) /02 cos" 2 (z)dx
()W (1 D)W

1
donc (n 4 2)Wyio = (n + 1)W, d’ott | pour tout n € N, W, 5 = n i 5Wa-
n
) T (2n)!
(b) e Montrons par récurrence que pour tout n € N, W, = 5 (2mnl)2’
"n!

2 2 2 % 0)!
’ cos’(z)dx = /02 lde = g et g(@;;')l = g, donc la

PournzO,onaWoz/
0

propriété est vraie au rang n = 0.



2n)!
Soit n € N fixé. Supposons que Wy, = g (énZ?)Q
. T (2n+2)!
aurang n + 1, i.e. Wa, 0 = 2 (@2 (n+ 1))

. Montrons que la propriété est vraie

n+1

D’apres la question précédente, on a Wy, o = mWQn. En utilisant 'hypothese
n
de récurrence, on en déduit que
Wo o 2n+17 (2n)! 7 (2n+1)! 7 (2n + 2)! o (2n + 2)!
T on 42222 22(n+ D22 2 (2n+2)2(n+ 1)(2°nl)2 2 22(n + 1)2(27n!)?
2 2)!
d’out Wa, 9 = g (2"3172;_—1— )1)!)2, ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la
récurrence.
2n)!
Ainsi, | pour toutn € N, W5, = g(é”Z?)Z
) (2"n!)?

e Montrons par récurrence que pour tout n € N, Wy, 11 = ———.

(2n + 1)!

2 x
Pour n = 0, on a W} = / cos(x)dx = [sin(z)]¢ = sin (g) —sin(0) = 1 et
0
@op .
———— =1, donc la propriété est vraie au rang n = 0.
2x0+1) Prop &
Soit n € N fixé. On suppose que Wy, 11 =

(271 (n + 1))

2n!)?
( ) ;- Montrons la propriété au rang

(2n + 1)!

n —+ 1, i.e. W2n+3 =

(2n + 3)!

. . , 2n+2 . , .

D’apres la question précédente, on a W, 13 = T 3W2n+1. En utilisant I’hypothese
n

de récurrence, on en déduit que
W oo = 2n+2 (2'nl)* (2n + 2)%(2"n!)?  22(n41)22™l)? (2" (n4 1))

T +30Cn+1)! 2n+3)2n+2)2n+ 1) (2043 (2n+3)!
ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence.

2mn!)?

Ainsi, | pour toutn € N, Ws, .1 = %

Soit n € N.
e Si n est pair, il eixste k € N tel que n = 2k et d’apres la question précédente, on a
m (2k)!  (2FK!)? m2k+1 w

1 = (2k+1 = (2k+1)= — =—.
(n+ DWalWais = (2 + WarWares = (20 + )z(zkk!)2(2k+1)! 22k+1 2

e Si n est impair, il existe k € N tel que n = 2k +1 et d’apres la question précédente,
on a

(n+ DWWy = (2k + 2)Wapy 1 Wopso
(2%ED2 7 (2k + 2)!
(2k + 1)1 2 (25+1(k + 1)1)2
 (2k +2)?

(2(k +1))2

= (2k+2)

2
™
5"



T
Finalement, |pour toutn € N, (n + 1)W,W,,41 = 5 F
(d) Puisque la suite(W,,),en est décroissante, on a pour tout n € N, W, 10 < Wy < W,.

Par ailleurs, pour tout n € N, W,, est 'intégrale d’une fonction continue positive et
non identiquement nulle sur [0, 5] donc pour tout n € N, W, > 0 d’ott en divisant
par W, les inégalités ci-dessus, pour tout n € N,

Wn+2 < Wn+1 < 17
W, W,

n+ 1 Wn—H

<1
n+2 W,

n+1 W,
Puisque lim = 1, on déduit du théoreme des gendarmes que lim il
n—+oo N + n——+oo Wn

e [W, ~ Wil
+o0

i.e. pour tout n € N,

=1,

Puisque n ~ n + 1, on a donc d’apres la question précédente :
+oo

5 =+ DWWy ~ nW?

d’ott W2 ~ .
" too 20

Ainsi, \/ 3 . Or, pour tout n € N, W,, > 0 donc /W2 = |W,| =W,

On en Conclut que

T
W, ~ —
+oo \ 21

1 /o
(e) D’apres I'équivalent de la question précédente, on a Ws,, ~ 5\/j )
n

Or, d’apres les questions 2b) et 1a), on a

7 (2n)! m C(2n)2tae2n o
992np12 T 92ntl (2p2ntlg—2n cvon'

W2n =

1
Par transitivité de 1’équivalence, on obtient —\/2 ~—" don|C = V2.
2Vn  Cv2n —

n n
On en déduit que |n! ~ V2rn" 2™ = /270 (—) .

€

Exercice 2. Procédons par disjonction de cas.
e Supposons que o < 1.
1 1 1
Ona— =o0o(———=] teneffet, —2— =n*'In(n)’ — Ocara—1< 0 (et ce
n n*(In(n))s R — n—+o00
n(In(n))?
quelque soit la valeur de /3 par croissances comparées).
Puisque la série > L diverge, on en déduit par comparaison de séries a termes positifs que la

série ) —r g dlverge
. Supposons que a > 1. Soit o/ €]1, af.

1 1
On a o In(n)? =0 <W) .



1

povey ey poarcd n .

i n(jl) = — 0O car o —a < 0 (et ce quelque soit la valeur de [ par
ne ln(n)ﬁ n——4o0o

croissances comparées).

Puisque o > 1, la série de Riemann ) -1

ne’

.. , . ;. 1
positifs, on en déduit que la série > T m(nyP converge.

o' —a

En effet,

converge, donc par comparaison de séries a termes

e Supposons que a = 1 et étudions la convergence de la série > W

Posons pour tout ¢t > 2, f(t) = . Pour tout t > 2, on a

tIn(t)?
oy )7+ A n()* ! (In(t) + 5)
fl(t)=— (tIn(t)?)? - (t1n(t)?8)?

La fonction f est donc continue, positive et décroissante sur [max(2, e=?); +ool.

D’apres le critere de comparaison série-intégrale, la série E a méme nature que

e nln(n)?
oo dt

5 tln(t)8’

*Sif=1,0na

I'intégrale

/gn ufét) = [In(In(t))J; = In(In(n)) — In(In(2)) — +o0

1
donc la série Z W diverge.
nln(n

n=2
*Sif#1,0na
= In(t)' )5 = In(n)'~# —In(2)"%) — ¢ In(2)'?
/2 t1n(t)? Ttz = g5 (In(n) n()0) 2 % sil— <0
1
On en déduit que, dans ce cas, la série Z converge uniquement si 5 > 1.
“—~ nln(n)’
1
On en conclut que la série Z ————— converge si et seulement sia > 1ou (a=1et g > 1).
“—~ n*In(n)”
Exercice 3.
1+ 1In(n) 1 L 1 s : L
1. Ona p N T () et la série ) TTm(ny—T converge d’apres l'exercice précédent.

. PN . 1 1+1
Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que > +n—nz(") converge.

2"+ 5 2\"
2. On a ~ (=] . Puisque
3n — 11 (3) 4
par comparaison de séries a termes positifs (au moins a partir d’un certain rang), on en
déduit que la série Y 25

3n—11

n+In(n 1 . L. _ S .

A ~ —. Puisque la série E% diverge, on en déduit par comparaison de
n

n

< 1, la série géométrique 3 ) converge et

converge.

3. On a

n?+1
séries a termes positifs que la série ) ”:2—1(1”) diverge.
2
n
2 il
4. On a n”sin(g;) ~ o

2
Par croissances compares, on a 2_n =0 (—2) donc par comparalison de séries a termes
n

2
n
positifs, Y on converge, puis > n? sin(%) converge également (puisque cette derniere

série est a termes positifs).



5. D’apres le critere de Riemann, la série > n™(@ = Y ﬁ converge si et seulement si
—1In(a) > 1,ie. a<e!

6. Par croissances comparées, on a e" V" = 0(#). Par comparaison de séries a termes
positifs, on en déduit que > e~ V™ converge.

7. Onan x nr =n'Ta >n donc don X nw diverge grossierement.
In(cos(:
8. On aIn(cos()) = In(1 — 55 + O(s)) ~ —5» donc (72 n (17)‘3) ~ T e Puisque les
séries » il ((;‘fl()a t Y — 53~ sont de méme signe, elles ont méme nature. On en déduit

1
que la série ) T))

(n!)?
> 0.
(3n)!
e lére méthode : Critere de d’Alembert.
On a

converge si et seulement si 2 +a > 1, i.e. a > —1.

9. Posons u,, =

Unsr  (R+1)1)2(3Bn)! (n+1)* R 1
u,  (Bn+3) (0! Bn+3)(Bn+2)(3n + 1) notoo 27

D’apres le critere de D’alembert, on en déduit que la série ) u,, converge.

< 1.

e 2eme méthode : Formule de Stirling.
(27n)2nPre—sn 27 \/n
V6rn(3n)3ne=3n /327"

On peut de nouveau conclure par le critere de d’Alembert, ou bien en remarquant que
vn 1

—=o0|—].

27n n?

4

(n+1) n 1 , , : s

10. Ona ~—%~ — =0 — | par croissances comparées. Par comparaison de séries a
n!l+1 n! n

(n+1)*

termes positifs, on en déduit que ) 5 =)

4+ (n=1) n—110 1 : IR "
( ) ~ ( ) = —. Par comparaison de séries a termes positifs,

On a u, ~

converge.

11. On a
n! n!
Utt(n=1! (n - 1)!
! n!
JIE —2)! —2)! 1 1
12. On a -2 ~ (n=2) = ~ —. Par comparaison de séries a
n! n! n(n —1) n?
Utt(n=2)! (n - 1)!

n! n!

on en déduit que la série > diverge.

termes positifs, on en déduit que la série ) converge.

Exercice 4. a € R,;n € N*, remarquons déja que :

Uy =1 %,

Un = Unp — Up+1,

Wy = Up — Uptq-

convergente et lim, u, =0 sia >0
La suite (uy,), est < constante u, = 1 sia=0
divergente lim, u, = 400 sia <0

2. La série ) v, est télescopique :



N

N
E Un = g - Un+1 = U1 — UN+1-

n=1 n=1

La série ) v, a donc la méme nature que la suite (u,)p.

convergente et Zn v,=ur =1 sia>0
La série Z v, est ¢ convergente et » v, =0 sia=10
divergente (> v, = —00) sia<0

3. La série ) w, est télescopique :

N

E Wy = g - Un+1) = U1 — UN+1-

n=1

La série ) v, a donc la méme nature que la suite (v,),, qui nécessite du coup une
étude a part entiere. Mettons de coté le cas trivial, « = 0 : dans cette situation, v, =0
et alors ) w, converge vers 0 aussi. Supposons désormais que o # 0.

— an~tD) (n—(a+l))

~ an~ @)
La suite (v,,), converge donc ssi a+1 > 0, c.a.d. @ > —1. Remarquons que cela comprend
aussi le cas a = 0.
Sia< —1, lim, v, = —oc0.
Conclusion :
La série an ost convergente et Z w, =v1 =1— 2% s% o> —1
divergente (), w, = +00) sia<—1

Exercice 5.

1. On a v, ~
converge.

o2 Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que > v,
n
2. Pour tout n € N, on a

1 1 3
6n+1 6n+4 (6n+1)(6n+4)

Ugp + Ugn+1 = = Up.
3. La suite <ﬁ)”€N est décroissante et tend vers 0. D’apres le critere des séries alternées,
on en déduit que la série > u, converge.
Ainsi,
2n+1 n

+00 +oo

g u, = lim g up = lim E (ugk + Ugky1) hm E v = E U,
n—-+o0o n—-+o00

n=0 k=0 n=0



Exercice 6. Nous allons désormais noter Sy pour la somme partielle de la série > v, : i.e.

N

Sy = Z v, (ou S, = Z v, ou S, = Z v, si la suite n’est définie que pour n > 1 ou n > 2).
n=0 n=1 n=2

a) Pourn > 1:

1 1 1
vy, = - —
(n+1) n n+1
alnsi
1
Sy=1— ——
N N +1
donc
La série converge et Z; 1
& (n+1)
b)

Pour n > 0, on multiplie en haut et en bas par ’expression conjuguée :

_Vrtlovi e

n+1l—n

n

ainsi

SN: N+1

donc

diverge

La série Z
n>0 Vv n + \/_

Pour n > 2

1 1
Uy = = .
n—n (n+1)n(n—1)

Nous voulons décomposer la fraction rationnelle m en éléments simples :
1 A B C
= —, A B CeR
X+OX(X-1) X+1 X X-1
- Calcul de A : on multiplie 'expression par X + 1 et on évalue en X = —1. Cela donne
1 1

- cul de B : on multiplie I'expression par X et on évalue en X = 0. Cela donne
0T —-1=0B.
éalcul e C on multiplie 'expression par X — 1 et on évalue en X = 1. Cela donne
(1+1)1 - % =C.

ainsi

! o2 1
(X+DX(X-1) 2\X+1 X X-1)°

Ainsi,



donc

En conclusion

1 1
La série converge et Z 3 =71
n3 —n

Q)

Rappel de trigonométrie, transformation de produit en somme/différence :

cos(a — b) — cos(a + b).

sin(a) sin(b) =

T et b= —2"”

On I'applique avec a =

. ™ ) 2nm 1 ™ s
sin sin = —( cos — COoS
4n?2 — 1 4n? — 1 2 n+1 on—1

ainsi

2
La série converge et Z sin <4n2 — 1> sin (4n2ni 1) =1.

e) Soit n > 1. On a

In <1 + l) =In(n+1) —In(n)

n
donc
1 I 1+1 _ In(n) :ln(n—i-l) In(n)  In(n)
n+1 n n n+1 n+1 nn+1)
_In(n+1) (n+1)n(n)
on+1 n(n+1)
_In(n+1) In(n)
 on+1 n
ainsi
s _In(NV+1) In(l) I(N+1)
MTUON+1 1 N+1°
Conclusion

=1 1 In(n)
La séri t —— | In(1+—-)— = 0.
a série converge e 321 e < n ( + n) " >




)
L’idée est de transformer arctan(m) en une différence de deux termes. On part de la formule
de la tangente de la différence de deux réels a,b €] — 7/2;7/2 :

_ tan(a) —tan(b)
tan(a - b) 1 + tan(a) tan(b)
soit

B tan(a) — tan(b)
a — b = arctan (1 + tan(a) tan(b))

on pose a = tan(a), 8 = tan(b) de sorte que la formule devient

arctan(«) — arctan(f) = arctan (f_;a%)

ceci étant valable pour toutes valeurs réelles «, 8 € R telles que 1+ af # 0. Il s’agit pour nous
de trouver «, 3 telles que ﬁ;aﬁ = m On peut par exemple essayer de résoudre le systeme
d’équations :

a—0pf= 1
l+aB= 1+n+n?
En posant 3 = —f3, on a des équations pour la somme s = o+ 3 = 1 et le produit p = af =
—n —n?. Ainsi a, 8 sont les racines de I’équation 22 — sz +p = 0 soit 22 —x —n —n? = 0. Une
résolution rapide nous donne les racines n + 1, —n. On peut en effet poser a =n+ 1,8 =n et
on a

1
t 1) — t = t —_— .
arctan(n + 1) — arctan(n) = arctan (1 i n2)

par conséquent

N
1
Zarctan (—2> = arctan(N + 1) — arctan(0) = arctan(N +1) — T
e 14+n+n N—+oo 2
Conclusion
La série converge et i arctan L _I
& — l+n+n2) 27
g)
On décompose une fraction rationnelle en éléments simples :
1 1 1 1
I DERED X1 X1
ainsi
i 11 1
T 1 1
0 n2 — 1 0— 5 N + 3
conclusion
La séri N L 2
a série converge et ; nz—_i = -2




h)

Soit n = 2
1 (n+1)(n—1)
ln(l—ﬁ):ln( 5 >
=In(n+1) —2In(n) +In(n — 1)
= (In(n+1) —In(n)) — (In(n) — In(n — 1))
> In (1 — %) = (In(N + 1) = In(N)) — (In(2) — In(2 — 1))

N—o0 N—o0 N

1
lim In(N +1) —In(N) = lim In (1 + —) = 0.

En conclusion

- 1
La série converge et Zln <1 - —2) = —In(2).
n

n=2

i)

Comme a la question f. on cherche a, § € R tels que
a—p 1
14+aB 2n2

Apres un calcul rapide on trouve « =2n+ 1,5 =2n—1:

1
arctan(2n + 1) — arctan(2n — 1) = arctan (—)

2n?
ainsi
al 1 T
Z arctan (ﬁ) = arctan(2N + 1) — arctan(2 - 1 — 1) = arctan(2N + 1) — 1
n
n=1
conclusion

o
;. 1 T
La série converge et g arctan <ﬁ> = —,

n=1

Exercice 7. Soit (u,)nen une suite de nombres réels strictement positifs. Pour tout n € N, on

pose S, =ug + -+ u, et v, = g~

1. Comme la suite (u,,) est strictement positive, on a .S,, > ug pour tout n € N. De ce fait,
v, < —u,. Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série > v,

Uo
est convergente.
2. On a pour tout kEN,l—vkzl—%: Sk — U = Sk-1
Sk Sk Sk

- - Sk-1 So Uo
1— = = — = —.
H( Uk) g Sk- Sn Sn

k=1

d’ou




3. On suppose que la série de terme général v,, est convergente.

(a) Comme la série Y v, est convergente, nécessairement on a lim v, = 0.
n——+0oo

Ainsi In(1 —wv,,) ~ —v,. Par équivalence de séries de signe constant, on en déduit que
la série de terme général In(1 — v,,) est convergente.

(b) Soit T,, = Z In(1 — vg). On sait d’apres la question précédente que la suite T}, est

k=1
convergente de limite 7. On a

N . Uo N
D’apres la question 2, on a e’» = — d’ou S, =
Sn eTn n—-+00

la série ) u, est convergente.

2n
Exercice 8. Pour tout n € N, on a Sy, — S5, = Z U = N, = 0.

k=n+1

Par encadrement, on en déduit que lim nus, = 0 puis lim 2nus, = 0.
n—4o0o n—400

Puis, pour tout n € N,;0 < (2n + 1)ugni1 < (2n + 1)ug, = 2nug, + ugy,.

Par encadrement, on en déduit que lim (2n + 1)ug,.1 = 0.
n—-+o0o

Puisque les deux sous-suites (2nus, )nen €t ((2n + 1)ugnt1)neny convergent vers 0, on en déduit
que la suite (nu,)nen converge vers 0, i.c. u, = o(+).
Exercice 9.

1. Puisque la suite <(:/1ﬁ)n>n€N* converge vers 0, on peut réaliser un développement asymp-

totique de v, :

- e () (-0l Hol)

Ainsi, v, ~ —. Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que > v,
n

diverge.

(=Hn
T
Puisque la suite (\/LE)RGN* est décroissante et tend vers 0, on sait d’apres le théoreme des

2. Pour tout n € N*, on a u,, = v, +

s . 1t P 1 o z (=)™
séries alternées que la série ) ~—— converge.
Ainsi, u,, est la somme du terme général d’une série divergente et du terme général d’une
série convergente : on en déduit que > u,, diverge.

(="
NG

équivalents mais ne pas étre de méme nature.

Remarque : on a wu, ~ . Ainsi, deux séries peuvent avoir des termes généraux

Exercice 10. Soit (u,)nen+ une suite de nombres complexes. On pose, pour n > 0,
Up = Up + Upp1 + -0 Uzp.

1. On suppose que u, = a”, avec a € C.



(a) On sait que la série ) u, est convergente si et seulement si |a| < 1. Soit n € N*.
-Sia=1,0onaw, =n+1 donc la série > v, diverge.
On suppose dorénavant que a # 1.
v, est la somme de n + 1 termes consécutifs d’une suite géométrique donc

_ . n+l
o =gl
" l1—a
Supposons |a] = 1. Si la série de terme général v, convergeait, la suite v, devrait

tendre vers 0. De ce fait, la suite (1 — a™*') devrait tendre vers 0. Or, E U =
k=0
1 __an+1
, ainsi la série de terme général u,, serait convergente, ce qui est absurde car

la| = 1. Donc si |a] = 1, la série de terme général v,, diverge.
Si |a] > 1, on voit facilement que la série de terme général v,, diverge grossierement.
Si |a| < 1, utilisons le critere de d’Alembert. Pour tout n € N*, on a

’Un+1’ |||1 n+2’

|1 an+1’

[on]

Ainsi, puisque |a|] < 1, on a lim [Vn 1]
n—-+0oo |Un’

d’Alembert, la série > v, est absolument convergente donc convergente.

= |a] < 1, donc d’apres le critere de

Ainsi, la série > v,, converge si et seulement si |a| < 1, donc les séries Y u, et > v,
ont méme nature.

(b) Sila| <1, on a

1 k 2k+1
;vk = 1_@;(& a“" ")
= Y@ )W)

En faisant tendre n vers 400, on trouve

Zvn_l_az_lia:a'

2. On suppose que u, = —, avec o € R. Il est clair que pour tout n > 0,v,, > u, donc si
a < 1, la série de terme général v,, est divergente.
Sil < a <2, puisque pour tout n < k < 2n, kla > ﬁ, on a pour tout n > 0,v, >
n+1 n+1 1

Or quand n tend vers 400, on a qui est le terme général d'une

(2n)>’ (2n)« ™ Qope-1
série divergente puisque oo — 1 < 1, donc la série > v, est divergente.

Supposons finalement o > 2. Puisque pour tout n < k£ < 2n, on a % < ia, on a pour
n+l 1

n ~ a—1
général d'une série convergente puisque o — 1 > 1. Dans ce cas, la série de terme général
v, est convergente.

n+1 .
tout n >0, v, < ——. Or, quand n tend vers +o00, on a qui est le terme
n

Finalement, la série > v, converge si et seulement si o > 2.



Exercice 11. Soit (u,),en une suite de nombres réels. Parmi les assertions suivantes, lesquelles
sont vraies 7 lesquelles sont fausses ? Justifier la réponse.

1. Faux comme le montre 'exemple u,, = —.
n

1 -1 n+1
2. Faux comme le montre I'exemple de la suite u, = — + %
n n

convergente et a termes positifs mais la suite (u,) n’est pas décroissante.

. La série > u,, est

3. Faux : prendre u,, = —-
n

4. Vrai. A fortiori, lirf u, = 0. Il existe donc un entier naturel ny € N tel que pour tout
n—-+0o0o

n > ng, on a u, < 1. Donc pour tout n > ng, 0 < u? < wu,. Par comparaison, on en
déduit que la série > u? converge.
(=" 1
+ .
n nlin(n)

5. Faux : Prendre u,, =

: 1 :
6. C’est vrai : dans ce cas on a |u,| ~ — donc la série ) u, est absolument convergente
n

par comparaison, donc convergente.

1
Exercice 12. On a pour tout entier naturel n,u, = (—1)"sin (— + —2) . En utilisant un
n o n
développement limité, quand n tend vers +oo, on a

Up = (—1)" <% + % +o (%)) = (_yn + (—7112)” +o <%) .

D’apres le théoreme des séries alternées, > (=1) est convergente. Posons v,, = u,, — (=1) =
n n
(-1 (1
2 tolz):
n n
On a |v,| ~ — donc la série ) v, est absolument convergente, donc convergente.
n
- (=" -
Ainsi, u,, = + v, donc Y u, est convergente comme somme de séries convergentes.
n

Exercice 13. La formule de Taylor-Young permet d’affirmer d’apres les hypotheses de I’énoncé

que f admet un développement limité a ordre 2 en 0 de la forme f(z) =z + % + o(x?).

1 1 1
l.u,=—-—+—+o0 (—2> donc u, ~ —. Par équivalence de séries a termes positifs, la
n n n

série »  u, est divergente.

1 1 1 1
2. On a u, = 3 + o +o0 (F) Ainsi, u,, ~ 3 donc la série Y u,, converge.
(—=1)" 1 1
3. O - — — .
naau - + o2 +o0 3

D’apres le théoreme des séries alternées, >

est convergente.

(="

-1 1 1 1

D’autre part, on a u,, — u = — 40| — ) ~ — donc la série de terme général
n 2n?2 n2 2n?

(="

u, — —— est convergente.
n

On en déduit que la série de terme général wu,, est convergente comme somme de séries
convergentes.



(-n™ 1 1
4. = — — .
On a u, NG + o +o -

D’apres le théoreme des séries alternées, la série > 7n
n

—1)"
(=1 ~ — donc la série Y v, est divergente.

vn 2n

, la série Y u, est divergente comme somme de termes généraux

="

est convergente.

D’autre part, on a v, = u,, —

(=1)"
NG

d’une série convergente et d’une série divergente.

Puisque u,, = v, +

ﬂ et v, = —(_1)n
\/ﬁ n

Vi (=1

Exercice 14. Pour tout entier naturel n > 2, on pose u, =

1. On applique le théoreme des séries alternées.

1 n
2. Pour tout n > 2, on a v,, = u, —— donc lim On _ 1 donc u,, ~ v,.
1 + % n—+o00 Uy,

Cependant, on a

N IRV
1

Vi(vn+(=1)")
1

donc par équivalence de séries a termes positifs, la série de terme général v,, —u,, diverge.

Ainsi, Y v, = > (v, — uy) + u, diverge comme somme de termes généraux d’une série
convergente et d'une série divergente.
Exercice 15.
1
L. On a |u,| ~ —— donc la série ) Ju, est absolument convergente. On aurait également
pu appliquer le théoreme des séries alternées ici.
1 :
2. On a |u,| ~ — donc la série Y u,, n’est pas absolument convergente.
n

PR s . , 5 . . 1 y
Le theoreme des séries alternées ne s’applique pas non plus car la suite (m)@Q n’est
pas décroissante : en effet pour tout n > 2, on a

1 1 1 1

= < .
2n+(—1)>»  2n+1 2n  (2n+1)+ (—1)H!

(=1)" 1 . (-1
En revanche, u, = — . On sait que ) ~—— converge d’apres le
n ol (-1 e 2 Becap
théoreme des séries alternées et » m converge car m ~ 2. Ainsi Y u,

converge car u, est la somme de deux termes généraux de séries convergentes.

1 . . : .
3. On a |u,| ~ — donc la série est absolument convergente. Le critere spécial des séries
n

alternées s’applique aussi.

1
4. On a |u,| < on donc la série est absolument convergente.

1 P
5. On a u, ~ — donc la série diverge.
n



1 o
6. On a |u,| ~ — donc la série n’est pas absolument convergente.
n

1
n —1In(n)
croissante sur [1,4+o00[) et tend vers 0 donc la série converge d’apres le critere des séries
alternées.
(=" (="

on +cos(nm)  2n+ (—1)"

Néanmoins, la suite ( ) est décroissante (car la fonction ¢ +— ¢t — In(¢) est
neN*

7. Soit u,, =

1
On a |u,| ~ % dont la série ) u,, n’est pas absolument convergente.

D’apres le théoreme des séries alternées, on voit que la série > u, est convergente. On

peut remarquer que ug, = et Ugpy1 = —

dn — 1 dn+1
+00 2n+1 n
Ainsi, E u, = lim g up = lim E Usgk + Uggs1 = 0.
n—-+00 n—r+00
n=0 k=0 k=0
n+3 1+3 Lo . s
8. Posons u,, = = 3 ~ —= donc la série ) _ u,, diverge grossierement.

) VR T O
y . (1 1 -
9. Posons u,, = (—1)"ch | — | sin [ — ) . On a |u,| ~ — donc la série Y u,, n’est pas abso-
n n n
lument convergente.
Soit f(t) = ch(t)sin(t). On a f'(t) = ch(t) cos(t) + sh(t)sin(t). Pour 0 <t < 7, on a
f'(t) > 0 donc f est croissante sur [0, 5.

1

On en déduit que la suite < f (—)) est décroissante, et on peut appliquer le
neN*

théoreme des séries alternées pour en déduire que la série ) u,, est convergente.

10. On a

uy = In (nch(l)sm@))

n n

= In (n(l + # + O(ﬁ))(n — # + O(%)))

Ainsi, la suite (u,)nen+ est positive & partir d’'un certain rang et »_ u, converge par
comparaison de séries a termes positifs.
. (=)™ t 2 )
11. Soit uy, = 414+ -—F———1.EnO,onaV1+t=1+-——+o(t*).

vn 2 8

1" 1 1 1" 1
Ainsi,un:u———i-o — ,d’oﬁun:u—vnavecvnw—.
vno 8n n vn 8n

D’apres le théoreme des séries alternées, on en déduit que la série Y u,, est la somme
d’une série convergente et d'une série divergente, donc elle diverge.

N 1)
12) et 13). Posons u,, = (1) t v, = ER oY P



1 1 )
On a |u,| ~ = et |vp| ~ = donc les séries Y u, et Y v, sont absolument convergentes.

La suite |u,| est décroissante : on peut donc lui appliquer le théoréme spécial des séries alternées.
En revanche, on a |vgx| < |vagy1| donc on ne peut pas appliquer le théoreme des séries alternées
pour la série > v,.

Exercice 16.
1. Soit n € N. On a

10"y — 1 < [10" 2] < 10"

et
10" r — 10 < 10[10™x| < 10"z

donc
an, = [10"'z] — 10[10"x| €] — 1,10].

Puisque a,, € Z comme différence d’entiers, on en déduit que a,, € [0, 9].
2. Soit N € N. On a

SN _ ZUn _ |_10”+1,$J B LlOnZL‘J B |_10N+1£L‘J B LxJ _ L10N+1$J

107+1 10" 10N+! 10N+1
n=0
car z € [0, 1].
‘ ‘ 1ON+IQZ’J +oo
Or, on sait que ngfoo v — x donc 2% Uy = T.

3. e Supposons qu’il existe p € N* tel que a4, = a,, pour tout n € N.
Notons N I'entier dont I'écriture en base 10 est N =ag ... a,_1.

On a 10Px = N + x donc = = ce qui prouve que x € Q.

100 — 1’
e Réciproquement, supposons que xr = P € Q. Le développement décimal (potentielle-

ment illimité) de = s’obtient par des divisions euclidiennes successives par ¢. Puisqu’il
n’y a qu'un nombre fini de restes possibles, on finit nécessairement par retomber sur les
meémes restes et le développement décimal est nécessairement périodique.



