LyCcEE FENELON PCSI
ANNEE 2025-2026 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°27 Fonctions de deux variables

Exercice 1. Puisque f est de classe C! en (0,0), on a pour (h, k) proche de (0,0) :

of of

—(0,0) + k==(0,0 h,k)|).

oL (0,00 + k52 0.0) + o1 D)

Pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)}, pour tout ¢ > 0, on a f(t(z,y)) = tf(x,y). Par continuité de f
en (0,0) (puisque f y est de classe C'), en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient f(0,0) = 0.

Soit (h, k) € R? quelconque. Pour ¢ > 0 suffisamment proche de 0, on a (th, tk) proche de (0, 0),

et le développement limité de f en (0,0) s’écrit :

f(h,k) = f(0,0) + h

o 0o = e
F(th, tk) = th==(0,0)+th (0, 0)Fo(| (th, th)[) = th== (0, 0) -tk (0, 0)+ | (th. ) < (¢h, th)

ou ¢ est définie au voisinage de (0,0) et vérifie Pr% e(th,tk) = 0. En utilisant I’hypothese sur f
—

et I’homogénéité de la norme

_ . 0f of
tf(h,k) = thax (0,0) + tk@x (0,0) + t||(h, k)||e(th, tk)
puis en simplifiant par ¢ > 0 :
af af
h,k) =h— k— h,k)||e(th,tk
£, k) = B2 (0,0) + 2L 0,0) + 1k, 1) e(eh, )
et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
_ L, Of of
f(h,k) = h&x (0,0) + kax (0,0),

ce qui est valable pour tout (h, k) € R%
Autrement dit, pour tout (h, k) € R?, f(h,k) = (Vf(0,0), (h, k)), ce qui assure la linéarité de
I

Exercice 2. e On a p 0 0.0
ox z—0 T 7—0
car pour tout € R, f(z,0) = 0.
e De méme,
ﬁ(0,0) i FO 00 Yy
8y y—0 Yy y—=0y
e On a pour tout t € R%, f(¢,V/t) = 1.
Ainsi, 1in%(t, Vt) = (0,0) mais Ilsinol f(t,Vt) = 1 # f(0,0) = 0 donc f n’est pas continue en
— —

(0,0).

Exercice 3. ¢ On a

2 +32 = 0
0



donc le seul point critique de f est (0,0).

e On a
dg 4
?(aj,y) =0 o 322 +3y2—15 = 0 o >+’ -5 = - $2+P—5 =0
g _ 6ry—12 = 0 zy—2 =0 _ 2
—(z,y) = 0 y = -
dy x
zt =522 +4 = 0 (22 —=1)(2*—4) = 0 r € {-1,1,-2,2}
& 2 & 2 & 2 .
Y = - Y = - Yy = —-
x x x
Les points critiques de f sont (1,2),(—1,—2),(2,1), (-2, —1).
e On a
oh
%(x,y) =0 {4x3—4(x—y) = 0 LQgLQ{x?’—x—i—y = 0 @{x3—2x = 0
. (z,y) = 0 4 +4(r—y) = 0 »+y? =0 Y = —x

y = -z y =
Les points critiques de f sont (0,0), (—v/2,v2), (v/2, —v2).

@{x(xz—Q) = 0 @{x € {o,—\_/g,\/ﬁ}.

Exercice 4. Puisque [0, 1]? est un fermé borné dans un espace vectoriel normé de dimension
finie (R?) et que f y est continue, la fonction f y est bornée et atteint ses bornes. En particulier,
elle admet un maximum sur [0, 1]2. Si ce maximum est atteint dans ]0, 1[%, c’est un point critique
de f.

e Déterminons les points critiques de f dans ]0,1[*>. On a

of 1 1+2?—2z(z+vy)
——(z,y) = 0 2 2\2 =0 2 -
g N (1+9?) 1+ 22?) - x*—2zy+1 = 0
dy (14 22) (14 22)2
ngm{ —x2;2xy2—|—1 = 0 @{ 322 = 1
=y =0 r =y
Le seul point critique de f dans |0, 1[? est donc (\/ig, \/ig) Si f admet son maximum dans ]0, 1[?,
2v3
. 2333
celui-ci vaut donc f(_z, 7=) = ? =
e Etudions désormais f sur les quatre cotés du carré [0, 1]°.
T
Siy=0 0) = = .
Sy =0iona e 5 - )
1+2%) — 22 1—x
On a ¢'(z) = (EE — (ESE > 0 pour z € [0,1].

Ainsi, sur le coté d’équation y = 0, f admet son maximum en z = 1 et celui-ci vaut f(1,0) =

1 3V3
< —.

2 8
1
Puisque f(z,y) = f(y, ), sur le c6té x = 0, le maximum de f vaut également 5

il h(x).

*Slyzl,onaf(x,l):m



1(1 2 -2 1 —z? -2 1 1—+2 1 2
Onah’(m):—( ta2%) —2u(@+1) = r+1 _ (z+ V2)(x + +\/_).Ainsi7
2 (1 + 22)? 2(1 + x2)? 2(1 + 22)?

W (x) = 0sur [0,v/2 — 1] et '(2) < 0 sur [v2 — 1,1] donc h admet son maximum en /2 — 1

qui vaut

T214+3-v2) V2(4-2v2) 4(vVZ-1) 1 8

\/§+1<3\/§
A g

MVE—1) = f(V2—1,1) V2 ! L V24l 33

Puisque f(z,y) = f(y, ), le maximum de f sur les cotés y = 1 et x = 1 vaut

3v3
. . 2 . 1 1
Finalement, le maximum de f sur [0, 1]* est atteint en (7§, 7§) et vaut 5

Exercice 5. Le disque unité fermé est D = {(z,y) € R? z* 4+ y* < 1}. Puisque c’est un fermé
borné en dimension finie et que f y est continue, f est bornée sur D et y atteint ses bornes.
Si un extremum de f appartient & la boule ouverte B = {(z,y) € R? 2? + y*> < 1}, c’est un
point critique de f.

e Cherchons alors les points critiques de f dans B. On a

of

g@y) =0 @{295—1 -0

gy (oY) = 0 y =0
1

Ainsi, le seul point critique de f est (%, 0) et on a f(5,0) = —-.

4
En fait, f admet un minimum global en (£,0) qui vaut —7 car pour tout (z,y) € R?:
1\* 1 1 1

e Si le maximum de f sur D était atteint dans B, ce serait un autre point critique de f dans
B. Or, f admet un unique point critique, qui correspond a son minimum global. On en déduit
que le maximum de f sur D est atteint sur le cercle unité C' = {(z,y) € R?* x? + y* = 1}.
Etudions donc f sur C.

Pour tout (z,y) € C, on a

1\* 3
f(%y)=x2+2y2—x=x2+2(1—x2)—x:—xQ—x+2=_(m+§) T

[

3
2

f< 1¢3):1+2X§+1:9

Ainsi, le maximum de f sur C est atteint en (—3,%5%) et (—3, —73) et celui-ci vaut

22 4 42 4

[
[

Le maximum de f sur D est donc atteint aux points (—%,

9
23) et (—3, —%2) et vaut 7

Exercice 6.

1. Soit U = RR*% x R. On cherche toutes les fonctions f : U — R de classe C' telles que pour
tout (z,y) € U,

0
y%(x,y) - xa_i(x7y) = 0.



(On remarque que ceci équivaut a dire que les vecteurs V f(x, y) et (z,y) sont colinéaires).

On effectue un changement de variables en coordonnées polaires en posant pour tout
(7’, 9) % :]07 +OO[X] -3 E[?

g(r,0) = f(rcos(9),rsin(0)).

D’apres la régle de la chaine, g est de classe C! sur V et on a pour tout (r,6) € V,

%(r, 0) = —%(r cos(f),rsin(f))rsin(0) + %(r cos(f), rsin(f))r cos(f) = 0

par hypothese sur f.

On en déduit qu'il existe F :]0,+00[— R de classe C! telle que pour tout (r,6) €
Vig(r,0) = F(r).

Or, si (z,y) = (rcos(f),rsin(f)), alors r = /22 + y? donc
f(z.y) = F(Va? +y?) = F(a® + %)

oll F' est définie sur |0, +oo[ par F(r) = F(/r).
Réciproquement, on vérifie que si f est de la forme trouvée ci-dessus, avec F' de classe
C! sur R%, on a pour tout (z,y) € U,

of of 12 2 12 2
_ — -9 F = ().
y—gx(x,y) x—ay(fv,y) ey F'(z” +y7) — 20y F' (2" +y°) =0

Les solutions de cette équation aux dérivées partielles sont donc exactement les fonctions
de la forme
folay) — Fla® +y°)

avec F :]0,+o00[— R de classe C.

. On effectue le méme changement de variables en coordonnées polaires qu’en question
précédente, et on trouve cette fois grace a la régle de la chaine que, pour tout (r,6) € V' :

%(r, 0) = g—i(r cos(f), rsin 0) cos(d) + g—;(r cos(f),rsin @) sin(0)

puis, en multipliant par 7 et en utilisant I’hypothese sur f :

g _of : of . o1
TE(T, 0) = e (rcos(0),rsin@)rcos(0) + o (rcos(f),rsinf)rsin(f) = Teos2(0)

d’ott 5 )
9 _
or (r.0) = r3 cos?(6)

En primitivant, on en déduit I'existence d’une fonction F ;] — 2, Z[ de classe C' telle que

pour tout (r,0) € V,g(r,0) = + E(6).

1
22 cos?(6)
Or, pour tout (x,y) € U et tout (r,0) € V, on a

{;p = 7rcos(f) @{r = Var+y?

y = rsin(f) § = arctan(¥)

donc pour tout (z,y) € U,



f(o,y) = —= + F(arctan(%)) __ 1.y (E)

222 212 x
ott F' = F o arctan est de classe C! sur R.

Réciproquement, on vérifie que si f est de la forme trouvée ci-dessus avec F' de classe
Clsur R, on a

of of B 1 —Y Yy Y

Q) _
ox 22

T 22

Les solutions de cette équation aux dérivées partielles sont donc exactement les fonctions
de la forme

f:(x,y)n%—%—i—F(g)

x
ol F: R — R est de classe C'.



