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Feuille d’entrainement (Corrigé) Eté 2026

Exercice 1: Détermination du terme général d’une suite

1.

La suite (uy,)nen est bien définie si et seulement si pour tout n € N u, # —3. Or, on
montre aisément par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0.

En effet, ug =2 > 0.

Soit n € N fixé tel que u,, > 0. Alors 3u,+1 > 1> 0 et u, +3 > 3 > 0 donc par quotient,
3u, +1

Up + 3

Ainsi, la suite (uy,)nen est bien définie.

Upi1 = > 0, ce qui acheve la récurrence.

Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, # 1.

Initialisation: ug = 2 # 1 donc la propriété est vraie au rang n = 0.

Initialisation: Soit n € N fixé tel que u, # 1. Montrons que u, 1 # 1.

Supposons par l'aburde que u,,; = 1. On a

3u, + 1

Upt1 = 1 &
1 Uy, + 3

=l3u,+1=u,+3<2u, =2 u, =1,

ce qui est absurde car contraire a ’hypothese de récurrence.

Ainsi, u,,1 # 1, ce qui acheéve la récurrence.

On a donc bien montré que |pour toutn € N, u,, # 1. ‘

D’apres la question précédente, pour tout n € N, u,, # 1 donc|la suite (v, ),en est bien définie.

Soit n € N. On a

1 1 1 Uy + 3
Un = = = = .
+ unJrl_l 3un+1 1 2Un_2 2un—2
Uy + 3 Uy + 3
D’autre part,
1 2 1 44wu,—1 Up + 3
20, + = = +- = =

2 u,—1 2 2u,—1) 2u,—2

Ainsi, | pour toutn € N, v,,1 = 2v, + 5

. La suite (vy,)nen est arithmético-géométrique.

1 1
Cherchons [ € R tel que | = 2] + 5 &= —5

1
Posons pour tout n € Nw, = v, — [ = v, + 3 On vérifie que la suite (wy,)npen est

géométrique: pour tout n € N,

1 1
wn+1:Un+1+§=2Un+1=2(vn+§):2wn



donc la suite (wy,)nen est géométrique de raison 2.

1
Ainsi, pour tout n € N, w,, = 2"wy = 2" <v0 + 5) )
1 1 3 .
Or, vg = = =1, donc pour tout n € Nyw, =2" x — =2""" x 3.
u—1 2-—1 2

Finalement, pour tout n € N, v, = w,, — 5 donc

1
pour toutn € N, v, = 2" 1 x 3 — 3
1 .
6. On a pour tout n € N, v, = 7 donc v, # 0 d’ou
Up —
1 1 "l x3+1
U, — 1 = — & u, T = T
Un, 2n—1><3_§ 2n—1><3_§
ol 341
Ainsi, pour toutn € N, u,, = 2,
2n—1><3_§
2" '3+ 45:) 3+ (3)"
Pour tout n € N, on a u,, = _1( 21) %)
2713 -5) 3-(3)"

1 1\" 1\" 1\"
Or, puisqueO<§<1,0na lim (5) = 0donc lim 3+(§) = lim 3—(5) = 3.

n—=00 n—-+00 n—-+o00

Par quotient, on obtient lim
n—-+oo 3 — (

On en déduit que | lim wu, = 1.
n——+0o

Exercice 2: Une transformation du plan

1. (a) Soit r un réel strictement positif et § un réel. On note z = rel?. Alors

/ 1 T 1 _ 1 im—1i0

—_ = —¢
z re? r

1 .
dott |2/ = Zeim )
r

(b) Soit M, distinct de 0, appartenant au disque de centre O et de rayon 1 sans appartenir
au cercle de centre O et de rayon 1. Alors M est d’affixe z = re'? avec r = |z| et 0
un réel. D’apres la condition sur M, on sait que r €]0; 1].
]?’aprés la question précédente, 2/ = Lel™9 Ainsi, |2/| = 1. Or, r €]0;1[ donc
= €]1; +ool.

Autrement dit, |2/| > 1, donc| M" est bien a I'extérieur du disque de centre O et de rayon 1.

2. (a) Le point K a pour coordonnées (—3,0). Une équation cartésienne du cercle I' de
centre K et de rayon % est donc

+12+2 1’
T+ = ==
2) TV T \3) >



ce qui donne en développant

N L
1Y Ty

puis finalement

2+ +1y°=0.

Soit z = x + iy, avec x et y non tous les deux nuls. Alors

, 1 1 —T 41y —T + 1y
z r+iy  (v+y)(z—idiy) x?+y?

N x . Yy
dou |z = — ) )
.I'2 + y2 ZL'2 _|_ y2

Soit M un point du cercle I" distinct de O. Notons z = = + 7y avec x et y non tous
x .y
- +1 .
513'2 + y2 :EQ + y2
Or, M appartient a I' donc vérifie 22 + z +y* = 0. Autrement dit, 2* + y? = —x, ce
qui assure la non nullité de z.

xr
Ainsi, o = —— +i L =142,
—XT —T T

les deux nuls. Alors M’ a pour affixe 2’ =

On en déduit que Re(z") = 1, ce qui implique que | M" appartient a la droite d’équationz = 1.

Exercice 3: Géométrie

1. (a)

r = 1-=7A
244\
Un vecteur normal a la droite est 77 = (4, 7) donc il existe un réel ¢ tel que 4z+7Ty+c =

0 est une équation cartésienne de la droite. Puisque la droite passe par le point
A(1,2),ona4x14+7x2+c=0doncc=—18.

La droite admet donc pour équation cartésienne 4x + 7y — 18 = 0.

Un systeme d’équations paramétriques de la droite est { A EeR.

Un vecteur directeur de la droite D est zﬁ = (—6,1). De plus, la droite passe par
1 —6A

— 94 JAE

A(1,2) donc un systeme d’équations paramétriques de la droite D est

R.

Un vecteur normal a la droite D est 7 = (1,6) donc il existe un réel ¢ tel que
x + 6y 4+ ¢ = 0 est une équation cartésienne de la droite D. Puisque la droite passe
par le point A(1,2),ona 1+2x 6+ c¢=0 donc ¢ =—13.

La droite admet donc pour équation cartésienne z + 6y — 13 = 0.

Soit D' la droite d’équation 2x +y —4 = 0. Un vecteur normal & cette droite est u =
(2,1), qui est donc un vecteur directeur de D puisque D et D’ sont perpendiculaires.
Puisque D passe par A(1,2), un systeme d’équations paramétriques de (D) est
r = 142\

{ y o= 242 ;A ER.

Un vecteur normal & (D) est 7 = (—1, 2) donc il existe un réel ¢ tel que —z+2y+c = 0
est une équation cartésienne de la droite D. Puisque D passe par A(1,2), on a
—142x2+c¢=0doncc= -3

La droite D admet donc pour équation cartésienne —z + 2y — 3 = 0.



()

Puisque 77 = (—7,4) est un vecteur normal & la droite D, celle-ci admet une équation
cartésienne de la forme —7x + 4y + ¢ = 0. Puisqu’elle passe par le point A(1,2), on
a—7+4x24+c=0doncc=—1.

La droite D admet donc pour équation cartésienne —7x + 4y — 1 = 0.

Un vecteur directeur de D est alors & = (4, 7) donc D admet pour systeme d’équations

S o = 144
paramétriques: { y o= 247\ A€ R

La droite (AB) admet pour vecteur directeur ﬁ = (3,3,3) = 3(1,1,1). On peut
donc prendre comme base (ou vecteur directeur) de la droite le vecteur @ = (1,1, 1).

r = 1+A
Une représentation paramétrique de la droite est alors ¢ 4y = 24X A€ R.
z = 3+ A

Soit P le plan de R? d’équation cartésienne z +y + 2z = 0. Il admet pour base (¥, )

ouv=(1,—1,0) et W= (1,0, —1). Le vecteur AB est un vecteur normal au plan P
donc

—

AM -7 = 0 r—1—(y—2) = 0 r—y+1
M(x,y,z)e(AB)@{m‘w . @{x—l—(z—?)) 0 T Y m_rio
On a

3 5
3r+2y+52—4=0 & y:—§$—§z+2
3 5
A (x,y,z):(x,—gx—éz—i—lz)
3 5
& (x,y,z):x(l,—E,O)+z(0,—§,1)+(0,2,0).

Donc si on note A(0,2,0) € P, on a

5

3
M(z,y,2) € P& AM = x(1, ~50) +2(0,—2,1) = g(z, 23,0) + 2(0,-5,2)

[N RN

donc on peut prendre comme base du plan P le couple (@, ) ou @ = (2,—3,0) et
7= (0,-5,2).
Une représentation paramétrique du plan P est alors

xr = 2\
y = 2—3\—5u ,(\pu) €R
z = 2u

Une base du plan P est (E,B) ot AB = (0,-3,-3) = —3(0,1,1) et AC =
(2,0,—2) = 2(1,0,—1). On peut donc prendre comme base du plan P le couple
(u,v) on v =(0,1,1) et ¥ = (1,0,—1).

une représentation paramétrique du plan P est alors

r = 14pnp
Yy = —1+ A ,()\,M)GRQ.
z = A—U

Cherchons un vecteur normal au plan P, i.e. cherchons 77 = (a, b, ¢) tel que

0(:) b+c :O(:)a_ _
= 0 a—c = 0 =0

S S
ST~
|



Si on pose a = 1, on trouve 17 = (1, —1,1).

Il existe donc un réel d tel quune équation cartésienne de P soit v —y + z +d =
0. Puisque le plan P passe par B(1,—1,0), on en déduit d = —2. Une équation
cartésienne de P est alors t —y + 2 —2 = 0.

(d) On a

2 + 2 = 0 z = —2x
& (z,y,2) = (v, —bxr — 2, —2zx) = x(1,—5,—-2) + (0, —2,0)

{3x—|—y—z+2 =0 @{y = —br—2

donc la droite passe par le point A(0, —2,0) et admet pour base (i.e. pour vecteur
directeur) @ = (1, —5,—2). Une représentation paramétrique de la droite est alors

r = A
y = —2—5X ,AeR.
z = -2

(e) On a (z,y,z) = (0,1,2) = 2(0,0,1) + (0,1,0) donc la droite D passe par le point
A(0,1,0) et admet pour vecteur directeur @ = (0,0, 1).

z = 0
Une représentation paramétrique de la droite D est alors ¢ ¥y = 1 A€ R.
z = A
(f) La droite D passe par le point A(—1,0,3) et admet pour vecteur directeur @ =

(2,—1,-5).
Soit P le plan d’équation 2z — y — 5z = 0. Il admet pour base (¥, @) ou 7 = (1,2,0)
et W = (0,5, —1). Le vecteur ¢ est un vecteur normal au plan P donc

AMG = 0 r+14+2y = 0 {x+2y+1 =
M(x,y,z) € D & & &
(@y.2) {Aﬁ-w = 0 {5y—(z—3)

(g) Le plan P passe par le point A(0, 1, —2) et admet pour base (i, ¥

I
o

et 7= (1,2,0).

Cherchons un vecteur 7 = (a, b, ¢) normal au plan P. On a alors
ﬁ-ﬁ—O@a—b—i—Qc:O@c:%b
n-v = 0 a+2b =0 a = —2b

Si on pose b = 2, on obtient 77 = (—4, 2, 3).

Il existe alors un réel d tel que P admet pour équation cartésienne —4x+2y+3z+d =
0. En utilisant les coordonnées du point A(0,1, —2) € P, on trouve d = 4.

Le plan P admet donc pour équation cartésienne —4x + 2y + 3z +4 = 0.

Exercice 4: Probabilités

1. (a) Soit ¢ € [1,n]. Calculons la probabilité que le test de H; soit négatif. Ceci correspond
au fait que les k prélevements du groupe G; soient négatifs. On peut supposer qu’ils
sont indépendants et on obtient que cette probabilité vaut (1 — p)*.

Ainsi, la probabilité que le test de H; soit positif est |1 — (1 — p)k .

(b) Posons pour tout i € [1,n] la variable aléatoire X; égale a 1 si le test de H; est
positif, égale a 0 sinon.



D’apres la question précédente, pour tout ¢ € [1,n], la variable aléatoire X; suit une

loi de Bernoulli de parametre 1 — (1 — p)*.

Ainsi, X = Z X; ou les X; sont des variables aléatoires indépendantes (parce que
i=1

les groupes sont indépendants) suivant une méme loi de Bernoulli de parametre

1—(1-p)k.

D’apres le cours, X suit une loi binomiale de parametres (n,1 — (1 — p)¥), i.e.

X < B(n,1—(1—p)").

On a donc |E(X) =n(1 — (1 —p)*) |et|V(X) =n(l - (1 —p)")(1 —p)*|

2. (a) La variable aléatoire T" désigne le nombre de tests effectués. On commence par tester
tous les échantillons (H;)i<i<n, ce qui représente n tests. Ensuite, pour les i € [1,n]
tels que H; est positif (il y en a X)), on teste les k prélevements du groupe G;.

Ainsi, | T = kX +n.|

(b) Par linéarité de I'espérance, on a E(T) = kE(X)+n d’otu|E(T) = kn(1 — (1 — p)*) + n.

Enfin, puisque n est une constante, on a V(T) = V(kX + n) = k*V(X) d’ou
V(X) =kEn(l-(1-p")01-p)"

3. (a) Le nombre nk = N est le nombre total d’individus dans la population (et donc le
nombre de tests qu’il aurait fallu effectuer si on avait voulu tester toute la population)
et T est le nombre de tests effectués par cette méthode. La variable aléatoire nk —T
représente donc ‘le nombre de tests économisés par cette méthode ‘

Toujours par linéarité de I'espérance, et puisque nk est une constante, on a

E(nk —T) = nk —E(T) = nk —nk(1 — (1 —p)*) —n =nk(1 —p)* —n

d'ott |E(nk — T) = n(k(1 —p)* —1).

(b) Pour tout z € R%, on a f(x) = ze®™™@ — 1. La fonction f est alors dérivable sur R*
comme composée de fonctions dérivables sur R* et on a pour tout x € R, :

f'(z) = "M@ L In(g)ae” ™9 = @ (1 1n(q) + 1).

Puisque pour tout x > 0,e*™@ > 0, le signe de f’(x) dépend de celui de zIn(q) + 1.

1
Onaalors f'(z) >0 < zln(¢)+1 >0 x < —m car In(q) < 0 puisque ¢ €]0, 1].
nlq
On a donc le tableau de variation suivant pour la fonction f :
0 . +
x —— 00
In(q)
f(z) + 0 -
)  Sew
-1 -1
En effet, puisque In(q) > 0, alors lirf xIn(q) = —oo donc par composition de
T—+00
limites, lim e*™@ = ( et par croissance comparée, lim ze*™@ = ( donc

T—r+00 T—+00

lim f(z)=—1.

T—+400



Par ailleurs, on a f(0) = —1 et la fonction f admet un maximum en — qui vaut

(o) =

(c) D’apres la question 3.a), on a E(ngkr) = no(k(1 — p)* —1).

In(q)

Puisqu ng > 0, cette quantité est maximale lorsque k(1 — p)¥ — 1 I'est. En posant
g=1—p=0,908, ceci revient a trouver U'entier k£ pour lequel f(k) est maximum.

1 1
D’apres la question précédente, k = L——J =10ou k = L——J +1=11
In(g) In(q)

Or, f(10) ~ 2,809 et f(11) ~ 2,804 donc la valeur optimale de k est

Exercice 5: Une suite d’intégrales

1
1. Ona Iy = / e dr =[-e i =1—¢e".
0

En réalisant une intégration par parties, on trouve:

1 1
L = / rve tdr = [—xe "} +/ e dr =—e'+1—et=1-2""
0 0

1 1
I, = / vl dr = [—xe "]} + 2/ ve dr = —e ' +2(1 -2 =2~ 5e .
0 0

2. Pour tout n € N, on a par linéarité de l'intégrale

1 1 1
Iy — 1, = / " Me 2 dy — / e dr = / 2" (z — 1)e "du.
0 0 0

Or, pour tout = € [0, 1], 2™(z — 1)e™* < 0. Par positivité de l'intégrale, on en déduit que
pour tout n € N, I,, 11 — I,, < 0, ce qui prouve que la suite (I,,)nen est décroissante.

3. Pour tout n € N, pour tout = € [0,1],2"e *dx > 0 donc I, > 0 par positivité de
I'intégrale.

Ainsi, la suite ([,),en est décroissante et minorée. D’apres le théoreme de la limite
monotone, la suite (I,),en est convergente.

4. De plus, pour tout z € [0,1],e7 < e < 1 donc pour tout n € N, pour tout z € [0, 1],
et L ate ™ L a.

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que pour tout n € N,

1 1 1
/ e tdx g/ z"e *dx g/ z"dx
0 0 0

1.e.

1
Puisque lim = 0, on en déduit grace au théoreme des gendarmes que lim [, = 0.
n—+oom + 1 n—+o0



Probleme: Maximisation d’aire

Partie I

1. La fonction f est dérivable sur |0; 1] comme composée de fonctions dérivables sur ]0; 1] et
on a,

Vo €]0;1], f'(x) = (1—In(x))* — 2z x é(l —In(x))
= (In(z) = 1)(In(z) — 1+ 2)

donc |Vz €]0,1], f'(z) = (In(z) — 1)(In(z) + 1).

2. Par croissance de la fonction In sur ]0; 1], pour tout = €]0;1],In(z) < In(1), donc pour
tout = €]0; 1], In(x) < 0.
Ainsi, pour tout z €]0;1],In(z) —1 < —1 < 0. D’autre part, en utilisant de nouveau la
croissance de la fonction In sur |0;1], on aln(z) +1 >0 < In(z) > -1 & x> et
Il s’ensuit que (In(z)+1)(In(x) — 1) > 0 pour tout z €]0;e™'] et (In(z) +1)(In(z) —1) <0
pour tout z € [e!; 1].

Par conséquent, f'(z) > 0 pour tout = €]0;e™!] et f'(x) < 0 pour tout z € [e~*;1]. On
en déduit que la fonction f est croissante sur |0;e~!] et décroissante sur [e~!; 1].

Par ailleurs, on a f(1) = 1(1 —In(1))? =1 et

lim f(z) = lim 2(1 —2In(z) + In(2)?) = 2 — 2z In(z) + z In(z)>.

z—0t z—0t

On sait que lim x — 2z In(z) = 0.
z—07F

D’autre part, on a

lim ln(z)? = lim (v In(z))? = lim (\/5111(\/52))2 = lim (2y/zIn(v/2))* = lim 4(v/z In(v/z))%

z—0t z—0t z—0t z—0t z—0t

Posons X = /2. Ona X — 07 < 2 — 0" donc

lim 4(vzIn(v/z))* =4 lim (X 1n(X))* =0

xz—07t X0t
car lim XIn(X)=0.
X—0t
Ainsi, on a lim zIn(x)? =0 d’ot lim f(z) = 0.
xz—07t z—07F

On a le tableau de variations suivant:

T 0 e ! 1
f'(x) + 0 -
4e~t
d 0 — T 1

La fonction f admet donc un maximum en e~ qui vaut

fleH)=et1l-In(e )2 =e1—(-1))? =4e".



Partie II
1. Rappelons que pour tout z €]0; 1], ¢'(z) = %
Soit a €]0, 1.
L’équation de la tangente d, est alors

y=1In'(a)(z — a) +In(a) = T4

x
1 = — 41 —1.
- + In(a) a—i— n(a)

Ona z+ln(a)—1 —0e = 1-In(a) < x = a(1—In(a)) donc le point | N,(a(1 — In(a)), 0)
a a

est le point d’intersection de d, avec ’axe des abscisses.

Enfin, pour x = 0, on a Ty In(a) — 1 = In(a) — 1 donc le point | P,(0,1n(a) — 1) | est le
a

point d’intersection de d, avec I’axe des ordonnées.
2. Le triangle ON,P, est rectangle en O donc son aire vaut

ON, x OP, |a(1 —In(a))| x [In(a) = 1]  |a| x |1 —1In(a)|?
2 B 2 B 2 '

Or, a €]0,1] donc a > 0 et puisque a < e,In(a) < In(e) = 1 donc 1 — In(a) > 0 d’ou
|1 —In(a)| =1 — In(a).

1
Finalement, on trouve bien que |I’aire du triangle ON, P, vaut A(a) = 5(1(1 —1In(a))?.

3. On remarque que A(a) = 3f(a). Ainsi, A(a) est maximale pour la valeur de a qui

maximise f(a). Or d’apres, la question 2 de la partie I, f(a) est maximal pour a = e~ 1.

Il en est donc de méme pour A et 'aire maximale obtenue est

Ae™) = Sfe) =2




