Lycée Fénelon PCSI
Année 2026-2027 A.PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°2 Nombres réels

Exercice 1

Soient = et y deux réels avec 0 < x < y.
Tty _y+y
< 5 =

Tout d’abord, on a m = 5 = Y.
. . . " 1 1 1/1 1 1 11
En appliquant ceci a la moyenne arithmétique de — et —, ona = [ — 4+ — | < — (car — > —).
T Y 2\z vy x x oy
En passant a l'inverse, on obtient h > x.
Montrons que g < m.
On a ) Ji )
T+ T+y—2\/x —
m_g PEY am THY vy _ W= Vel
2 2 2
doum > g.
Enfin, il reste a montrer que h < g.
1 1
En appliquant I'inégalité g < m aux réels strictement positifs — et —, on a
T Y
11 _1/1 1 1/1 1\
O<y/=——<z(=-F-)&e |z(=-*+- <V
xy_2<w y) {2(95 yﬂ =V
par décroissance de la fonction inverse sur R’ , d’on h < g.
On peut donc conclure que x < h < g <m <y.
Exercice 2
1. e Supposons que x < ¥y, i.e. max(x,y) =y. On a alors x — y < 0 d’on
1 1
ety tlr—y) =5 +y—(z-y)=y=maxz,y)
e Supposons que x > y, i.e. max(x,y) = x. On a alors x —y > 0 d’ou
1 1
s@rytlz—yl) =gl +y+z—y)=r=max(zy)
. 1
Dans tous les cas, on a bien max(z,y) = §(x +y+ |z —y|).
2. On peut appliquer la méme méthode qu’en 1 ou bien remarquer que min(z, y) = — max(—z, —y)

d’ou

min(r, ) =~ max(~, ) = 2 (<0~ y + | — o~ (~y)]) = 5 (¢ +y ¢ ~ ).

3. Par définition 2" = max(x,0) > 0. De méme, min(x,0) < 0 donc =~ = — min(x,0) > 0.
1 1 1
D’apres les questions précédentes, on a 7 = 5(3:—1— |z]) et = = —§<£E— lz|) = §(|x| — )

donc at —z~ =zetat +27 = x|



Exercice 3

L |z|=lyl e y=zouy=—uz.

2.0nalz|+|y=1=zec[-1,1etye[-1,1].
eSizel0,1]etyel0,1],alors |z|+|y=ler+ty=1y=1—ur.
eSize(0,1]etye[—1,0],alors |z|+ |y =1 r—y=1y=0—1

eSize[-1,0letyecl01],alors x|+ |y =1 —ar+y=1<y=x+1

oSixE[—l,O]etyE[—1,0],alors\x|+|y|:1<:>—x—y:1<:>y:—x—1.

3. Jal =yl =2 = |z| =
eSiz>2ecty> Oalors\x] ly=2r—y=2cy=a0-2.
eSiz>2ety<0 alors |z]—|y=2cr+y=2<y=2—u.
eSiz<—2cty>0alors |z| -y =2 —2r—y=2y=—x—2.
eSiz<—2ecty<0,alors |z] - |y =2 —v+y=2y=0+2.

4. Si |zy| = 2, nécessairement (z,y) € (R*)%

e Si z et y sont de méme signe, alors |zy| =2 < 2y =2 <y =

HIM

e Si z et y sont de signe opposé, alors |zy| =2 & —zy =2 y=——

5. Onafz| <yl & —[yl <z <yl

6. Ona |z|+ |y < 1=z €e[-1,1etye[-1,1].
eSizel0,1]etye|0,1],alors |z]+ |y <1 0<rs+y<1le0<y<1l—u
eSizel0,1]etye[—1,0],alors x|+ |y <1ler—y<1les 0>y >0 — 1.
eSize[-1,0letye(0,1],alors |z|+ |y <1 —2r+y<le0<y< o+l
eSize[-1,0etye[-1,0],alors |z|+ |y <1l —2—-y<1ls0>2y> —o— 1.
7.e6S5ix>20ety>20,z]— |y <2 r—y<2cy>r—2
eSiz>0ety<O0,z|—|y<2€2r+y<2cy<2—u
eSiz<0ety>0,|z|—ly <2 —2r—-—y<2cy>—1—2
eSiz<0ety<0,|z|—|y <2 -—1rx+y<2cy<ar+2

8. ¢ Siz =0 ouy =0, 'inégalité est vérifiée.

Supposons dorénavant que (z,y) € (R*)%.

eSiz>0ety>0,alors |zy| 22 y>22<y>

2
4 2
eSiz>0ety<0,alors |zy| 22 —zy>2& y < —— (car —z < 0).
T

2
eSiz<0ety>0,alors |zy| 22 —zy =22y > —— (car —z > 0).
x

eSiz<0Oety<0,alors |zy| 220y >2<y< — (car z <0).

Exercice 4

l.eSizx>1,onax—12>0dou
r<lr—1ller<r-1&0< -1,
ce qui est absurde. Donc il n’y a pas de solution réelle a I'inéquation dans ce cas.

eSiz<l,onazxz—1<0dou

1
x<|x—1|<:>m<1—x(:>2x<1<:>x<§.

Finalement, I'ensemble des solutions de cette inéquation est | — oo, %[



.eSizx>1,onax—12>0dou

1
:p<—|x—1|<:>x<—(x—1)<:)2x<1<:>x<§,

ce qui est absurde car x > 1. Donc il n’y a pas de solution réelle a I'inéquation dans ce
cas.

eSiz<l,onazxz—1<0dou
r<—jlz—-1ller<-(1-2)sr<r-1&0< -1,

ce qui est absurde.

Il n’y a donc pas de solution réelle a cette inéquation.
.eSiz>1o0ona

P<lr-ler<r-1ler-2+1<0.

Or, ce trinome du second degré n’a pas de racines sur R donc il est toujours du signe de
son coefficient dominant, i.e. pour tout € R, 2% — 2 + 1 > 0. L’inéquation n’a donc pas
de solution dans le cas ou x > 1.
eSizx<1,ona

P<lr-ler<l-rzer+r—1<0.

-1-V5 —1+V5

Les racines de ce trinome du second degré sont — < 0 et — < 1 donc

I’ensemble des solutions de cette inéquation est ]ﬂg ﬂ[

. Pour tout x € R, on a 2% > 0 et —|z — 1| < 0 donc I'inéquation n’a pas de solution sur

x2<]x—1]<:>x2<x—1<:>x2—x+1<0<:> vt 2<0
4 4 4 2 ’

ce qui est impossible sur R.

eSix < —,o0na
47

1 1 1
a;2<]a:—zl\<:>lz<1—x<:>x2+x—1<0.

—1-2 -1+v2 1

Les racines de ce trinome sont B a— < 0 et — < 1 donc l’ensemble des
solutions de cette inéquation est ]%5, #5[
.Onalz—=5<lz—1lle—-|jlr-1<z-5<|z—-1]|

e Six > 1, cette double inéquation équivaut a —x+1 < x—5H <z—1& 22 > 6 & x > 3.

e Si x < 1, cette double inéquation équivaut a x — 1 < x —5 < 1 — x, qui n’a pas de
solution car —1 < —5 est absurde.

Finalement, I’ensemble des solutions de cette équation est |3, +o0].

.eSizx>2 ona

I<lr=2I<3&e1l<zr—-2<3&3<e<h.
eSizr <2 ,0na

I<|lz—-2|<3e1<2—-2x<3&-1<z<1.

L’ensemble des solutions est donc [—1, 1{U]3, 5].



8. «Six >2 ona

10.

11.

z+2lz—2>4e @+2)(z—2) >4 22—-8>0 1> V3.
eSi—2<r<2,0na
42z -2/ >4 (2+2)2—2)>4e4—? >4 22 <0,

ce qui est impossible sur R.
eSix < —2 0na

z+2z—2>de (—2—-2)2—-2)>der?-8>0e 1< —V8

Finalement, I’ensemble des solutions est | — oo, —v/8[U]/8, 400l

eSiz>1l,onalr—1|<|z|er—1<ze —1<0,cequiest toujours vrai donc tout
x € [1, +00[ est solution de I'inéquation.

eSi0<z<lomalz—1l<|z|el-ar<zrea> % donc tout = €]3, 1] est solution
de l'inéquation.

eSiz<0,onalr—1<|z/el-r<—rs1<0,cequiest faux.

Finalement, 1’ensemble des solutions est ]%, +o00].

eSiz>0,onalz|+lz+1l <2 z+2+1<2E z< i donc tout z € [0,1] est
solution de I'inéquation.

eSi—1<z<0onalzr|+|z+1l <2 —zx+r+1<2<1<2 cequiest vrai donc
tout & € [—1, 0] est solution de 'inéquation.

eSiz<—lonalz|+|z+1]<2& —z—2-1<2< 2> -3 donc tout z €] — 3, 1]
est solution de l'inéquation.

Finalement, I’ensemble des solutions est | — 3, 1.
2
On a max(|z* — 2|, |z 3|)\1(:){ 23 < 1

Résolvons séparément les deux inéquations.

e Résolvons l'inéquation |z* — 2| < 1 pour z € R.
Onalr?—2/<1le -1<22-2<1&1<22<3.

- Si x > 0, par stricte croissance de la fonction = +— 2 sur R, , on a

1<x2<3<:>1<1:<\/§.
- Si o < 0, par stricte décroissance de la fonction z + 22 sur R_, on a
1<’ <3e —V3<r< 1.

Finalement, ’ensemble des solutions de 'inéquation |2% —2| < 1 est [—v/3, —1]U[1,/3].
e Résolvons l'inéquation |z — 3| < 1.

Onalr—3 <1< —-1<2-3<1<% 2< 2 <4 donc l'ensemble des solutions de
I'inéquation |z — 3| < 1 est [2,4].

Finalement, ’'ensemble des solutions de I'inéquation max(|z? — 2|, |z — 3|) < 1 est

([-V3, -1 U [1,V3]) N [2,4] = 0.



12. eSix >1,0na
1
]x—1|+\x—|—1|21<:>x—1+x+1>1<:>:c25,

ce qui est vrai pour tout x > 1 donc tout x € [1, +00[ est solution de I'inéquation.
eSize|[-1,1[,ona

z—1+lz+1>1lel-atz+l21a2>1,

ce qui est vrai donc tout z € [—1, 1] est solution de I'inéquation.
eSix < —1,0na
1
|x—1|—|—|:v—|—1|>1<:>1—x—x—121<:>—2x>1<:>x<—§,
ce qui est vrai pour tout x < —1 donc tout x €] — oo, —1] est solution de 'inéquation.
Finalement, ’ensemble des solutions de I'inéquation est R.

Exercice 5

Soit f:xv+— |z + 1| — |z|+ |z —1].

eSiz<—l,ona f(x)=—1—2a—(—2)+1—2=—u.
eSize|[-1,0,ona f(x)=x+1—(—2)+1—z=0+2.
eSize0,1,ona f(z)=24+1—-2+1—2=—2+2.
eSiz>1l,ona f(r)=cx+1—-z+z—1=u.

Exercice 6

Soit (z,y) € R%. On a

|z + ] |z ly| 2| + [y| + 2|ay|
flet+y) = ————etf(x)+ fly) = =
1+ |z +yl Ltz T+ yl 14 |z]+ [y + |2y

donc

(2] + [yl + 2lzy) (A + |z + y]) — |z + y|(1 + |2] + |y| + |zyl)
(L4 |z +yDA + [2] + |y| + |zy])
2| + [yl = |z + yl + |lzyllz + y| + 2|zy|
(L+lz+yDA + 2|+ |yl + |zyl)

f@)+ fly) = flz+y) =

Il est clair que le dénominateur est positif; f(z) + f(y) — f(z + y) est donc du signe du
numérateur.

On a |zy||z + y| + 2|zy| = 0. Par ailleurs, d’apres I'inégalité triangulaire, ||+ |y| — |z +y| = 0
donc |z| + |y| — |z + y| + |zy||z + y| + 2|zy| = 0, ce qui prouve que le numérateur est également
positif.

Ainsi, pour tout (x,y) € R? on a bien f(z)+ f(y) — f(x +y) =0, ie. f(z+y) < f(z)+ f(y).

Exercice 7

1. sup([—1,1]) = 1;inf([-1,1]) = —1.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

. On remarque tout d’abord que pour tout n > 2, (—1)

sup(] — 1,1] U {2}) = 2;inf(] — 1,1] U {2}) = —1.

N n’est pas majoré mais est minoré et inf(N) = 0.

7, n’est ni majoré, ni minoré.

sup(QN[-1,1]) = L;inf(QN[-1,1]) = —1.

sup(Q N [0,1]) = 1;inf(Q N [0, 1]) = 0.

Sup (UneN*{%}) = 1;inf (UnGN*{%}) =0.

up (Upeze (1)) = Biinf (Uyee {13) = 1

sup (Unez{ime ) = Linf (Upez{tz}) = 0.

SUp (Upen- {3 + 23) = 5sinf (U, {3+ 2}) = 3.

2n+1
n—1

sup (g{(—m (1+ n:)}) — 3;inf (g{(_n" (1+ n:)}) — -2

2 2
n°+1 n®+1
Unen { i } n’est pas majoré mais est minoré et inf (UneN { i }) =1

n+1 n+1
ma - . oré ot inf m _
U(m,n)e(N*)27m>n {E} n’est pas majoreé mais est minore et in (U(mm)e(N*)27m>n {;}) =
1.
{r € R,2® > 3} = [V/3,+00[ donc ce n'est pas un ensemble majoré mais c’est un

. , . s . 3
ensemble minoré de borne inférieure v/3.

{z € R,z|z| < z*} = R* donc ce n’est pas un ensemble minoré mais c’est un ensemble
majoré de borne supérieure 0.

t+1
I s’agit d’étudier la fonction f : ¢t — tQ—i 7 sur ] —2,5[.
2241262 -2t 2 -2+1 (t+1—v2)(t+1+2)
o) tout ¢t €]—2,5(, f/(t) = - -
n a pour tout ¢ €] [, f'(¢) e CEIE 1)

Le dénominateur étant toujours positif, f/(¢) est du signe du numérateur, i.e. f'(¢) > 0
sit€]—2,—1++v2 et f/(t) <0sitec[-1++/25] donc f atteint son maximum en
—1 4+ /2 et celui-ci vaut

Vi
2-2v2+1 3-2V2

qui est la borne supérieure de ’ensemble étudié.

f(=14v2) =

1 6
De plus, f(—2) = ~z et f(b) = %% donc la borne inférieure de 'ensemble étudié est
1

-5
t
Il s’agit d’étudier la fonction f : ¢+ 21 sur R.
2 41— 2t 1—¢2 (1—t)(1+1¢)
On a pour tout t € R, f'(t) = 1) = S = 1) donc f'(t) = 0
site[—1,1]et f/(t) <Osit< —letsit>1.
Ainsi, f est décroissante sur | —oo, —1], croissante sur [—1, 1] et décroissante sur [1, +00].
. . . 1 1
Par ailleurs, on a tl}eroof(t) = tg_moof(t) =0, f(-1) = —3 et f(1) = 3
Finalement, inf{z € R|3t € R,z = 5} = —§ et sup{z € R|Ft € R,z = z5} = §.




18.
19.

20.
21.

22.

On a {z e R|Ft € R,z =sin(t)} = [-1,1] et inf([—1,1]) = —1 et sup([-1,1]) = 1.

On a {z € R|3t € R,z = t*} = [0, +oo[. Cet ensemble n’est donc pas majoré mais admet
0 pour borne inférieure.

On a {z € R*|1 > —3} =] — 00, —3] UR?.. Cet ensemble n’est donc ni minoré ni majoré.

Si |s| + [t| < 1, on a nécessairement (s,t) € [—1,1]% et [s] =1 <t <1 — s

. o . . 2 2 1
e Si s >0, ceci implique que s(s — 1) < st <s(l—s)es°—s<st<s—s :>_Z_l<

1 : : .
st < 7 cars s — s% atteint son maximum sur [0, 1] en % et celui-ci vaut %.

e Si s <0, ceci implique que s(s+1) < st < s(—-1—-35) & s?+s<st < —s—5° =

1 < st < 7 s > s+ s? atteint son minimum sur [—1,0] en —% et celui-ci vaut —i.

IS,

1
Ainsi, inf{st, |s| + [t| < 1} = ~1 et sup{st, |s| + [t| < 1}
Onas’+#*<1=t|<V1I-s2= —V/1-52<t<V1—s%avec (s,t) € [—1,1]>
1 1
eSis>0,ona—sVl—s2<st<syvl—s2= —3 < st < 5 (maximum de s +—
1
2)

1
e Si s <0, on trouve de méme que —3 < st <

2
sv'1 — s? atteint en s = g et vaut

donc

DN |

1 1
inf{st,s* +t* <1} = 5 et sup{st, s> +t* <1} = 5

Exercice 8

1.

e Montrons que sup(A U B) = max(sup(A), sup(B)).
Supposons que sup(A) > sup(B) de telle sorte que max(sup(A),sup(B)) = sup(A).
L’autre cas se traite de la méme maniere.
Montrons dans ce cas que sup(A U B) = sup(A).
Tout d’abord, on a pour tout z € A,z < sup(A) et pour tout x € B,z < sup(B) <
sup(A) d’ou
Ve € AU B,z < sup(A),
donc sup(A) est bien un majorant de AU B.
Montrons que sup(A) est le plus petit majorant de A U B, i.e. montrons que

Ve > 0,3z € AU B,sup(A) —e <z < sup(A).

Soit € > 0. Par définition de sup(A), il existe z € A tel que sup(A4) — e < z < sup(A).
Or, si x € A, a fortiori, z € AU B donc on a bien la propriété voulue, ce qui assure que
sup(AU B) = sup(A).

Si on a sup(B) > sup(A), on montre de méme que sup(A U B) = sup(B).

e Supposons désormais que AN B # (). On a alors pour tout x € AN B,z < sup(A) et
z < sup(B).

Ainsi, ANB est une partie non vide et majorée de R donc elle admet une borne supérieure
sup(A N B). Puisque sup(A) et sup(B) sont des majorants de A N B, on en déduit
sup(AN B) <sup(A) et sup(AN B) < sup(B), ce qui prouve bien que

sup(A N B) < min(sup(A),sup(B)).



Cette inégalité peut étre stricte.
Prenons par exemple A = {0,1} et B = {0,2}. Alors sup(A) =1 et sup(B) = 2.
D’autre part, on a sup(AN B) = sup({0}) = 0 < 1 = min(sup(A), sup(B)).

2. Montrons que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
Soit (z,y) € A x B. Alors on a  +y < sup(A) + sup(B) donc sup(A) + sup(B) est un
majorant de A + B. Montrons que c’est le plus petit des majorants de A + B.
elére méthode (technique) :

Soit € > 0. Par propriété de sup(A), il existe = € A tel que sup(A4) — g < x <sup(A).

De méme, il existe y € B tel que sup(B) — % <y < sup(B).
En additionnant ces deux inégalités, on obtient
sup(A) +sup(B) —e <z +y < sup(A) + sup(B)
avec © +y € A+ B. On a donc bien montré que sup(A + B) = sup(A4) + sup(B).

e2éme méthode (élégante) :
Soit M un majorant de A+ B. On a

V(a,b) e AXB,a+b< M = Yac AVbe Bja< M —b

Vb € B, M — best un majorant de A
Vb e B,sup(A) < M —b

Vb e B,b < M —sup(A)

M — sup(A) est un majorant de B
sup(B) < M — sup(A)

sup(4) + sup(B) < M,

S

4

ce qui prouve que sup(A)+sup(B) est le plus petit majorant de A+ B, i.e. sup(A+ B) =
sup(A) + sup(B).
3. Supposons que A C R, et B C R,.
Montrons que dans ce cas sup(A) sup(B) = sup(AB).
Soient (z,y) € A x B. On a x < sup(A) et y < sup(B). Puisque tous les termes sont
positifs, on a
zy < xsup(B) < sup(A)sup(B)
donc sup(A) sup(B) est un majorant de AB.
Pour montrer que sup(AB) = sup(A) sup(B), il suffit alors de montrer que

Ve > 0,3(z,y) € A x B,sup(A)sup(B) — e < zy < sup(A) sup(B).

Soit € > 0. Pour tout 6 > 0,3(x,y) € A x B tels que sup(4) — 0 < z < sup(A) et
sup(B) — § < y < sup(B). En multipliant ces inégalités, on obtient

sup(A) sup(B)—6(sup(A)+sup(B)) < sup(A) sup(B)—d(sup(A)+sup(B))+d? < zy < sup(A) sup(B).

Si on choisit 6 = —— sgup(B) 1 alors d(sup(A) +sup(B)) < ¢, donc

sup(A)sup(B) — e < zy < sup(A) sup(B).

On a donc bien montré que sup(AB) = sup(A) sup(B).
4. Posons A ={—1} et B={—-1,0}. Alors AB = {0, 1} et on a bien

sup(A)sup(B) = -1 x0=0 < 1 =sup(AB).



Exercice 9

Tout élément de B est de la forme z — y pour (z,y) € A avec x > y.

Sixz e A, alors z < sup(A) et siy € A, alors —y < —inf(A) donc = — y < sup(A) — inf(A).
Ainsi, sup(A) — inf(A) est un majorant de B. Pour montrer que sup(B) = sup(A4) — inf(A), il
reste a montrer que c’est le plus petit majorant de B.

Soit m un majorant de B. Alors pour tout (z,y) € A%, on a

r—y<|r—y[<m

dou x <y+m.
Fixons y € A. Alors y + m est un majorant de A donc est supérieur au plus petit majorant de
A, ie.

Vy € A;sup(A) <y +m,

i.e. sup(A) — m < y pour tout y € A.
On en déduit que sup(A) —m est un minorant de A, donc est inférieur au plus grand minorant
de A, d’ou

sup(A4) —m < inf(A)

ce qui implique que sup(A) — inf(A4) < m.

On a donc montré que sup(A)—inf(A) est un majorant de B et est inférieur a tous les majorants
de B : c’est donc le plus petit majorant de B, c¢’est a dire la borne supérieure de B.

On en conclut que sup(B) = sup(A) — inf(A).

Exercice 10

Notons A = {z € [0,1], f(z) < z}. On a f(1) < 1 donc 1 € A. Ainsi, A est une partie non vide
et minorée (par 0) de R donc A admet une borne inférieure, qu’on note a = inf(A) € [0, 1].
Montrons que f(a) = a.

e Puisque a = inf(A), pour tout x € A, a < z. Par croissance de f, ceci implique que pour tout
z €A, f(a) < f(2).

Or, par définition de A, pour tout = € A, f(x) < x donc pour tout x € A, f(a) < z, ce qui
implique que f(a) est un minorant de A. Puisque a est le plus grand minorant de A, on en
déduit que f(a) < a.

e Puisque f(a) < a, en appliquant de nouveau la croissance de f, on a f(f(a)) < f(a), ce qui
signifie que f(a) € A. Nécessairement, on a f(a) > inf(A) = a.

On a donc f(a) = a, ce qui prouve que a est un point fixe de f.

Exercice 11

Soit x € R tel que |2z — 1| = |z —4]. Soit n € Z tel que n = |z].

OSin<x<n+%, onan—4<x—4<n—%<n—3donc |z —4] =n—4.

D’autre part, n < x < n—l—% =2n<2r<2n+l=2n—1<2r—1<2ndonc [2x—1] =2n—1
et |2z — 1] = |z — 4] implique n —4 =2n — 1 d’ou n = —3.

Ainsi, dans ce cas, on a x € [-3, -3,

eSinti<z<n+lonan—4<n—-I<z—-4<n-3donc|z—4]=n—4
D’autrepart,njt% <z<n+l=22n+1<2r<2n+2=2n<2x -1 < 2n+1 donc
|20 — 1| =2net |22 — 1| = |z — 4] implique n — 4 = 2n d’ou n = —4.

Ainsi, dans ce cas, on a z € [, —3[.

Finalement, I'ensemble des réels x tels que |2z — 1] = [z — 4] est [-2, —2[.

Autre méthode : Par analyse-synthese.



Analyse : Soit = € R tel que |22 — 1] = | —4]. Soit n € Z tel que n = |2z — 1| = |z —4].
Par définition de la partie entiere, on a

n< 2r—1 <n+1 n < 2r—1 <n+1
n< z—4 <n+1 —1l—-—n< 4—2 < -—n

Par somme, on obtient —1 <z +3 <1 dou —4 <z < —2.

Synthése : - Si —4 <z < —I alors 8 <z —4 < -2 < —7donc [z —4] =-T.

D’autre part, si —4 < x < —I, alors =8 < 2z < =7 donc =9 < 2z—1 < -8 d’ou |22 —1| = -9
et on n’a pas I’'égalité dans ce cas-la.

e Si —% <x < =3, alors —8 < —12—5 <zr—4<-7dou |z —4]=-8.

D’autre part, si —% <z < —=3,alors —7<2x < —6donc -8 <2z —1< —=7dou |2z — 1| =
-8 = |z —4].

eSi—-3<z< -3 alors —7T<zr—4< -2 <—6donc |z —4]=-T.

D’autre part, si —3 < x < —g, alors —6 < 2z < =5 donc =7 <2z —1 < —6dou |22 — 1| =
—7= |z —4].

e Si —g <2< =2 alors —7 < —% <r—4<—-6dou |z —4] =-T7.

D’autre part, si —g <z < —2alors =5 <2r < —4donc —6<2x—1< —5dou [2x—1] =—6
et on n’a pas I'égalité dans ce cas-la.

Finalement, I’ensemble des réels z tels que [2z — 1] =[x — 4] est [—2, —2].

Exercice 12

1. Soit = € R, soit k € Z. Par définition de la partie entiere de z, on a |z| <z < |z]| + 1
donc
lz] +k<z+k<|z|]+Ek+1

Par définition de la partie entiere, ceci implique que |z + k| = |z] + k.

2. Soit (x,y) € R? Par définition de la partie enticre de z et de y, on a |z] < x < |x] +1
et |y] <y < |y] + 1 donc par somme, on obtient

lz] + ly] <z +y < |z]+|y] +2.

Onadonc [z|+ [y| <z +y<|z|+|y]+1ou|z]+[y]+1<a+y <|z]+|y]+2
d'ott [z +y] € {lz] + y], [z] + [y] + 1}, ie [z +y] — 2] — [y) € {0, 1}.

3. Soit (n,m) € Z*.

T 7 Qo

. . o ) n
e Si n et m sont de méme parité, alors n + m est pair donc

n-—+m _n+m
2 2

n—m—irlJ n—m
= car

D’autre part, dans ce cas n —m + 1 est impair donc { 5 5

n—m n—m-+1 n—m
<

< 1
5 5 <9 °*

2
. n—+m n—m-+1 n+m n—m
Ainsi, on a 5 + = + =n.

et

est un entier puisque n — m est pair.

2 2 2



e Si n et m ne sont pas de méme parité, alors n + m est impair et n +m — 1 est pair

-1
donc%éZetona
n+m—1<n+m<n+m—1+1
2 T2 2

n+m n+m—1

donc = .
2 2
_ 1 — 1

D’autre part, dans ce cas, n —m + 1 est pair donc%GZd’Of1 L%J -
n—m+1

5 :
. n+m n n—m+1 n+m—1+n—m+1
msi, on a = -

— 1
Finalement, dans tous les cas, on a pour tout (n, m) € Z? {n _; mJ + {n ;n + J =n.

4. o Soit z € R, soit (m,n) € Z x N*.

. r+m
Soit p = {

J . Par définition de la partie entiere, on a

r+m

P < <p+1

d’out
np<L<r+m<np+n
ou encore np —m < x < Np+mn —m.
Par croissance de la fonction partie entiere sur R, on en déduit que |np —m| < |z] i.e.
np —m < |x] et par propriété de la partie entiere |z| <z < np+n—m.
Puisque np — m est un entier, on en déduit que np —m < |z| < np+mn —m d’ou

lz] +m

np < |z +m<np+n=p< <p+1,

o {Lxﬁ—mJ {x+mJ
ce qui implique que | —— | =p = .
n n

e En appliquant le résultat précédent en remplacant x par nxz et m par 0, on trouve
pour tout x € R et pour tout n € N*,

Exercice 13

1. Soient (z,y) € R? avec x < y. Soit ¢ € N* (I’énoncé propose de prendre un réel, mais

tant qu’a faire, prenons un entier!) tel que ¢ > )
—x

(a) Soit m = |gz]. Alors, par définition de la partie entiere, on a
1

m m
m<gr<m+le —<r<—+—.
q q q



2

Or, puisque g > ,ona— <y—axdol

y—= q

m 1 1
—+-<zr+-<zt+y—zr=y.
qg g q

Ainsi, on a bien

m—+1
T <

<y

m+ 1
q

(b) Puisque m € Z, on a m + 1 € Z et puisque ¢ € N*, on a bien € Q.

L c Qe yl dot Qnz, yi# 0.

Ceci étant vrai pour tout couple de réels (z,y) € R? avec z < y, on en déduit que Q
est dense dans R.

On a donc montré que

. I s’agit désormais de montrer que dans tout intervalle de la forme |z, y[ avec z < vy, il
existe au moins un nombre irrationnel.
Pour ce faire, considérons (z,y) € R? avec 2 < y. Alors, on a z — /2 <y — /2.
D’apres la question précédente, il existe un nombre rationnel r € QN]z — V2, y — \/5[,

ie.
r—V2<r<y—+v2
d’ou
r<r4+v2< Y.
Montrons que 7 + v/2 ¢ Q.
Supposons par I'absurde que r++v/2 € Q, c’est & dire supposons qu’il existe (a, b) € ZxN*

/
tel que r + /2 = %. De méme, puisque r € Q, il existe (a/, ') € Z x N* tel que r = %.
On a donc . W A i —db

A S R A
donc v/2 est rationnel, ce qui est absurde.
Ainsi, r + /2 est irrationnel et appartient a ]z, y|.
On a donc montré qu’il existait un nombre irrationnel dans tout intervalle de la forme

|z, y[ avec z < y, ce qui prouve que R\ Q est dense dans R.

Exercice 14

1
2
3
4

> ot

©w

. R

=211

. ]=3,0]

. Onaz <2’-12 <4z & r?—2—12 > 0et 2?2 —42—12 < 0 & z € (]—00, —3[UJ4, +00[)N
(]—2,6]) <z €]4,6[.

| — 00, —1[U]1, 00|

] —3,2].
OSia:>—2,ona2;_:—1 <lew+l<z+2r<lexe —21]
eSiz< —2 ona 2:13—:—21 <ls2rx+1>x+2< x>1, cequi est absurde.
L’ensemble cherchéxest donc | — 2, 1[.

1, +o0].
| — 00, —2] U3, +o0l.



Exercice 15

L. (z,y) =(-2,-3) ou (z,y) = (-3, -2).
1+v5 1-5 1-v5 1445
2. (x,y)z( , >0u(:v,y):< )

2 2 2 72

3. x et y sont racines du trinome 72 — mr 4+ 1 = 0 qui a pour discriminant A = m? — 4.

e Sim €] — oo, —2[U]2, +oo[ A>0 donc 1e trinome admet deux racines distinctes que
m+\/ 4m \/ m—vm?2—4 m++vm?—4
sont (z,y) = ou (z,y) = 5 : 5 :

e Sime {—2,2},A= O et le trinome admet une racine double (z,y) = (%, %).
e Sim €] —2,2[, A <0 donc le trinéme n’a pas de racines réelles.

Exercice 16

x

Onae*+me*—m—1=0&c(e"+me*—m—1)=0%&e** —(m+1)e* +m = 0.
Posons y = e”.

L’équation est alors équivalente & y> — (m+ L)y+m=0&y=mouy=1c"=m
ou e’ = 1.

e Sim > 0, ceci équivaut a z = In(m) ou z = 0, qui sont donc les deux solutions de
I’équation.

e Sim <0, il y a une seule solution qui est x = 0.

Exercice 17

On raisonne par analyse-synthese.

1. e Analyse : Soit z > —7 tel que 5 —z =z + 7.
En élevant cette équation au carré, on obtient 2? —102+25 = x+7 d’ott 2 —112+18 = 0.
Ce trinome du second degré admet pour racines 1 = 2 et x5 = 9 donc si x est solution
de I'équation de départ, nécessairement z = 2 ou x = 9.
e Synthese : Vérifions si z = 2 et x = 9 sont bien solutions de I’équation.
Siz=2,0onabienb—x=3et Vi+7=+v9=3.
Siz=9 omab—z=—4et Vo+7=+16 =4 donc x = 9 nest pas solution de
I’équation.
Ainsi, 'unique solution de I’équation est = = 2.

2. L’équation est bien définie si —22+4 >0et 22 -3 >0,ie. 2 <2et €] — oo, _\/5] U
[v/3, 400, c’est & dire x €] — oo, —V/3] U [V/3,2].
Ona+v—2r+4—+vVa22-3 =0« /—2x+4 = Va2 — 3. Puisque les racines carrées
sont des nombres positifs, par élévation au carré, ceci équivaut a

4 d=a? -3 2+ —-T=02=—1-2V20ux = —1+2V2.

On a bien —1 —2v/2 < =3 et —14+2V2 € [\/3, 2] donc ce sont bien les deux solutions
de cette équation.

1
3. L’équation est bien définie pour x > —5

1
eAnalyse : Soit = > —5 tel que v + v2x +1=1.



Alors v/2x + 1 =1 — x d’ou par élévation au carré
2r+1=(1-2 =2r+1=1-22+2"=2"-42=0=0=00uzr =4

eSynthése : Si z =0, on a bien z ++2x + 1 =1 = 1.
Sizx=4,onazxz++V2r+1=4+ V9 =13 # 1 donc 'unique solution est z = 0.



