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5.1 Ensembles finis

5.1.1 Cardinal

Commencons par un lemme préliminaire, utile en soi.

Soient (n,p) € N? deux entiers naturels non nuls.
1. Il existe une injection f : [1,n] — [1,p] si et seulement si n < p.
2. 1l existe une surjection f : [1,n] — [1,p] si et seulement si n > p.

3. Il existe une bijection f : [1,n] — [1,p] si et seulement si n = p.

Démonstration.

1. e Supposons que n < p.

fln] — [1,p]

Alors 'application ) N X

est injective.

e Supposons qu’il existe une injection f : [1,n] — [1,p].

Alors les éléments f(1),..., f(n) de [1,p] sont deux & deux distincts. Ainsi, I'ensemble
{f(1),..., f(n)} est une sous-partie de [1,p] & n éléments. A fortiori, n < p.
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2. e Supposons que n > p. Alors 'application

foln] — [1,p]

o (L
p sik>p

est surjective.

e Supposons qu’il existe une surjection f : [1,n] — [1,p].

Pour tout k € [1,p], il existe z;, € [1,n], tel que f(xi) = k. On a nécessairement x; # x;

sii # j puisque f(x;) =i # j = f(x;).

Ainsi, I'ensemble {zx|1 < k < p} est une partie & p éléments de [1,n]. A fortiori, n > p.
3. e Supposons que n = p. Alors [I,n] = [1,p] et Idp , : [1,n] — [1,p] est bien une

bijection.

e Supposons qu’il existe une bijection f : [1,n] — [1,p].

Puisque f est injective, d’apres le premier point, n < p.

Puisque f est surjective, d’apres le deuxiéme point, n > p. Finalement, on a bien n = p.

|

Définition 1: Ensembles en bijection

Soient E et F' deux ensembles. On dit que F et F sont en bijection s’il existe une
application ¢ : E — F bijective.

Remarque 1. Dans ce cas, il existe également une bijection p~1 : F — E.

Définition 2: Ensemble fini

Soit E un ensemble non vide. On dit que E est un ensemble fini s’il existe n € N* tel que
[1,n] et E sont en bijection.
Dans ce cas, on dit que E est de cardinal n et on note card(E) = n (ou #E = n).
Concretement, ceci signifie que E contient n éléments et on peut en dresser la liste en
notant par exemple

E={z1,...,2n}.

Remarque 2. D’aprés le lemme, 'entier naturel n tel que [1,n] est en bijection avec E est
unique.

En effet, s'il existe ¢ : [1,n] — E bijective et v : [1,p] — E bijective, alors "1 o ¢ :
[1,n] — [1, p] est une bijection d’ot n = p d’apres le lemme.

Dans la suite de ce chapitre, nous ne considérerons que des ensembles finis.

Remarque 3. e Par convention, card(()) = 0.

e Un ensemble non fini est dit infini. C’est par exemple le cas des ensembles N, Z, Q et R.
Exemple 1. e card{2} = 1;card{v/2, 7} = 2;card{(1,2)} = 1.

e Soit n € N*. Alors card([[1,n]) = card([0,n — 1]) = n.

e Sip<g,card[p,q) =qg—p+1.

5.1.2 Propriétés

Proposition 1: Cardinal d’une union disjointe

Soit E un ensemble fini non vide, soient A et B des parties disjointes de E (i.e. ANB = ().
Alors card(A U B) = card(A) + card(B).
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Démonstration. Soit n = card(A) et p = card(B). Il existe deux bijections ¢ : [1,n] — A
et ¢ : [1,p] — B.
Considérons 'application

f:[l,n+p] — AUB

RN o(k) sil<k<n
Y(k—n) sin+1<k<n+p.

e Prouvons que f est injective.

Soient (i, ) € [1,n + p]? tels que f(i) = f(j).

- Sil'un des deux indices est dans [1,n] et 'autre dans [n+1, n+p], par exemplesil <i <n
etn+1<j<n+p,ona f(i) =) Aet f(j) =19(j—n) € Bdonc f(i) = f(j) € ANB =10,
ce qui est absurde. Ce cas est donc impossible.

- Si (4,7) € [1,n]?, alors f(i) = f(j) < (i) = p(j) < i = j par injectivité de .

—S1(zg)€[[n+1n+p]]2 alors f(i) = f(j) @ ¢Y(i—n) =9 —n) < i—n=j—npar
injectivité de ¢, d’ott ¢ = j.

On a donc bien montré que si f(i) = f(j), alors i = j, ce qui prouve l'injectivité de f.

e Prouvons que f est surjective.

Soit x € AU B. Si x € A, par surjectivité de ¢, il existe k € [1,n], tel que f(k) = (k) = x.
Si x € B, par surjectivité de 1, il existe k € [n + 1,n + p], tel que f(k) = ¥(k —n) = z.

Ainsi, pour tout x € AU B, il existe k € [1,n + p] tel que f(k) = z. On a donc bien prouvé
que f est surjective.

On en déduit que f : [1,n + p] — A U B est bijective. Par définition, ceci implique que

card(ALl B) = n + p = card(A) + card(B).

Corollaire 1

Soit E un ensemble fini non vide. Pour tout n € N*, pour toute famille (Ag)i<k<n de
parties de £ deux & deux disjointes (i.e. i # j = A; N A; = (), on a

card (U Ak> = anrd(Ak).
k=1

k=1

Démonstration. Montrons la propriété par récurrence sur n € N*,
1

1
Pour n = 1, card (U Ak> = Card(A4;) = Z card(Ay) donc la propriété est vraie au rang

k=1 k=1
n=1.

Soit n € N* fixé. On suppose que la propriété est vraie au rang n. Montrons-la au rang n+ 1.
n

Tout d’abord, U Aj et A,41 sont disjoints :
k=1

(U Ak) NAne = JAn4dnn) = (J0=0.
k=1

k=1 k=1

On peut donc appliquer la proposition précédente et on a

n+1
card (U Ak> = card (U Ak> + card(Ap+1).

k=1 k=1
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Par hypothese de récurrence,

card (CJ Ak> = Zn:card(Ak)
k=1

k=1
d’ou
n+1 n n+1
card (U Ak> = Z card(Ay) + cardA,41 = Z card(Ag),
k=1 k=1 k=1
ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence. |

Corollaire 2: Lemme des bergers

Soit E un ensemble fini non vide. Pour tout n € N*, pour toute famille (Ax)i<k<n de
parties de E deux a deux disjointes (i.e. i # j = A;NA; = 0) et de méme cardinal p € N
(i.e. pour tout k € [1,n], card(Ax) = p), on a

card (U Ak> =n Xxp.

k=1

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire précédent et on obtient

card (O Ak> = z": card(Ag) = Zn:p = np.
k=1 k=1

k=1

|
Proposition 2

Soit E un ensemble fini non vide. Soient A et B des parties de F.
1. card(A) = card(E) — card(A).
2. Si A C B, alors card(A) < card(B) avec égalité si et seulement si A = B.

3. card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)

Démonstration.

1. Ona E = AU A avec A et A disjoints donc d’apres la proposition précédente,
card(E) = card(A) + card(A),

d’ou le résultat.

2. Supposons que A C B. Alors B = AU (B\ A) avec AN (B\ A) = (. En utilisant la
proposition précédente, on a donc

card(B) = card(A) + card(B \ A).

Puisque card(B \ A) > 0, on a bien I'inégalité voulue.
Par ailleurs, card(A) = card(B) < card(B\ A) =0< B\ A=0< BcC Adou A= B.

3. AU B peut s’écrire comme union d’ensembles deux & deux disjoints de la fagon suivante :
AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A)

donc
card(AU B) = card(A \ B) + card(AN B) 4 card(B \ A).
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Par ailleurs, on a de méme A = (ANB)U(A\B)et B=(ANB)U(B\ A) dou
card(A) = card(AN B) + card(A\ B) et card(B) = card(AN B) + card(B \ A).
En sommant, on a donc

card(A) + card(B) — card(AN B) = 2card(AN B) + card(A\ B) + card(B \ A) — card(AN B)
= card(A\ B) 4+ card(AN B) +card(B \ A)
= card(AU B).

5.1.3 Injections, surjections et bijections entre ensembles finis

Soient E et F' deux ensembles finis non vides.
Alors :

1. 1l existe une injection f : E — F' si et seulement si card(F) < card(F).
2. 1l existe une surjection f : E — F si et seulement si card(E) > card(F).
(

3. E et F sont en bijection si et seulement si card(E) = card(F).

Démonstration. Soit n = card(E) et p = card(F). Il existe des bijections ¢ : [1,n] — E
et ¥ :[1,p] — F.
1. e Supposons qu’il existe une injection f : F — F.
Alors D'application ¢t o f oo : [1,n] — [1,p] est une injection comme composée
d’injections.
D’apres le lemme, ceci implique que card(E) = n < p = card(F).
e Supposons que n < p.
D’apres le lemme, il existe une injection g : [1,n] — [1,p].
Alors I'application f =1 ogo ™' : E — F est une injection comme composée d’injec-
tions.
2. e Supposons qu’il existe une surjection f : F — F.
Alors I'application ~! o f o ¢ : [1,n] — [1,p] est une surjection comme composée de
surjections.
D’apres le lemme, ceci implique que card(E) = n > p = card(F).
e Supposons que n > p.
D’apres le lemme, il existe une surjection g : [1,n] — [1, p].

1

Alors l'application f = Y ogoe " : E — F est une surjection comme composée de

surjections.
3. e Supposons qu’il existe une bijection f: E — F.
Alors I'application ¢! o f o : [1,n] — [1,p] est une bijection comme composée de
bijections.
D’apres le lemme, ceci implique que card(E) = n = p = card(F).
e Supposons que n = p.
D’apres le lemme, il existe une bijection g : [1,n] — [1,p].

1

Alors Dapplication f = pogo ™ : E — F est une bijection comme composée de

bijections.
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Proposition 3

Soient E et F' deux ensembles finis non vides tels que
card(E) = card(F).

Alors :
1. Toute injection de E dans F' est bijective.

2. Toute surjection de E dans F' est bijective.

Démonstration.

1. Soit f: E — F une injection.
Alors f : E — f(E) est bijective ce qui implique que card(E) = card(f(E)).
Or, card(E) = card(F) donc card(f(F)) = card(F).
Puisque f(E) C F, ceci implique que f(E) = F, donc f est surjective.
f étant a la fois injective et surjective, f est bijective.
2. Soit f: E — F une surjection. Soit p = card(F'). Notons yi, ..., Yy, les éléments de F.
Puisque f est surjective, pour tout 1 < k < p, il existe x; € E tel que f(z) = yx.
Soit A = {zx|1 < k < p}.
Par construction, la restriction de f a A, fj4 : A — F est injective et surjective, donc
bijective.
On en déduit que card(A) = card(F') = card(F), et puisque A C E, ceci implique que
A=EF.
Finalement, fj4 = f, donc f est bijective.
|

Remarque 4. Le procédé utilisé dans la derniere preuve est général : pour toute application
f : E — F, on peut toujours trouver une partie A C FE telle que la restriction de f a A
fia : A — f(E) soit bijective.

Il en découle directement le corollaire suivant :

Corollaire 3

Soient E et F' deux ensembles finis non vides tels que card(E) = card(F'). Soit f : E — F
une application.
On a les équivalences :

f est injective < f est surjective < f est bijective.

Remarque 5. Autrement dit, pour montrer qu’une application entre ensembles finis de méme
cardinal est bijective, il suffit de montrer I'injectivité ou la surjectivité.

En revanche, si E est un ensemble infini, il peut exister une application f : E — F qui soit
injective (ou surjective) mais pas bijective.

. N — C . .. .
Par exemple, ’application !/ o est injective mais pas surjective tandis que
g: N — N
I’application . [EJ est surjective mais pas injective.
2
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5.2 Cardinaux remarquables

5.2.1 Cardinal d’un produit cartésien

Proposition 4: Cardinal d’un produit cartésien

Soient E et F' deux ensembles finis.
Alors le produit cartésien £ X F' est un ensemble fini et son cardinal vérifie

card(E x F') = card(F) x card(F).

Démonstration. Soit n = card(E).
Notons F = {x1,...,zp}.
n

Alors E x F = U({xl} x F)avec ({xi} x F)N ({z;} x F) =0sii#j.
=1

Ainsi, card(E x F) anrd {x;} x F).

fl{Il}XF — F

Or, pour tout 1 <4 < n, on a une bijection donc
(xiy)  — Y
card({z;} x F') = card(F).
Il en découle que
n
card(E x F) anrd = ncard(F') = card(F) x card(F).

i=1
|

Remarque 6. C’est le nombre de fagons de choisir de fagon indépendante un élément de E et
un élément de F.

Plus généralement, si Eq,..., E, sont des ensembles finis, alors

p
card(Ey x -+ x Ep) = [ [ card(Ej).

Corollaire 4

Soit £ un ensemble fini.
Alors pour tout p € N*,
card(EP) = (card(F))P.

Autrement dit, si card(E) = n, il y a n? p-uplets (ou p-listes) de E.

Remarque 7. Soit n = card(FE). Le nombre card(EP) désigne le nombre de fagons de choisir
successivement p objets parmi n objets distincts, avec d’éventuelles répétitions.

Exemple 2. Soit E = {0,1}. Alors
E? = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0), (1,1,1)}

contient 23 = 8 éléments.
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5.2.2 Nombre d’applications entre ensembles finis

Proposition 5: Cardinal de F¥

Soient E et F deux ensembles finis non vides. Soit F'¥ 1’ensemble des applications de E
dans F'
Alors

card(FF) = card(F)ead(P),

Remarque 8. Ceci justifie la notation F'¥, qui est utilisée méme dans le cas ol les ensembles
sont infinis (par exemple dans le cas des suites réelles, que 'on note RY).

Démonstration. Soit n = card(E). Notons E = {z1,...,z}.

Une application f : E — F est entierement caractérisée par la donnée du n-uplet (f(z1), ..., f(zn)) €
.

Il y a donc autant d’applications de E dans F' que de n-uplets dans F", c’est a dire d’apres
la section précédente, card(F)" = card(F)erd(E), [ |

Exemple 3. Soit n € N*. Il y a exactement 2" applications de [1,n] dans {0, 1}.

Définition 3: p-uplet sans répétition

Soit E un ensemble non vide. Soit (z1,...,xp) € EP.
Le p-uplet (z1,...,xp) est dit sans répétition si

V(i,§) € [1,p]%i # § = zi # z;.

Autrement dit, (x1,...,xp) est dit sans répétition si les éléments du p-uplet sont distincts
deux a deux.

Remarque 9. e Le nombre de p-uplets sans répétition est le nombre de fagons de choisir
successivement p objets parmi n objets distincts sans répétition.
e Si p > card(FE), il n’existe pas de p-uplets de E sans répétition.

Proposition 6: Nombre de p-uplets sans répétition

Soit E un ensemble fini de cardinal n € N*. Soit p € [1,n].
Le nombre de p-uplets sans répétition de E est

n!

n(n—l)...(n—p+1):m.

Démonstration. Construisons un p-uplet (z1,...,z,) € EP.

On peut choisir le premier élément z; € E de n fagons différentes.

On peut choisir le deuxieme élément x9 € E \ {1} de n — 1 fagons différentes.

On peut choisir le troisieme élément x3 € E'\ {x1, 22} de n — 2 facons différentes, etc...

On peut choisir le p-eme élément z, € E\ {z1,...,2p—1} den —(p—1) =n —p+ 1 facons
différentes.

Iy adoncn(n—1)...(n—p+ 1) facons de construire un p-uplet sans répétition.

D’autre part, on a bien

n! ::IIZ:lk ::IIZ;kaIZ:n_p+1k
(n=p)! L7k 7k

= H E=nn—-1)...(n—p+1).
k=n—p+1
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Exemple 4. Le nombre de fagons de tirer successivement et sans remise trois boules dans une
urne contenant 5 boules numérotées de 1 a 5 est égal a
5! 5!

2 5% 4%3=060.
G_3) o2 27~

Corollaire 5: Nombre d’applications injectives entre ensembles finis

Soient E et F' deux ensembles finis non vides de cardinaux card(F) = n et card(F) = p

avec n < p.

Ilya % applications injectives de E dans F.
p—n)!

Démonstration. Notons E = {z1,...,z,}.

Une application injective f : E — F est entierement caractérisée par la donnée du n-uplet
sans répétition (par injectivité de f) (f(x1),..., f(zn)).

Il y a donc autant d’applications injectives de E dans F' que de n-uplets sans répétition dans
!
F qui est de cardinal p, a savoir — |
(p—n)!

Définition 4: Permutation

Soit E un ensemble fini de cardinal n € N*.
On appelle permutation de E tout n-uplet de E contenant exactement une fois chaque
élément de F.

Proposition 7: Nombre de permutations d’un ensemble fini

Soit E un ensemble fini de cardinal n € N*.
Il y a n! permutations de E.

Démonstration. Une permutation est un n-uplet sans répétition de E : il y en a donc
n! n!

= =nl. u
(n—mn)! 0! "

Remarque 10. n! est le nombre de facons de choisir successivement et sans répétition tous les
objets d’'un ensemble de cardinal n € N*.

Exemple 5. Les permutations de [1, 3] sont au nombre de 6 :

(1,2,3);(1,3,2);(2,1,3);(2,3,1);(3,1,2); (3,2, 1).

Corollaire 6: Nombre de bijections entre ensembles finis

Soient E et F' deux ensembles finis de méme cardinal n € N*.
Il y a n! bijections de E dans F.

Démonstration. Il y a = n! injections de E dans F. Or, une application de F

n—mn)
dans F' est injective si et seulement si elle est bijective puisque F et F' ont méme cardinal, d’ou
le résultat. u

Remarque 11. Il y a donc n! bijections de E dans E. On appelle également permutations ces
bijections.
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5.2.3 Coefficients binomiaux et formule du bindéme de Newton

Définition 5: Ceefficients binomiaux

Soient k un entier relatif et n un entier naturel. On définit le coefficient binomial k£ parmi

6 ("
n, noté ar
L) P

(n) 0 sik>nouk <0
=< nn—-1)...(n—k+1) n! )
g i “Hpog OsEsn

0
Remarque 12. Notons que par convention, < O> =1.

Exemple 6. Pour tout n € N, on a

(3) _wnniox_l; (D _n!<nnin>!_1; @ _1!<nnil>!_”; (nL) - <n—1>!<nni<n—1>>!

n n! n(n—1)
4 1 = =
On a également <2> 2(n —2)| 5

Définition 6: Combinaisons

Soit F un ensemble fini de cardinal n € N*. Soit p € [0, n].
On appelle p-combinaison de E toute partie de F a p éléments.

Exemple 7. Soit F = {1,2,3}. L’ensemble des 2-combinaisons de E (aussi appelées paires) est
{{1.2},{1,3},{2,3}} .
) 3
On constate qu’il y en a (2) = 3.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 8: Nombre de combinaisons

Soit E un ensemble fini de cardinal n € N*. Soit p € [0, n].
Ilya (n) p-combinaisons de E.
p

Démonstration. Soit p € [0, n]. Construisons une partie a p éléments de E.

Si p = 0, seul ’ensemble vide convient. Il y a donc bien (8) = 1 O-combinaison de F.

Supposons que 1 < p < n.

n
— fagons de choisir
(n—p)!

un tel p-uplet. Notons-le (z1,...,2,). On en déduit naturellement une partie & p-éléments de
E, asavoir A = {z1,...,2p}.

Commencons par construire un p-uplet sans répétition de E. Il y a

Or, toute permutation de A est un p-uplet sans répétition dont on aurait déduit la méme
partie a p éléments.

Autrement dit, il y a p! p-uplets qui meénent & la méme partie de E & p éléments.

Il faut donc diviser le nombre de p-uplets sans répétition de E par p! pour obenir le nombre

de p-combinaisons de F.

|
Il y a donc bien % = (n> p-combinaisons de F. |
plln—p)! \p
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n
Remarque 13. ( ) est le nombre de fagons de choisir simultanément p objets parmi n objets

distincts. L’ordre desdits éléments n’est pas pris en compte.
. . 52 . .
Exemple 8. Dans un jeu de 52 cartes, il y a 5 mains de 5 cartes possibles.

Les ceefficients binomiaux ont des propriétés calculatoires intéressantes que nous allons
désormais énoncer.

Proposition 9

Pour tout n € N, pour tout k € [0,n],

1‘ (0)-(,")
Gr)-=0):

n
1. e Preuve combinatoire : Soit £ un ensemble a n éléments. < k> est le nombre de parties

de E a k éléments. Or, construire une partie a k éléments revient exactement a construire
son complémentaire, c’est a dire a choisir les n — k éléments parmi n qui ne vont pas
constituer cette partie. D’ou 1’égalité attendue.

2. (Formule du capitaine)

Démonstration.

e Preuve calculatoire : Remarquons d’abord que si 0 < k < mn, alors 0 <n—k <n.On a

<n . k) T (n- /-@)!(nni m—k)  (n —nl!c)!k! - <Z>

2. e Preuve combinatoire : On dispose d’une classe de n + 1 éléves. On souhaite compter le
nombre de facons de former une équipe de k 4+ 1 personnes disposant d’un capitaine.

Il y a deux manieres de faire :

1
) 1_ 1> fagons de le faire)
parmi lesquelles on choisit un capitaine (k + 1 fagons de le faire).

1
Il'y adonc (k+1) x <Zi_ 1) fagons de former ces équipes.

- On commence par choisir le capitaine de 1’équipe (n + 1 possibilités) puis on choisit les

- On choisit les k 4+ 1 personnes qui vont consituer I’équipe ((

k autres personnes de ’équipe parmi les n restantes ( fagons de le faire).

n
k
Il'y adonc (n+1) x (Z) fagons de former ces équipes.

Finalement, on a donc (k + 1) x (Zi i) =(n+1)x <Z> d’ott (Zii) - Z__:: 1 <Z>

e Preuve calculatoire :On a

n+1(n\ n+1 n! B (n+1)! _(n+1
k+1\k) k+1kln—k)! (k+Dn+1—(k+1)! \k+1)

|
La relation la plus célebre et la plus importante a bien des égards portant sur les coefficients
binomiaux est la suivante :
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Proposition 10: Relation de Pascal

Pour tout n € N, pour tout k£ € Z, on a
n o n\ (n+1
k—1 k) k)
Démonstration. e Si & < 0, tous les ceefficients binomiaux en question sont nuls donc
I’égalité est vérifiée.

1
eSik=0,o0na (_nl> =0et <g) = (n—(i)— ) = 1 donc ’égalité est vérifiée.

e Si k> n+1, tous les coefficients binomiaux sont nuls en question sont nuls donc ’égalité
est vérifiée.

1
eSik=n+1,ona <k ﬁ 1) = (n i ) =1let <n> = 0 donc I'égalité est vérifiée.

k k
e Supposons dorénavant que 1 < k < n de telle sorte que tous les ceefficients binomiaux en

jeu soient non nuls. (Si n = 0, les quatre cas précédents couvrent tous les cas possibles).
Donnons d’abord une preuve combinatoire. Soit £ un ensemble & n + 1 éléments dont on

. . . Ny . . n+1 s
souhaite construire une partie A a k éléments (ce qui peut se faire de < k > fagons différentes).

Soit a € E.
Il y a deux possibilités qui s’excluent :
- Soit on choisit a pour le mettre dans A et il reste alors & choisir & — 1 éléments parmi les

" 1) fagons différentes;

n autres de E pour compléter A, ce qui peut se faire de (k:
- Soit on laisse a de coté et il reste alors a choisir k éléments parmi les n autres de E pour
n
compléter A, ce qui peut se faire de < k:) fagons différentes.

En additionnant les possibilités issues des deux cas, on trouve bien

(kﬁl) ! <Z> - <n.]:1>

On peut sinon vérifier cette relation par le calcul :

n n n! n!
(k—1> * (k:) T oDk + ) Rk
kn!+ (n —k+ 1)n!

K(n+1— k)l

(n+ 1)n!

Kl(n+1— k)

(n+1)!

kKl(n+1— k)

- (7)

Remarque 14. (Triangle de Pascal)

La relation de Pascal permet de calculer les ccefficients binomiaux de maniere récursive en
les disposant dans un triangle, a la maniere de Pascal.

Ainsi, pour obtenir le ccefficient en ligne n + 1 et colonne k, il suffit d’ajouter les deux
ceefficients qui se situent au-dessus et au-dessus a gauche de ce dernier, c’est a dire les ccefficients
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en ligne n et colonnes k et kK — 1. On obtient le triangle ci-dessous :

1

11

1 2 1
13 3 1
14 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

On rappelle les identités remarquables bien connues :

Proposition 11: Identités remarquables

Pour tout (a,b) € R?, on a :
1. (a+0b)% = a® + 2ab + b%;
2. (@ —b)? = a® — 2ab + b%
3. (a—>b)(a+b) =a®—b%

Exemple 9. En utilisant, la premiere identité remarquable, on trouve aussi que

(a+b)3 = a® + 3a®b + 3ab® + b°.

Plus généralement, essayons de donner une formule permettant de calculer (a + b)™ pour
tout entier naturel n.

Proposition 12: Formule du bin6me de Newton

Soient (a,b) € R?, soit n € N.

Alors " .
(a+0b)" = Z akort = Z ™) an—kpk
P k k '

0 k=0

Démonstration. Montrons cette propriété par récurrence sur N.

0

0

Pourn=0,ona (a+b"=1= Z (0) a7, donc la propriété est vraie au rang n = 0.
k=0

n

Soit n € N fixé. Supposons que (a + b)" = Z (k

>akbn_k . Montrons que la propriété reste
k=0

vraie au rang n + 1.
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(a+b)" = (a+b)(a+b)"

- (a+b)zn:<z> akprF
Z) k- k+i< > akpn—kt1

=0

(
( " ) atb"~ Z“+Z< > aFpP R (=K + 1)
(
(

I I
Mi— i=

T
—_

S s (e ((3)=(0) =)

k=0
n+1

-y < > < >) Sk
k=0

_ = (” + 1) akpnti—k
per N 7

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence. La deuxiéme égalité s’obtient
en échangeant les roles de a et b. |

Remarque 15. On peut également donner une preuve combinatoire de cette formule.

En effet, lorsqu’on développe (a + b)™, on regroupe les termes par monémes de la forme
a®b"*. Pour cela, on choisit les k facteurs a + b dans lesquels on choisira le a (il y a (z) fagons
de le faire) et on choisit b dans les autres facteurs (il n’y a quun seul choix pour cela).

Pour tout 0 < k < n, il y a donc (Z) facteurs de la forme a®b" %, d’ou le résultat.

Exemple 10.

4 4 4 4 4
(a+)” = <0) v (1>a1b3 " (2) v (3) bt <4) v

= b+ 4ab® + 6a%b + 4a3b + .

Corollaire 7

Soient (a,b) € R?, soit n € N.
Alors

n

(a—b)" f:( > Jn—kgkpn—k Z(Z)(—l)ka”_kbk.

k=0

Démonstration. Il suffit d’appliquer le bindéme de Newton & a et —b et utiliser le fait que
(=b)"F = (=1)"Fpn=F et (—b)F = (—1)FbF. [ |

Exemple 11. (a —b)3 = a® — 3a%b + 3ab® — b3.

Enfin, la formule du bindme de Newton permet également de calculer le cardinal de 'en-
semble des parties d’un ensemble fini.
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Proposition 13: Cardinal de I’ensemble des parties d’un ensemble fini

Soit E un ensemble fini. Soit P(E) 'ensemble des parties de E.
Alors P(E) est un ensemble fini et son cardinal vérifie

card(P(E)) = 204d(F),

En particulier, pour tout n € N,

Démonstration. Soit n = card(FE).

e Preuve combinatoire : Listons les éléments de E = {x1,...,2,}.

Si on souhaite former une partie A de F/, on passe en revue les éléments de E et pour chacun,
on a deux choix : le prendre dans A ou ne pas le prendre. Il y a donc 2 possibilités pour x1, 2
possibilités pour xs, ..., 2 possibilités pour x,,.

Il y a donc 2™ facons de former une partie de E d’ou le résultat.

. . n . N 12
e Preuve calculatoire : Pour tout 0 < k < n,ily a i parties de E a k éléments. Pour

calculer le nombre de parties de F, il faut donc sommer pour tout 0 < k < n le nombre de
parties de E a k éléments, i.e.

card(P(E)) = i (Z) = i (Z) k1 k= (14 1) = 2,

k=0
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