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Exercice 1 : Méthode de Cardan

Le but de ce probleme est de trouver une méthode pour obtenir les racines (complexes) d’une
équation de degré 3. On admettra qu'une équation de degré 3 a ccefficients complexes admet
au plus trois racines complexes.

Partie I : Préliminaires
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On rappelle qu’on note j le nombre complexe j = e .

1. Soit z € C*. Montrer que I'ensemble des solutions de 1'équation z* = 23 sur C est

{207j207j220}'

: . : in _ix
2. Donner I'ensemble des solutions des équations z* = e3 et 2> = e~ 3 sur C.

Partie II : Résolution d’une équation de degré 3.

On considere I'équation de degré 3 suivante :

(E):2* —62* + 92— 3=0.

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f : x — 22 — 622 + 92 — 3 et en déduire
que I'équation (F) admet trois solutions réelles distinctes.

2. Soit z une solution de (E), et h un nombre complexe fixé. On pose z = x + h.
Déterminer une équation de degré 3 vérifiée par z. Montrer que pour une valeur de h
bien choisie, I’équation obtenue ne comporte pas de terme de degré 2.

3. On considere désormais 'équation (E') : 2% — 32 — 1 = 0.

Soit (u,v) € C?. On pose U = u® et V = v*. On suppose que :

(*)

U+V =1
UY = 1.

(a) Montrer que u + v est racine de 1’équation (E").

(b) A T'aide des valeurs de U + V' et de UV, déterminer un trinéme du second degré a
coeflicients réels dont U et V sont les racines.

(c) Calculer U et V, les écrire sous forme exponentielle, puis en déduire toutes les paires
{u,v} respectant (x). On pourra utiliser les résultats de la Partie I.

(d) Donner les trois racines de (E').
4. Résoudre (F).



Exercice 2 : Diagonale d’un pentagone régulier
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1. Onposeazexp(%),S:a+a4etT:a2+a3.

2 4
a) Montrer que S = 2 cos <%) et T'= 2cos (%)

(a)

(b) Calculer S+ T et ST.

(¢) En déduire un trinéme du second degré dont les racines sont S et T
2 2

(d) En déduire la valeur de cos (g) puis de sin (%) :

2. On considere le plan orthonormé (O, _z'>, ?) Pour tout & € [0, 4], on appelle My, le point

du plan d’affixe z, = exp (%) .
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(a) Montrer que le pentagone MoM; MsMsM, est régulier, c’est a dire que

MMy = My My = MyMs = MsMy = My M,

— — — e~

g s y : N e — )
(OMy, OM,) = (OM,, OMy) = (OMs, OMy) = (OMs, OM,) = (OM,, OM,) = gﬁ

et

— = — = = — = = = — —— 37
(Mo My, MoMy) = (MyMa, My M) = (MyMs, MaMy) = (MzM,y, MyMy) = (MyMo, MyM3) = 5

On appelle L la longueur d’un coté de ce pentagone.
(b) On appelle diagonales du pentagone MoM; My Ms M)y les segments [MoMs], [My M), [MaMy], [MsMo)]
et [M4M1]

Montrer que les diagonales ont toutes la méme longueur D, puis que 7= Y ou
désigne le nombre d’or.
(¢) En déduire la longueur de la diagonale d'un pentagone régulier de c6té 1.



