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\Correction DM n°1\

Exercice 1 : Montrer que la fonction f définie par :

f(x) = cos <ln (:iz : 1))

est bien définie sur R, dérivable sur R, et calculer sa dérivée.

On sait que la fonction In est définie et dérivable sur ]0; +oo[, la fonction exponentielle et la fonction cosinus sur R.
De plus on sait que :

vVx ER,e* >0
On en déduit donc que :

On en déduit donc que f est définie et dérivable sur R.
Pour calculer f'(x), on peut voir que ’on a affaire a plusieurs fonctions composées, ainsi que la dérivée d’un quotient.

1i¢re étape :

On pose :
e?* +1
. =g
g:x e *+1
On a alors :
2e2%(e™* +1)— (—e ™) (e?*+1) 2e?*+3e*+e™*
Vx ER, g'(x) = — = —
(e™* +1)2 (e™* +1)2
2iéme gtape :
On pose :
e +1
h:x » In|—
e ™*+1
On a alors :

g'(x) 2e*+3e*+e™* e F+1 2e**+3eF+e™*

Vx € R (x) = = =
¥ €R () g(x) (e7* + 1)2 el (e**+1)(e™*+1)

3itme gtape :
On en déduit donc que :

(e2* +1)(e™*+ 1) e *+1

) 2e** +3e* + e * ) e?* +1
Vx ER, f'(x) =— x sin| In

Exercice 2 : On pose la fonction f(x) = e!?*®) = ¢(n(x)*
Montrer que f réalise une bijection de [1; +oo[ dans un intervalle a déterminer, et déterminer sa bijection réciproque.

Pour montrer que f réalise une bijection de [1; 4+oo[ sur un intervalle J, on peut montrer que f est monotone en
calculant le signe de sa dérivée.

1i¢re gtape :

On pose :
g:x + In?(x)
On a alors :
21n(x)
Vx>1,9'(x) =
2éme étape :
On en déduit donc que :
21In(x) 2
vx=>1,f'(x) = e (In()

De plus on sait que :
Vx> 1,In(x)>0=>Vvx=>1f"(x) >0




Donc f est croissante sur [1; +oo].
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On peut donc tracer le tableau de signe de f'(x) et donc les variations de f sur [1; +oo[. Dans un premier temps, ous

allons calculer la limite de f en 400, par composée de fonctions.
lir;n In(x) =+
X—+00 . 2

= lim In“(x) = 4o

lim X2 = +oo A, In7(x)
X—+00
Deplusona:
lim e¥ =4
y—+co
Par composée on en déduit donc que :
lim eMO)® = 4o
X—+00

Enfinona:

f) =€ ® =1
On a donc :

r |1

fa| +
flo

;

;

Donc f réalise une bijection de [1; +oo[ dans [1; +oof.

Déterminons a présent sa bijection réciproque.
Soit y = 1. On résout :

en* () = y = In?(x) = In(y) (car In(y) = 0) = In(x) = /In(y) (car x > 1doncln(x) = 0) = x = eV

On en déduit donc que :

f_l:{[l; +oo[— [1; +oo]

Y e In(x)




