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Correction DM n°2 

 

Exercice 1 : Un nombre particulier 

 Le but de cet exercice est de démontrer que l’équation  

(E): ex =
1

x
 

Admet une unique solution sur ℝ et de construire une suite qui converge vers cette solution.  

 

1) Démontrer que:  

ex =
1

x
⟺ x − e−x = 0 

Dans toute la suite de cet exercice on pose la fonction définie sur ℝ par :  

f(x) = x − e−x 
2) a) Déterminer les limites de f est +∞ et − ∞. 

b) Etudier les variations de f sur ℝ.  

c) Déduisez-en que l’équation f(x) = 0, et donc l’équation (E), admet une unique solution sur ℝ, noté α. 

d) Déterminer le signe de f(x) sur [0 ;α].  

3) On pose la fonction définie sur [0 ;1] par :  

g(x) =
1 + x

1 + ex
 

a) Démontrer que f(x) = 0 ⟺ g(x) = x. 

b) Calculer g′(x) et déduisez-en que la fonction g est croissante sur [0 ;α]. 

c) Montrer que :  

g(α) =
α2 + α

α + 1
 

4) On considère la suite (un) définie par :  

{

u0 = 0

un+1 =
1+ un
1 + eun

= g(un)
 

a) Démontrer par récurrence que pour tout n entier naturel, 0 ≤ un ≤ un+1 ≤ α. 

b) En déduire la convergence de la suite (un). 

Remarque : On verra cette année que la suite (un) converge vers α ! C’est le théorème de passage à la limite :  

lim
n
un = ℓ = g(ℓ) 

 

1) On a :  

ex =
1

x
⟺

1

ex
= x ⟺ e−x = x⟺ x − e−x = 0 

 

Dans toute la suite de cet exercice on pose la fonction définie sur ℝ par :  

f(x) = x − e−x 
2) On a :  

{
lim
x→+∞

x = +∞

lim
x→+∞

e−x = lim
x→−∞

ex = 0
⟹ lim

x→+∞
x − e−x = +∞ 

De même :  

{
lim
x→−∞

x = −∞

lim
x→−∞

e−x = lim
x→+∞

ex = +∞
⟹ lim

x→−∞
x − e−x = −∞ 

 

b) _ f  est une fonction dérivable comme somme de fonctions dérivables et :  

∀ x ∈ ℝ, f ′(x) = 1 − (−e−x) = 1 + e−x > 0 car ∀ x ∈ ℝ, ex > 0 

On a donc :  
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c) _ f est : 

 continue  

 strictement croissante sur ℝ  

 change de signe car lim
x→+∞

x − e−x = +∞ et lim
x→−∞

x − e−x = −∞  

donc d’après le théorème des , il existe un unique x noté α tel que f(α) = 0.  

 

d) On sait que f(0) = -1 < 0 donc on a le tableau suivant :  

 

 
Donc f(x) ≤ 0 pour x ∈ [0; α]. 
3) On pose la fonction définie sur [0 ;1] par :  

g(x) =
1 + x

1 + ex
 

a) On a les équivalences suivantes :  
1 + x

1 + ex
= x⟺ 1+ x = (ex + 1)x ⟺ 1 = xex⟺

1

x
= ex⟺ f(x) = 0 (d′après I)a))  

b) _ g est dérivable comme quotient de fonctions dérivables et :  

∀ x ∈ ℝ, g′(x) =
ex + 1 − (1 + x)ex

(1 + ex)2
=
1 − xex

(1 + ex)2
=
−ex(x − e−x)

(1 + ex)2
=
−exf(x)

(1 + ex)2
 

Or on sait que : ∀ x ∈ ℝ, ex > 0  donc le signe de g’(x) est l’opposé du signe de f’(x) donc :  

 

c) On sait que g(x) = x ⟺ x = α ⟺ f(x) = 0 ⟺ e−α = α⟺ eα =
1

α
 

On en déduit donc que :  

𝐠(𝛂) =
𝟏 + 𝛂

𝟏 + 𝐞𝛂
=
𝟏 + 𝛂

𝟏 +
𝟏
𝛂

=
𝛂 + 𝛂𝟐

𝛂 + 𝟏
 

4) On considère la suite (un) définie par :  
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{

𝐮𝟎 = 𝟎

𝐮𝐧+𝟏 =
𝟏 + 𝐮𝐧
𝟏 + 𝐞𝐮𝐧

= 𝐠(𝐮𝐧)
 

a) On pose la proposition suivante :  

 

∀ n ∈ ℕ, Pn: "0 ≤ un ≤ un+1 ≤ α" 
Initialisation : On a :  

u0 = 0 et u1 =
1 + 0

1 + e0
=
1

2
 

Or on a :  

f (
1

2
) =

1

2
− e−

1
2 =

1

2
−
1

√e
=
√e − 2

2√e
< 0  

On a donc :  
1

2
≤ α car f est croissante sur ℝ 

On a donc :  

0 ≤ u0 ≤ u1 ≤ α 

Donc P0 vraie.  

 

Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie Pn. Donc :  

0 ≤ un ≤ un+1 ≤ α 

Comme g est croissante sur [0 ;α] alors :  

g(0) ≤ g(un) ≤ g(un+1) ≤ g(α) 

=>
1

2
≤ un+1 ≤ un+2 ≤ α car g(α) = α 

Donc Pn est héréditaire.  

 

Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, Pn est toujours vraie.  

 

b) (un) est croissante (d’après la question précédente, et (un) est majorée par α (toujours la question précédente), donc 

(un) converge vers un réel L tel que L∈[0,5 ; α]. 

 

Remarque : On verra cette année que l’on peut montrer que (un) converge vers α, par passage à la limite :  

1 + un
1 + eun

= g(un) => g(L) =
1 + L

1 + eL
=> L = α d′aprés la question 2) a) 

 

 

Exercice 2 : Une suite de somme de sh 

Soit p un entier naturel non nul. On pose :  

∀ n ≥ 2, Sn = ∑sh(
1

k
)

np

k=n

 

Partie A : Une inégalité 

On veut démontrer dans cette partie que :  

∀ x ∈ ]0; 1[, 1 + x ≤ esh(x) ≤
1

1 − x
 

1) Résoudre l’équation :  

2sh(x) + 1 = 0 

2) On pose :  

u ∶  {
ℝ → ℝ

x⟼ ch2(x) + sh(x)
 

Montrer que :  

∀ x ∈ ℝ, u(x) ≥ 0 

3) Etudier les variations sur ℝ de f : x ⟼ esh(x) − 1 − x 
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4) En déduire la double inégalité voulue.  

Partie B : Limite de  𝐒𝐧 

1) Montrer que :  

∀ n ≥ 2, ∀p ∈ ℕ∗ , k ∈ ⟦n; np⟧, ln (1 +
1

k
) ≤ sh(

1

k
) ≤ ln(

1

1 −
1
k

) 

2) En déduire que :  

∀ n ≥ 2, ∀p ∈ ℕ∗, ln (
np + 1

n
) ≤ Sn ≤ − ln (

n − 1

np
) 

3) En déduire la limite de Sn quand n tend vers +∞ 

 

Partie A  

1) On a :  

2sh(x) + 1 = 0 ⟺ e𝑥 − 𝑒−𝑥 + 1 = 0 

⟺ e2x + ex − 1 = 0 

On pose : X = e𝑥 

On a alors :  

𝑋2 + 𝑋 − 1 = 0 

∆= 5 > 0 

Donc 𝑋2 + 𝑋 − 1 = 0 admet deux solutions réelles :  

{
 
 

 
 
𝑋1 =

−1 − √5

2
< 0

𝑋2 =
−1 + √5

2
> 0

 

On en déduit donc que :  

𝐞𝟐𝐱 + 𝐞𝐱 − 𝟏 = 𝟎⟺ 𝐱 = 𝐥𝐧(
−𝟏+ √𝟓

𝟐
) 

2) On pose :  

u ∶  {
ℝ → ℝ

x⟼ ch2(x) + sh(x)
 

u est dérivable sur ℝ et :  

∀ x ∈ ℝ, u′(x) = 2ch(x)sh(x) + ch(x) = ch(x)(2sh(x) + 1) 
On sait que :  

∀ x ∈ ℝ, ch(x) > 0 

De plus d’après la question précédente on sait que :  

2sh(x) + 1 = 0 ⟺ x = ln (
−1 + √5

2
) 

Comme la fonction x ⟼ 2sh(x) + 1 est croissante sur ℝ on a le tableau de signe suivant :  

 
Il reste à calculer :  
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u(ln (
−1 + √5

2
)) = ch2 (ln(

−1 + √5

2
)) + sh(ln (

−1 + √5

2
))

⏟            

=−
1
2

 

On sait que :  

2sh(x) + 1 = 0 ⟺ x = ln (
−1 + √5

2
) 

On a donc :  

sh (ln(
−1 + √5

2
)) = −

1

2
 

De plus on sait que :  

∀ x ∈ ℝ, ch2(𝑥) − 𝑠ℎ2(𝑥) = 1 ⟹ ch2 (ln(
−1 + √5

2
)) −

1

4
= 1 ⟹ ch2 (ln(

−1 + √5

2
)) =

5

4
 

On a donc :  

ch2 (ln(
−1 + √5

2
)) + sh(ln (

−1 + √5

2
)) =

5

4
−
1

2
=
3

4
 

On a alors :  

 
On en déduit donc que :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ,𝐮(𝐱) ≥ 𝟎 

3) On pose f : x ⟼ esh(x) − 1 − 𝑥 

𝑓 est de classe C2 sur ℝ et :  

∀ x ∈ ℝ, f ′(x) = ch(x)esh(x) − 1 

⟹ ∀ x ∈ ℝ, f ′′(x) = (sh(x) + ch2(x))esh(x) = u(x)esh(x) 

D’après la question précédente on en déduit que :  

 
De plus on sait que :  

f ′(x) = ch(x)esh(x) − 1 ⟹ f ′(0) = 0 

On a donc :  
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Donc :  

∀ x ∈ ℝ, f(x) ≥ 0 ⟹ ∀ x ∈ ℝ, esh(x) ≥ 1 + 𝑥 

De plus on a :  

∀ x ∈ ℝ, esh(−x) ≥ 1 − 𝑥 

On en déduit donc que :  

∀ x ∈ ]0; 1[,
1

esh(−x)
≤

1

1 − x
 (car x ↦

1

x
 est décroissante sur ]0; 1[ ) 

On a donc :  

∀ 𝐱 ∈ ]𝟎; 𝟏[, 𝟏 + 𝐱 ≤ 𝐞𝐬𝐡(𝐱) ≤
𝟏

𝟏 − 𝐱
 

Partie B :  

1) On sait que :  

∀ n ≥ 2, ∀p ∈ ℕ∗ , k ∈ ⟦n; np⟧, 0 <
1

𝑘
<
1

𝑛
≤
1

2
< 1 

Ainsi on peut appliquer l’égalité démontré à la dernière question de la partie A :  

∀ x ∈ ]0; 1[, 1 + x ≤ esh(x) ≤
1

1 − x
 

⇒ ∀ n ≥ 2, ∀p ∈ ℕ∗ , k ∈ ⟦n; np⟧, 1 +
1

𝑘
≤ 𝑒

𝑠ℎ(
1
𝑘
)
≤

1

1 −
1
𝑘

 

Comme la fonction ln est croissante sur ]0; 1[:  

⇒ ∀ n ≥ 2, ∀p ∈ ℕ∗ , k ∈ ⟦n; np⟧, ln (1 +
1

k
) ≤ ln (𝑒

𝑠ℎ(
1
𝑘
)
) ≤ ln(

1

1 −
1
k

) 

⟹ ∀ 𝐧 ≥ 𝟐, ∀𝐩 ∈ ℕ∗ , 𝐤 ∈ ⟦𝐧; 𝐧𝐩⟧, 𝐥𝐧 (𝟏 +
𝟏

𝐤
) ≤ 𝐬𝐡(

𝟏

𝐤
) ≤ 𝐥𝐧(

𝟏

𝟏 −
𝟏
𝐤

) 

2) On a :  

∀ n ≥ 2, ∀p ∈ ℕ∗,∑ ln (1 +
1

k
)

np

k=n

≤ ∑sh(
1

k
)

np

k=n

≤ ∑ln(
1

1 −
1
k

)

np

k=n

 

Or on sait que : 

∀ n ≥ 2, ∀p ∈ ℕ∗,∑ ln (1 +
1

k
)

np

k=n

= ln(∏(1 +
1

k
)

np

k=n

) 

= ln(∏(
k + 1

k
)

np

k=n

) 

= ln (
n + 1

n
×
n + 2

n + 1
× …×

np + 1

np
) 
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= ln (
np + 1

n
) 

= ln (
1

n
+ p) 

De même on a :  

∀ n ≥ 2, ∀p ∈ ℕ∗,∑ ln(
1

1 −
1
k

)

np

k=n

= ln(∏(
k

𝑘 − 1
)

np

k=n

) 

= ln (
np

𝑛 − 1
) 

= − ln (
n − 1

np
) 

On a donc :  

∀ 𝐧 ≥ 𝟐, ∀𝐩 ∈ ℕ∗, 𝐥𝐧 (
𝟏

𝐧
+ 𝐩) ≤ 𝑺𝒏 ≤ −𝐥𝐧 (

𝐧 − 𝟏

𝐧𝐩
) 

3) On sait que :  

{
lim
𝑛→+∞

np + 1

n
= 𝑝

lim
𝑋→𝑝

ln(𝑋) = ln(𝑝)
⟹⏟

par composée

lim ln (
np + 1

n
) = ln(𝑝) 

De même on a :  

{
 
 

 
 lim

𝑛→+∞

n − 1

np
=
1

𝑝

lim
𝑋→

1
𝑝

ln(𝑋) = ln (
1

𝑝
)

⟹⏟
par composée

lim− ln (
n − 1

np
) = − ln (

1

p
) = ln(p) 

Donc d’après le théorème des gendarmes, on a :  

𝐥𝐢𝐦
𝐧→+∞

𝐒𝐧 = 𝐥𝐧(𝐩) 

 

Problème : Des fonctions hyperboliques 

Le but de ce problème est de démontrer que : 

∀ x ∈ ℝ,
1

2
arctan(sh(x)) = arctan(

sh(x)

1 + ch(x)
) 

 

Partie A : En utilisant la dérivation 

1) On pose :  

f ∶  {
ℝ → ℝ

x ⟼
1

2
arctan(sh(x))

                        g ∶  {

ℝ → ℝ

x ⟼ arctan(
sh(x)

1 + ch(x)
) 

a) Démontrer que :  

∀ x ∈ ℝ, f ′(x) =
1

2
×

1

ch(x)
= g′(x) 

b) En déduire que :  

∀ x ∈ ℝ,
1

2
arctan(sh(x)) = arctan(

sh(x)

1 + ch(x)
) 

Partie B : Grâce à la tangente 

1) Rappeler le domaine de définition de la tangente, noté 𝒟tan  

2) a) Démontrer que :  

∀ x ∈ ℝ, 2f(x) ∈ 𝒟tan 

b) Déterminer l’expression de tan(2f(x)) 

3) a) Etudier la fonction :  

h ∶  {

ℝ → ℝ

x ⟼
sh(x)

1 + ch(x)
 

b) En déduire que :   ∀ x ∈ ℝ, h(x) ∈ ]−1; 1[  
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c) En déduire que :   ∀ x ∈ ℝ, 2g(x) ∈ 𝒟tan 

d) Montrer que :  ∀ x ∈ ℝ, tan(2g(x)) = sh(x) 

e) En déduire le résultat voulu.  

 

Partie C : Une application 

1) a) Démontrer que   

ch (
1

2
ln(3)) =

2

√3
   et sh (

1

2
ln(3)) =

1

√3
 

b) Déterminer l’unique x ∈ ]−
π

2
;
π

2
[ tel que :  

tan(x) =
1

√3
 

2) En déduire que :  

tan (
π

12
) =

1

2 + √3
 

3) Proposez une autre façon de déterminer la valeur de tan (
𝜋

2
). 

 

Partie A :  

1) a) On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) =
1

2
×

𝑠ℎ′(𝑥)

1 + 𝑠ℎ2(𝑥)
=
1

2
×
𝑐ℎ(𝑥)

𝑐ℎ2(𝑥)
=
1

2
×

1

ch(x)
 

De plus on a :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔(𝑥) = arctan(𝑢(𝑥))  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑢(𝑥) =
sh(x)

1 + ch(x)
 

On a d’une part :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑢′(𝑥) =
𝑐ℎ(𝑥)(1 + 𝑐ℎ(𝑥)) − 𝑠ℎ2(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2 =

1 + 𝑐ℎ(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2 =

1

1 + 𝑐ℎ(𝑥)
 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)

1 + 𝑢2(𝑥)
=

1
1 + 𝑐ℎ(𝑥)

1 + (
sh(x)

1 + ch(x)
)
2 =

1 + 𝑐ℎ(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2
+ 𝑠ℎ2(𝑥)

=
1 + 𝑐ℎ(𝑥)

1 + 2𝑐ℎ(𝑥) + 𝑐ℎ2(𝑥) + 𝑠ℎ2(𝑥)
 

Or on sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑐ℎ2(𝑥) + 𝑠ℎ2(𝑥) = 𝑐ℎ2(𝑥) + (𝑐ℎ2(𝑥) − 1) = 2𝑐ℎ2(𝑥) − 1 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ ℝ,𝑔′(𝑥) =
1 + 𝑐ℎ(𝑥)

2𝑐ℎ(𝑥)(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
=
1

2
×

1

ch(x)
 

On a bien :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝐟′(𝐱) =
𝟏

𝟐
×

𝟏

𝐜𝐡(𝐱)
= 𝐠′(𝐱) 

b) On pose :  

∀ x ∈ ℝ, h(x) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 
On a :  

∀ x ∈ ℝ, h′(x) = 𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥) = 0 

On en déduit donc que :  

∃𝑐 ∈ ℝ, ℎ(𝑥) = 𝑐 = ℎ(0) = 𝑓(0) − 𝑔(0) = 0 

On en déduit donc que :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ,
𝟏

𝟐
𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝐬𝐡(𝐱)) = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(

𝐬𝐡(𝐱)

𝟏 + 𝐜𝐡(𝐱)
) 

 

 

Partie B :  
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1) On sait que :  

𝓓𝐭𝐚𝐧 =⋃]−
𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅;

𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅[

𝒌∈ℤ

 

2) a) On sait que :  

∀ x ∈ ℝ, arctan(x) ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ 

On en déduit donc que :  

∀ x ∈ ℝ, arctan(𝑠ℎ(x)) ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ 

On en déduit donc que : 

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝟐𝐟(𝐱) ∈ 𝓓𝐭𝐚𝐧 

b) On a :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝐭𝐚𝐧(𝟐𝐟(𝐱)) = 𝐭𝐚𝐧(𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(𝒔𝒉(𝒙))) = 𝒔𝒉(𝒙) 

3) a) On pose :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑢(𝑥) =
sh(x)

1 + ch(x)
 

On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑢(−𝑥) =
sh(−x)

1 + ch(−x)
= −

sh(x)

1 + ch(x)
 

Donc u est impaire.  

De plus on sait que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑢′(𝑥) =
𝑐ℎ(𝑥)(1 + 𝑐ℎ(𝑥)) − 𝑠ℎ2(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2 =

1 + 𝑐ℎ(𝑥)

(1 + 𝑐ℎ(𝑥))
2 =

1

1 + 𝑐ℎ(𝑥)
> 0 

Donc 𝑢 est strictement croissante sur ℝ.  

De plus on a :  

lim
𝑥→+∞

sh(x)

1 + ch(x)
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2

1 +
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

2 + 𝑒𝑥
⏟                      

𝑐𝑎𝑟 lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑥=0

= lim
𝑥→+∞

1

2𝑒−𝑥 + 1
= 1 

Par imparité on en déduit donc que :  

lim
𝑥→−∞

sh(x)

1 + ch(x)
= −1 

b) On en déduit donc que :  

∀𝒙 ∈ ℝ,
𝐬𝐡(𝐱)

𝟏 + 𝐜𝐡(𝐱)
∈] − 𝟏; 𝟏[  

c) On a d’après la question précédente :  

∀𝑥 ∈ ℝ,−1 <
sh(x)

1 + ch(x)
< 1 

⟹ arctan(−1) < arctan(
sh(x)

1 + ch(x)
) < arctan(1)  (𝑐𝑎𝑟 arctan 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ) 

⟹−
𝜋

4
< 𝑔(𝑥) <

𝜋

4
 

⟹−
𝜋

2
< 2𝑔(𝑥) <

𝜋

2
 

On en déduit donc que :   ∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝟐𝐠(𝐱) ∈ 𝓓𝐭𝐚𝐧 

d) On a :  

∀ x ∈ ℝ, 2g(x) = 2 arctan(
sh(x)

1 + ch(x)
) 

⟹ tan(2𝑔(𝑥)) = tan(2 arctan(
sh(x)

1 + ch(x)
)) 

Or on sait que :  
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∀𝑥 ∈ ]−
𝜋

4
;
𝜋

4
[ , tan(2𝑥) =

2 tan(𝑥)

1 − tan2(𝑥)
 

On en déduit donc que :  

∀ x ∈ ℝ, tan(2𝑔(𝑥)) =
2 tan (arctan (

sh(x)
1 + ch(x)

))

1 − tan2 (arctan (
sh(x)

1 + ch(x)
))
= 2 ×

sh(x)
1 + ch(x)

1 − (
sh(x)

1 + ch(x)
)
2  

= 𝟐 ×
𝐬𝐡(𝐱)(𝟏 + 𝒄𝒉(𝒙))

(𝟏 + 𝒄𝒉(𝒙))
𝟐
− 𝒔𝒉𝟐(𝒙)

= 𝟐 ×
𝐬𝐡(𝐱)(𝟏 + 𝒄𝒉(𝒙))

𝟐(𝟏 + 𝒄𝒉(𝒙))
= 𝒔𝒉(𝒙) 

e) On a démontré grâce aux questions précédentes que :  

∀ x ∈ ℝ, tan(2g(x)) = tan(2f(x))  

De plus on a :  

∀ x ∈ ℝ, 2g(x) ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[  𝑒𝑡  2f(x) ∈ ]−

𝜋

2
;
𝜋

2
[ 

Comme 𝑡𝑎𝑛 est bijective sur ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[, on en déduit donc que :  

∀ x ∈ ℝ, 2g(x) = 2𝑓(𝑥) 
Ainsi :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝐠(𝐱) = 𝒇(𝒙) 

Partie C 

1) a) On a :  

ch (
1

2
ln(3)) =

𝑒
1
2
ln(3) + 𝑒−

1
2
ln(3)

2
=
√3 +

1

√3
2

=
3 + 1

2√3
=
2

√3
 

De même on a :  

𝐬𝐡(
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟑)) =

𝒆
𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑) − 𝒆−

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

𝟐
=
√𝟑 −

𝟏

√𝟑
𝟐

=
𝟑 − 𝟏

𝟐√𝟑
=
𝟏

√𝟑
 

b) On sait que :  

tan(x) =
1

√3
=

1
2

√3
2

=
sin (

𝜋
6)

cos (
𝜋
6)
= tan (

𝜋

6
) 

Come tan est bijective sur ]−
π

2
;
π

2
[, on en déduit donc que :  

{
𝐭𝐚𝐧(𝐱) =

𝟏

√𝟑

𝒙 ∈ ]−
𝛑

𝟐
;
𝛑

𝟐
[

⟺ 𝒙 =
𝝅

𝟔
 

2) On sait que :  

tan (
𝜋

6
) =

1

√3
= sh(

1

2
ln(3)) 

Or on sait d’après la partie A ou la partie B que :  

∀ x ∈ ℝ,
1

2
arctan(sh(x)) = arctan(

sh(x)

1 + ch(x)
) 

On en déduit donc que :  

𝜋

12
= arctan(

sh (
1
2 ln

(3))

1 + ch (
1
2 ln

(3))
) 

⟹ 𝐭𝐚𝐧(
𝝅

𝟏𝟐
) =

𝐬𝐡 (
𝟏
𝟐 𝐥𝐧

(𝟑))

𝟏 + 𝐜𝐡 (
𝟏
𝟐 𝐥𝐧

(𝟑))
=

𝟏

√𝟑
 

𝟏 +
𝟐

√𝟑

=
𝟏

𝟐 + √𝟑
 

3) On a :  
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tan (
𝜋

6
) = tan (2 ×

𝜋

12
) =

2 tan (
𝜋
12
)

1 − tan2 (
𝜋
12)

 

On en déduit donc que tan (
𝜋

12
) est solution de :  

𝑋2 + 2√3𝑋 − 1 = 0 

Or on sait que :  

𝑋2 + 2𝑋 − 1 = 0 ⟺ 𝑋 ∈ {−√3 − 2 ; 2 − √3} 

Or on sait que : 
𝜋

12
∈ [0;

𝜋

2
[ ⟹ tan (

𝜋

12
) > 0 

On en déduit donc que ;  

𝐭𝐚𝐧(
𝝅

𝟏𝟐
) = 𝟐 − √𝟑 

Remarque : On a :  
1

2 + √3
= 2 − √3 

 

 


