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Correction DM n°2

|Exercice 1: Un nombre particulieﬂ
Le but de cet exercice est de démontrer que I’équation

1
(E):e* =—
X

Admet une unique solution sur R et de construire une suite qui converge vers cette solution.

1) Démontrer que:

1
ef=—=x—e*=0
X
Dans toute la suite de cet exercice on pose la fonction définie sur R par :
f(x) =x—e7%

2) a) Déterminer les limites de f est +oo et — oo.
b) Etudier les variations de f sur R.
¢) Déduisez-en que I’équation f(x) = 0, et donc I’équation (E), admet une unique solution sur R, noté a.
d) Déterminer le signe de f(x) sur [0 ;a].
3) On pose la fonction définie sur [0 ;1] par :
1+x

1+ eX

gkx) =
a) Démontrer que f(x) = 0 & g(x) = x.
b) Calculer g’ (x) et déduisez-en que la fonction g est croissante sur [0 ;a].
¢) Montrer que :
o® +a
a+1

glo) =
4) On considére la suite (uy) définie par :
uO =0
1+u,
1 + eun - g(un)
a) Démontrer par récurrence que pour tout n entier naturel, 0 < u, < up,; < a.
b) En déduire la convergence de la suite (uy).
Remarque : On verra cette année que la suite (u,,) converge vers o ! C’est le théoréme de passage a la limite :
limu, = =g(¥)
n

Upy1 =

1)Ona:

1 1
X —=xoeX=xox—e*=0
X eX

Dans toute la suite de cet exercice on pose la fonction définie sur R par :

f(x) =x—e7*
2)Ona:
lim x = 4o
X—+00 : -X
. _ . = lim x—e * =40
lim e *= lim e*=0 X—+00
X—+00 X——00
De méme :
lim x = —o
X—>—00 : —-X
. . . = lim x—e *=—-w
lim e *= lim e* = 4+ X —00
X—>—00 X—+00

b) f estune fonction dérivable comme somme de fonctions dérivables et :
VXERTf'xX)=1—-(—e*)=14+e*>0carVxeR,e*>0
On a donc :




;

() +

;

c) fest:
e continue
e strictement croissante sur R
e change de signe car lim x—e™™ =+4oet lim x—e™ =

X—+00 X——00

donc d’apres le théoréme des , il existe un unique x noté a tel que f(a) = 0.

— 00

d) On sait que f(0) = -1 <0 donc on a le tableau suivant :

Donc f(x) < 0 pour x € [0; a].
3) On pose la fonction définie sur [0 ;1] par :
1+x

146X

gx) =

a) On a les équivalences suivantes :

1+x 1
1+ex=x<=> 1+x=(e*+1)x <=>1=xex<=>;=ex<=>f(x) = 0 (d'apres )a))
b) g est dérivable comme quotient de fonctions dérivables et :
e*+1-(1+x)e* 1-—xe* —e*(x—e* —e*f(x
e R (1+x)e _ _—ex—e) | —e¥()
(1+e¥)? (1+ e¥)? (1+ e¥)? (1+e¥)?
Oronsait que : Vx € R,e* > 0 donc le signe de g’(x) est ’opposé du signe de f(x) donc :
r |0 «
flx) -
g(x) +
glay=a
g
1
2

c)Onsaitqueg(x)=x<=)x=0(<=>f(x)=O(=>e‘°‘=a(:>e°‘=i

On en déduit donc que :

1+a 14+a oa+a?
g(a): (X= =
1+e 1 a+1
1+

4) On considére la suite (u,) définie par :
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u0=0
1+u,
14 eln

Upiq = = g(uy)

a) On pose la proposition suivante :

VneEN,P:"0 <u, <upyq <a”
Initialisation : On a :

et _1+0_1
fom e =T e ™2
Orona:
1y, 1 1 1 1 +e-2
f(-):-—e - <0
2 2 2 e 2\/e
On a donc :
1
E < « car f est croissante sur R
On a donc :

0<uyys<uy;<a
Donc Py vraie.

Heérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie P,. Donc :
0<u,<up1 S«
Comme g est croissante sur [0 ;a] alors :
8(0) < g(up) < g(un+1) < g(@)

1
=> 5 SUpp1 S Upgp < acarg(a) =a

Donc P, est héréditaire.
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Conclusion : P, est vraie et P, est héréditaire donc d’apreés le principe de récurrence, P, est toujours vraie.

b) (u,,) est croissante (d’apres la question précédente, et (u,) est majorée par o (toujours la question précédente), donc

(un) converge vers un réel L tel que L€[0,5 ; a].

Remarque : On verra cette année que 1’on peut montrer que (u,) converge vers o, par passage a la limite :

1+u,
1+ eUn

1+el

1+L
=g(u,) =>g(L) = => L = a d'aprés la question 2) a)

IExercice 2 : Une suite de somme de shl
Soit p un entier naturel non nul. On pose :

np 1
Vn=2S,= Zsh(—)
k
k=n
Partie A : Une inégalité
On veut démontrer dans cette partie que :

VXE]O;l[,1+XSeSh(X)Sl_X

1) Résoudre I’équation :
2sh(x)+1=0
2) On pose :
. R - R
u {x — ch?(x) + sh(x)
Montrer que :
Vx€Rukx =0
3) Etudier les variations sur R de f: x +— eSP®) — 1 —x
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4) En déduire la double inégalité voulue.
Partie B : Limite de S,
1) Montrer que :

2) En déduire que :

np +1 n—1
VnZZ,VpEN*,ln( - )SSHS—ln( )

3) En déduire la limite de S, quand n tend vers +oo

Partie A
1)Ona:
2sh(x)+1=0=e*—e*+1=0
SeX+eX—1=0
On pose : X = e*

On a alors :
X’+X-1=0
A=5>0
Donc X? + X — 1 = 0 admet deux solutions réelles
_-1- \/_
4 — <0
| —1 + \/_
>0

|

On en déduit donc que :

2

L

e2X+eX—1=0<:>x=ln<

2) On pose :
. R->R
u {x — ch?(x) + sh(x)
u est dérivable sur R et :
Vx € R, u' (x) = 2ch(x)sh(x) + ch(x) = ch(x)(2sh(x) + 1)
On sait que :
Vx E€R,ch(x)>0
De plus d’aprés la question précédente on sait que :

2
Comme la fonction X — 2sh(x) + 1 est croissante sur R on a le tableau de signe suivant :

25h(x)+1=0@x=ln<ﬂ>

r |—0 ln(_l';/g) +0o0
w(x) — + +
N e

u(ln(_lg‘/g))

u

Il reste a calculer :
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(o) o255 259)

1
2
On sait que :

—-1++V5
2

~14+5 1
h{ln| ———||=—=
De plus on sait que :

V x € R,ch?(x) —sh?(x) = 1 = ch? (ln(ﬂ>> _1: 1 = ch? (ln <ﬂ>) =Z

25h(x)+1=0@x=ln(

On a donc :

2 4 2
ch? <ln <_1+\/§>> + sh <ln <_1+\/§>> = ;—% = %

T |—o0 l"w(_l-gﬁ) 40

w(r) — ¢] +

e

On a donc :

On a alors :

On en déduit donc que :

Vx € Rux) >0

3)Onpose f:x+ eSh® —1 —
f estde classe C?sur R et :
Vx€ER,f'(x) =ch(x)esh® —1
= VxERf'(x) = (sh(x)+ ch?(x))esh® = y(x)esh®
D’apres la question précédente on en déduit que :

T |—00 +0
ra@l

flx) /

f'(x) = ch(x)esP® —1 = f'(0) =0

De plus on sait que :

On a donc :
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fa) | = ¢ +

A4

Donc :
VXER(X)>0=VxeERe"® >14x
Deplusona:
VxeR e >1—x
On en déduit donc que :
1

1 .
osh(—0 < 1« (car Sagw est décroissante sur ]0; 1[)

vx€|0;1],

On a donc :

Vx€]0;1[,1+xSeSh(X)S1 -

Partie B :
1) On sait que :

1 1 1
VnZZ,VpEN*,kE[[n;np]],O<—<—S§<1

k n
Ainsi on peut appliquer 1’égalité démontré a la derniere question de la partie A :
1

VXE]O;l[,1+XSeSh(X)Sl_X
* 1 Sh(l) 1
:VnZZ,VpEN,ke[[n;np]],1+ESe k S—l

1=z

Comme la fonction In est croissante sur ]0; 1[:

1 sh(l) 1
:VnZZ,VpEN*,kE[[n;np]],ln(1+K)S1n(e k)sln 1
"
1 1 1
:VnZZ,VpEN*,kE[[n;np]],ln(l+—)£sh(—)§ln
k k 1_1
k
2)Ona:
np np np
Vn>2,v EN*ZI (1+1><Z h(1)< In| —
nz=24,vp , n E = S E = n . 1
k=n k=n k=n _E
Or on sait que :
np np
1 1
VnZZ,VpEN*,Zln(1+E>=1n (”E)
k=n k=n
np
=n( [1(5)
k=n
n+1 n+2 np +1
=1n< X X .. X )
n n+1 np



np +1
=ln( )
n
=in(5+v)
Demémeona:
np np
>2 N* | ! =1 K
YnZ2VpeN, ) I Y [ =)
k=n _E k=n
np
=1
n(n—l

On a donc :

vn>2,vpe N1 CA—><S < l(n_w
n=>2,Vp 'nnp_"_nnp

3) On sait que :

5 = n)

note M = limIn (
)1(1_13; In(X) = 1n(p) par C(;;posée

Demémeona:

( . n-—1
| lim =

1
n—+co NP p ) n—1 1
1 = lim — ln( ) = —In (—) = In(p)
| lirq ln(X) =In <—) par composée np p
kX—>E p

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, on a :

i 5, = Tn(r)
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|Pr0bléme : Des fonctions hyperboliques|
Le but de ce probléme est de démontrer que :

VxR 2arct (sh(x)) = arct. it
X ,5arctan(sh(x)) = arctan T+ ch(
Partie A : En utilisant la dérivation
1) On pose :
R - R R - R
f: 1 g: sh(x)
X Earctan(sh(x)) X +— arctan (Th(x)
a) Démontrer que :
1 1
Vx€ERf'(x) ==X =g
XER () =5 X s =800
b) En déduire que :
vx € R 2arct (sh(x)) = arct shix)
X ,5arctan(sh(x)) = arctan T+ ch(

Partie B : Grice a la tangente
1) Rappeler le domaine de définition de la tangente, noté Dy,
2) a) Démontrer que :
V X € R, 2f(X) € Dian
b) Déterminer 1’expression de tan(Zf(x))
3) a) Etudier la fonction :
R->R
sh(x)

XY h(®

h:

b) En déduire que : Vx € R,h(x) € |-1;1[
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c¢) En déduire que : Vx € R, 2g(X) € Dian
d) Montrer que : V x € R, tan(Zg(x)) = sh(x)
¢) En déduire le résultat voulu.

Partie C : Une application
1) a) Démontrer que
h(ll ®) 2 et h(ll ®) !
ch(=In =— etsh({=In =—
2 NE) 2 V3

b) Déterminer [’unique x € ]— g ; g[ tel que :

tan(x) =

=

2) En déduire que :

[UnN

s
tan(ﬁ)=2+\/§

3) Proposez une autre fagcon de déterminer la valeur de tan (E)

N

Partie A :
I)a)Ona:
R F/(x) = 1 sh'(x) 1 _ch(x) 1 1
VX ER f1(x) = 2 % 1+sh2(x) 2 % ch?(x) 2 % ch(x)

Deplusona:

Vx ER,g(x) = arctan(u(x)) avec u(x) = %
On a d’une part :

) ch(x)(1 + ch(x)) — sh?(x) 1+ ch(x) 1

Vx € R, - _ _
) v (1+ ch(x))2 (1+ ch(x))2 1+ ch(x)
On en déduit donc que :
1
oy u) 1+ ch(x) B 1+ ch(x) B 1+ ch(x)
VX ER g'(x) = 14+ u2(x) . sh(x) B (1+ ch(x))z + sh2(x) 14 2ch(x) + ch?(x) + sh?2(x)
+ (1 + ch(x))

Or on sait que :
Vx € R, ch?(x) + sh?(x) = ch?(x) + (ch?(x) — 1) = 2ch?(x) — 1
On en déduit donc que :

VXER g'() = —Lth® 1 1
* g = 2ch(x)(1 + ch(x)) 27 ch(®)
On a bien :
1 1
VxeRf(x)= Ex h(d) =g'(x)
b) On pose :
Vx€RhX) = f(x) —gx)
Ona:

VXERNE) =f'(x)—g'(x)=0
On en déduit donc que :
dc eR,h(x) =c=h(0)=f(0)—g(0)=0
On en déduit donc que :

1 sh(x)
VX E R,Earctan(sh(x)) = arctan

1+ ch(x)

Partie B :




1) On sait que :

2) a) On sait que :

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

b)Ona:

ke7.

2

T T
Dian = U]——+kn’;—+kn’[

2

T

V x € R,arctan(x) € ]——'—

Vv x € R, arctan(sh(x)) € ]——

T
2'2
T

2’

IV x € R, 2f(X) € Dyay

al

V x € R, tan(2f(x)) = tan(arctan(sh(x))) = sh(x)|

3) a) On pose :

Ona:

Vx € R, u(x) =

Vx € R,u(—x) =

Donc u est impaire.
De plus on sait que :

Vx € Ru'(x) =

sh(x)

1+ ch(x)

sh(—x)

sh(x)

1+ ch(—x) -1+ ch(x)

ch(x)(1 + ch(x)) —sh?(x) 1+ ch(x)

1

Donc u est strictement croissante sur R.
Deplusona:

sh(x)
x—HPoo 1+ ch(x) B x—l>

(1+ ch(x))2

+001

eX—e”

2

2

X

1 —x — lm =
e e a2 e

- (1+ ch(x))2 ~ 1+ch(x)

X

Par imparité on en déduit donc que :
b) On en déduit donc que :

¢) On a d’apres la question précédente :

= arctan(—1) < arctan(

car lim e=*=0
x—+00

sh(x)

lim —— = —
2t 1+ ch(x)

vreR—® g
"1+ ch(x) ’
Vx eER, —-1< ﬂ <
’ 1+ ch(x)
sh(x)
1+ ch(x)

T
:—Z<g(x)<

T T
=>—§<2g(x)<—

On en déduit donc que : VX € R,28(X) € Dyay

d)Ona:

VX ER,2g(x) =2 arctan<

= tan(Zg(x)) = tan <2 arctan<

Or on sait que :

T
4

2

1+

sh(x)
1+ ch(x))
sh(x)
ch(x)

1
lim ——— =
oo 2% + 1

> < arctan(1) (car arctanest croissante sur R)
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v E] nln[ tan(2x) = 2 tan(x)
x 4 gl AN "1 —tan2(x)
On en déduit donc que :
sh(x) sh(x)
2 tan (arctan (—1 T ch (x))) T+ ch(d )
Vx ER, tan(Zg(x)) = sh(x) =2 X 5
1 — tan? (arctan (—X)> 1— (ﬂ)
1+ ch(x) 1+ ch(®)
sh(x)(1 + ch(x sh(x)(1 + ch(x
i W+ ehG) _, sheoli+eh() _ o
(1+ ch(x))” — sh%(x) 2(1+ ch(x))
e) On a démontré grace aux questions précédentes que :
VX ER, tan(Zg(X)) = tan(Zf(X))
Deplusona:
R 2 T T 2% T T
VxeR, g(X)E]—E,E[ et (X)E]—E,E
Comme tan est bijective sur ]— g ; g[, on en déduit donc que :
VX €ER,2g(x) =2f(x)
Ainsi :
vx € R gx) = f(x)
Partie C
I)a)Ona:
1
1 1 =
h(ll (3)) e2n®) 4 721 V3 + V3 3+1 2
C —In = = = = —
2 2 2 23 /3
Deméme on a :
1
sh (—1n(3)) = = = = —
2 2 2 23 /3
b) On sait que :
1
7 _sinfg)
tan(x) = === = tan(—
VB~V cos (D) @
- 6
Come tan est bijective sur ]— g ; g[, on en déduit donc que :
1
tan(x) = — -
3 o x=-
xe ]—E : "[ 6
2'2
2) On sait que :
tan (%) ! h(ll (3))
ni—=)=—= —In
M) =3 M2
Or on sait d’aprés la partie A ou la partie B que :
vx € Rarct (sh(x)) = arct. sh(o)
X ,zarctan(s (x)) = arctan T+ ch(d)
On en déduit donc que :
1
T sh (71n(3))
IR = arctan 1
1+ch (zln(3))
1 1
T sh (51n(3) NG 1
=>tam(ﬁ): (21 ) = ﬁ2=2+\/§
1+ ch(5In(3 1+—=
Eh®) 1+5

3)Ona:



tan (%) = tan (2 X 17T_2) =

2 tan ({T—z)

1 — tan? (%)

On en déduit donc que tan (—2) est solution de :

Or on sait que :

Or on sait que :

On en déduit donc que ;

X2+ 243X -1=0

X2+2X-1=0=X€{—3-2;2-3}

17T—2€ [O;g[ﬁtan(%) >0

tan(%)=2—\/§
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Remarque : On a :




