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Correction DS n°2

\Exercice 1 : Limite d’une somme\
Le but de cet exercice est de calculer :

n
I tan : )
im arctan | ——————
no+eo bt 1+ k+k?
Dans toute la suite de cet exercice, on pose :

f(x) = arctan (ﬁ)

1) Rappeler I’ensemble de définition de arctan et en déduire I’ensemble de définition de f.
2) Démontrer que :

1
Vx € R,arctan’(x) =
x (x) 1+ x2
3) En déduire que :
1
Vx € R, t (—) = t +1) — t
X arctan Tt x 122 arctan(x + 1) — arctan(x)

4) Démontrer que :
vn € N, S,, = arctan(n + 1)
5) Déterminer la limite de S,, en +oo.

1) On sait que arctan est définie sur R. On en déduit donc que :
Dy ={x ER,1+x +x* # 0}
Orona:

1\ 3 3
VxER,1+x+x2=(x+—) +ZZZ>O

On en deduit donc que Dy = R.
2) On sait que :
Vx € R, tan’(x) = 1 + tan?(x)
On en déduit donc que :
1 1

Vx € R, arctan’(x) = =
1 + tan? (arctan(x)) 1+ x?

3) On pose pour tout x positif :

1
Vx > 0,g(x) = arctan (m) — arctan(x + 1) + arctan(x)
g € D(R) par composé de fonctions dérivables et :
ve = 0 g/() = 2x+1 1 1 L1
X=0E W= T x+ 1)2 1+ 1 14+ (1 +x)?2  1+x2
(1+ x4+ x?)?
B —2x—1 +—1—x2+1+(1+x)2
1+ xX24+x+1D2 0 1+x0)A+ (1 +x)?)
—2x—1 2x+1

T IF R+ D2 A+ )+ A+
Orona:
VxER 1+ (x2+x+1)2=2+2x+3x%+2x3 +x*
De méme on a:
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1+x)1+1+x)=0+x)2+2x+x%) =2+ 2x+3x* +2x3 +x*

On en déduit donc que :
vx=>0,g'(x) =0
Donc la fonction g est constante sur R*.
Orona:
f(0) = arctan(1) — arctan(1) + arctan(0) = 0

On en déduit donc que :
1

vx = 0, arctan (—
X2 +x+1

) = arctan(x + 1) — arctan(x)
b)Ona:

n n
1
vn€eN,S, = RZ(:) arctan (m) = kZ(:)(arctan(k + 1) — arctan(k))
= arctan(n + 1) — arctan(0) (par télescopage)
= arctan(n + 1)

On en déduit donc que :
. T
lim S, = >

n—-+co

‘Exercice 2 : Une dérivée n-iéme‘
On pose la fonction définie sur R par :

f(x) = e* cos(x)
1) a) Démontrer que :

T
vx € R, cos(x) — sin(x) = V2 cos (x + Z)
b) En déduire que :
T
vx € R, f'(x) = V2e* cos (X + Z)
2) Démontrer que :
vx € R, f"'(x) = 2e* cos (x + E)
’ 2
3) Démontrer que :
n T
vx € R, f™(x) = 22Ze* cos (x + nz)

4) Déterminer les valeurs de x tel que :
fM(x) =0

1) a) On sait que :
V(a,b) € R?,cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
On adonc :

vx € R, V2 cos (x + g) =2 [COS(X) cos (g) — sin(x) sin (g)] =2 [cos(x) g — sin(x) g

= cos(x) — sin(x)
_ i
VX € ]R%,\/Esm (X +Z)

b) fest de la forme u X v = sin(x) + cos(x) doncona:

Donc :
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VX € R, f'(x) = e* cos(x) + e* (—sin)(x) = e*(cos(x) — sin(x)) = V2e* cos (X + g)
On a donc :
vx € R, f'(x) = V2e* cos (x

i
+ Z)
2) 11 suffit de dériver une f' toujours de la forme u X v :

vx € R, f”(x) = V2eX cos (x + g) —V2eXsin (x + g)
= \/Eex (cos (X + %) — sin (X + g))

V2 cos(x+%+%)

= 2e* cos (x+ 2

xg)

3) On raisonne par récurrence. Pour tout entier naturel n on pose la proposition P(n) suivante :

n U
P(n):"vx € R, f™(x) = 2Ze* cos (X + nZ) "

Initialisation : Pour n=0 :
0 T
22e* cos (x + 0 X Z) = e*cos(x) = f(x)

Donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P(n). On a donc :

n s
vx € R, f™(x) = 22e* cos (X + nZ)

n 0 n 01
(n+1) — 77X Y 954X o -
> Vx€ERF (x) = 22e* cos (x+n4) 22e* sin (x+n4)

= Z%eX cos (X+ ng) — sin (x+ ng)

T T
V2 cos(x+an+Z)

n+1

=22 eXcos (x +(n+1)x g)

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, P(n) est
toujours vraie.

4) On résout :

n T 118 m (k+Dmn
(n) — X —) = —) = —— 7 .
fW(x) =0 & 22e cos(x+n4) 0@cos(x+n4) O(:)x+n4 5 i KEZ
T N7

Sx=kn+-——
X T 2 1
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‘Probléme 1 : Une petite égalité‘

Le but de ce probleme est d’exprimer plus simplement la fonction suivante :

1—x2
f:x = Arccos

1+ x?
Partie A : Etude classique de fonction
On pose :
1 —x?

1+ x2

h:x —

1) Déterminer I’ensemble de définition de h.

2) Pourquoi peut-on dire que la courbe de h est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées ?

3) Etudier la limite de h en +oo.

4) Déterminer les variations de la fonction h sur [0 ;+oo[ et en déduire le tableau de variations de h
sur son ensemble de définition.

Partie B : Simplification de f

1) Rappeler I’ensemble de définition de la fonction arccos.
2) En déduire que f est définie sur R.

3) Démontrer que :

VBE] T[_T[[ ” _ 1—tan?(6)
2’2 ,€05(20) = 1 + tan2(0)
4) a) Démontrer que : Vx € R,3! 0 € ]—g,g[ tel que x = tan(0)

b) En déduire que :
VX € R, f(x) =2arctan(|x|)
c¢) En déduire I’allure de la courbe représentative de fi. Tracer-la sur votre copie.

5) On pose de méme :
R—->R
| )

X - Arcsin (
1+ x?

Déterminer une écriture plus simple de gpuis en déduire sa courbe.

Partie A : Etude classique de fonction
1) a) h_est définie sur R car Vx € R, 1 + x* > 0.
b) On sait que :

1-(—x)? 1-x? h()
= = X
14+ (—x)2 1+x2
Donc h est paire donc sa courbe est symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées.
1
1o X (1)

c)Ona:
(-1+ lz)
i . X

e o 1y~ Ay T

IX— 1+ 00 X—>+ 00 X—>—+ 00
x2(1+7) (1+52)

d) On sait que h est une fraction rationnelle donc elle est dérivable sur son ensemble de définition,
donc sur R, etona:

vx € R, h(—x) =

—2x(1+x%) — (1 —x2)2x
(1 + x?)?

vx € R,h'(x) =
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=4
(14 x2)2
On adonc :
Vx € [0; +oo[,f'(x) <0
On adonc :
T |0 400
f) -
400
f /
1
Par parité on en déduit donc que :
r | —o0 0 +00
1
-1 +0o0—1
On vérifie cela grace au graphe de f :
15 1 i mQ

Partie B : Simplification de f

1) on sait que Dgyecos = [—1; 1]
2) On a démontré dans la partie 1 que :
vx € R, f(x) € |-1; 1]

Donc Dy = R.
3) On sait que :
sin?(0) cos?(8) — sin?(0)
m mp 1 —tan®(6) ~ cos2(0) cos2(0) 5 .
VO E ]_E'E "1+ tan2(0) sin2(0) cos?(0) + sin?(0) = cos™(8) —sin®(8)
cos2(0) cos?(0)
= cos(20)
4) a) On sait que tangente est continue et strictement croissante sur ]— g ; g[ De plus :
limtan(x) = +o et lim tan(x) = —oo
X—% x—>—g
X<y x>-5

D’apres le théoreme de la bijection, tan réalise une bijection de ]— g ; g[ sur R.
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Donc: Vx€R,3! 6 E]—g;g[telque){:tan(e)

b) Soit x € R, on effectue le changement de variable suivant :

T T
x = tan(0), 0 E]_E;E

On adonc:

_ 2 _ 2
f(x) = arccos (1 n ;) = arccos (;Z—EEZ;J = arccos(cos(20))

Or on sait que :
v@ € [0; ], arccos(cos(8)) = 6
On en déduit donc que :
s
Vx > 0,0 = arctan(x) € [O;E[ = 26 € [0;r] = arccos(cos(20)) = 20 = 2 arctan(x)

De plus on sait que :
vO € [—m; 0],arccos(cos(@)) = arccos (cos (—8)) =-0

€[o;m]
On en déduit donc que :

s
Vx < 0,0 = arctan(x) € ]_E; 0] = 20 € [-m; 0] = arccos(cos(20)) = —20

= —2arctan(x) = 2arctan(—x)
On en déduit donc que :

_( 2arctan(x) six> 0
foo = {—2 arctan(x) six<0
¢) On a la courbe suivante :

= 2 arctan(|x|)

? Z

(1—35
. Y = arccos
1+

5)
5 sin(0) 5 sin(0)
m mp  2tan(6) cos(0) cos(0) . .
Vo € |23l Tranie) - T sin2(8) ~ cos?(8) + sin?(g) 2 Sn(®) cos(®) = sin(26)
cos?(0) cos?(0)
On effectue le changement de variable suivant :
T T
x =tan(0),0 € ]—E,E[
On a donc :
20510 €[~
2 2 tan(0) i
X an T T
g(x) = arcsin (1 n XZ) = arcsin (H—Tn(e)z> = arcsin(sin(20)) =< m—20si0 € ]Z’E
—m+ 20510 € |- 5
L 24
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2arctan(x) six € [—1;1]
=< 1t— 2arctan(x) six € |1; +oo[
T + 2 arctan(x) six € |[—oo; —1]
On a alors la courbe suivante :

Yy = (M'csin(ﬁ)

|Pr0bléme 2 : Calcul des sommes des puissances successives des n premiers entiers naturels|
non nul
Soit (£,n) € N x N*. On pose :

k=n
S, () = ) I
k=1

Le but de ce probléme est de donner une relation de récurrence entre S,(n) et tous ses
prédécesseurs Sy(n), pour k € [0; £ — 1].

Partie A : Ce que I’on connait déja
1) Déterminer la valeur de Sy(n) en fonction de n.
2) Déterminer la valeur de S; (n) en fonction de n.

3) Démontrer que :
nn+1)(2n+1)

S =
2(n) 6
Partie B : Une formule de récurrence
1) Enoncer la formule du bindme de Newton sur R.
2) On pose :
k=n+1
A= Z k£’+1
k=2

a) Démontrer que :
v(¢,n) eNZ,A=(n+ 1) +S,,,(n)—1
b) Démontrer que :

V(e,n) € N2 A =S, ,(n) + i (’? Jl: 1) S, (n)
k=0
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n+1
<Indice : On pourra utiliser le fait que : Z k1
k=2

= Z(k + 1)%*1 et utilisez le binome de Newton)
k=1
c¢) En déduire la relation (Rm) suivante :

-1
V(¢n) €N? (Rpn): (C+1DSp(n) = (n+ DI —1- z ({)le 1) Sk(n)
k=0

3) Dans cette question, on rappelle que :
n?(n+ 1)?
S3(n) = z k3 = ( )
A I’aide de la relation (R%), déterminer 54 (n).

Partie C : un peu de Python !

Ecrire une fonction Python sommeentier(#, n) qui en argument prend deux entiers naturels, avec n
non nul, et en sortie affiche la valeur de S,(n).

Partie A : Ce que I’on connait déja

1)Ona
= k=n
VnEN*,SO(n)=Zk°=21=1+1+---+1=n
k= k=1 n fois

2) On peut utiliser la méthode de Gauss :

VnEN*,Sl(n):Zk:kil(n+1—k)=>251(n)=Zk+kil(n+1—k):kzn;(n+1)

=n(n+1)

= S;(n) =Zk=@
k=1

3) On peut le faire par récurrence :

- nn+1)2n+1
vn € N*, P(n):" Zkz = ( ) ).
k=1

6

Initialisation : Pourn=1ona:

1
Zkz =13=1
k=1

10+1D2x1+1) 6
6 6

Donc P (1) est vraie.
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Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose que P (n) est vraie. On a alors :

i 2 _nt D@+ D)

6 (HR,)
k=1
On veut montrer que :
n+1 n
Zk2= zkz _ n+1DMn+2)2n+3)
6
k=1 k=1
On sait que :
n+1 n
Zkz =Zk2 + (n+ 1)?
k=1 k=1
HR,
nn+1)(2Zn+1
_not Dt
n+1
=( c )(n(2n+1)+6n+6)
B (n+1)

c (2n®+7n+6)

Ici on peut conclure de deux facons différentes :

e Méthode 1 : On développe le résultat voulu :
vheN, (n+2)2n+3)=2n*+7n+6

On en déduit donc que :
n+1

Y= (“Zl)(2n2+7n+6) . (n+1)(n+62)(2n+3)
k=1

e Méthode 2 : On factorise le polynome P(n) = 2n? + 7n + 6 grice a ses racines.
On résout :
2x2+7x+6=0=A=49—-2x6X%X4=1
On en déduit donc que :

2x2+7x+6=0 < e{_7_1-_7+1}<:> e{ 2: 3}
X X = X 4 ; 4 X B 2

On en déduit donc que
3 3
Vx ER,2x2+7x + 6 = 2(x—(—2)) (x—<—§>> =2(x+2) (x+§) =(x+2)(2x+3)

On en déduit donc que :

n+1
Zkz =(n21)(2n2+7n+6) _ (n+1)(n-|—62)(2n+3)
k=1

On en déduit donc que si P (n) est vraie, alors P(n + 1) aussi.
Conclusion : P (1) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’aprés le principe de récurrence P(n) est
vraie pour tout entier naturel n.
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Partie B : Une formule de récurrence

1)Ona:
n
V(a,b) e RZ,vneN,(a+ b)" = Z (Tkl) akpnFk
k=0
2) On pose :
k=n+1
A = Z k£’+1
k=2
a)Ona:
k=n+1 k=n k=n
V(£,n) e NXN*,A = Z kit = 2 kK*t+ (n+ 1) = Z K — 151 4+ (n + 1)
k=2 k=2 k=1
=+ +S,,,(n)—1
b)Ona:
k=n+1 k=n4+1 241 £+1 k=n 241
V(¢,n) E N x N* A = 1<*’+1=Z(k+1)f’+1 zz( ) ki = 2( ) ki
k=2 =11i=0 i=0 k=1
S EE NS €+1€+1 £+1
-2 (T =2 s =i ) 1) Sesa +2( )i
i=0 k=1 i=0
Si(n)

= S (n) + Z{): (f -il; 1) Sk(n)
k=0

c) D’apres la question 1 et 2 on en déduit que :

V(en) €N XN, (n+ 1)1 +S,,,(n) — 1 = S, (n) + z ({) N 1) S, (n)

On adonc:

v(en) € N X N* (n+ 1)1 —1 = i (‘? ; 1) S (n)

k=0
Or on voit que :
S+l < £+ 1 P41
YL )sm=> ("1 ) s+ (7, ) s
k=0 k=0
De plus on sait que :
£+1 £+ 1)! £+ 1)!
< ) ¢+ £+ 1! P
? LE+1-0) ¢
On en déduit donc que :
£—
41
v(en) € N X N, (€ + 1)S,(n) = (n+ 1)+ — 1 — Z ( . )Sk(n)
k=0
3)Ona:
£-1
?+1
V(£,n) € N x N*, (£ + 1)S,(n) = (n + 1)1 — 1 — z ( ) )Sk(n)

k=0
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On utilise cette relation pour £ = 4 :

k=n 3
5 x S,(n) = Sx;k“ _ (n+1)5—1—kz=(;(15()8k(n)

=n°+ 5n* + 10n3 + 10n? + 5n — ((3) So(n) + (i) S;(n) + (z) S,(n) + (;) S3(n)>

0 1 2 3. 2. 3

5n(n+ 1) nn+1)(2n+1)
g 10X 6

On adonc:

5xS,(m)=n°+5n*+10n®+ 10n® + 5n —n —
n?(n + 1)
et 1)°
4
5 5
=n® + 5n* + 10n3 + 10n? +4n—§(n2 +n+n4+2n3+n2)—§(2n3 + 3n? +n)
_ 6n° +30n* + 60n® + 60n* + 24n — 15n* — 30n® — 30n* — 15n — 20n*® — 30n* — 10n

6

_ 6n° +15n* +10n* —n

- 6
On a donc :

6n° + 15n* + 10n® — n
vn €N, S,(n) = 30

Remarque : On peut s’arréter 1a ou bien factoriser le numérateur.
On pose :

P(x) = 6x° + 15x* + 10x3 — x = x(6x* + 15x3 + 10x%? — 1) = xQ(x)
On chercher a factoriser le polyndme Q(x) avec :
Q(x) = 6x* +15x3 +10x%> — 1
On doit donc chercher les racines de Q.
On remarque que :
Q-1 =0
On adonc :
Qx) = (x+ 1D(ax® +bx? +cx+d)
Par identification simple, on a de suite que a = 4 (seul terme en x* en développant) et d = —1 (seul
terme constant). On a donc :
3(b,c) € R% tel que Vx € R, 6x* + 15x3 + 10x?> — 1 = (x + 1)(6x> + bx? + cx — 1)
On peut donc prendre deux valeurs de x distinctes.
Pourx=1ona:
30=2(54+b+c)=b+c=10

Pourx =—2ona:

15=—-(—48+4b—-2c—1)=2b—c=17
On a donc le systéme suivant :

b+c=10
., =3b=27=b=9=c=1

On en déduit donc que :
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Vx € R, 6x* +15x3 +10x> — 1= (x+ 1)(6x3 +9x* +x— 1)
On peut aller plus loin puisque x = —% est racine (mais la ce n’est plus évident !!

On adonc:
Vx ER,6x* +15x3 4+ 10x> — 1= (x+1)2x+ 1)Bx*+3x—1)
Au final on obtient :
nn+1)2n+1)Bn?+3n-1)

vn €N, S,(n) = 30

Partie C : Un peu de Python
On a le programme suivant qui fonctionne :

def sommeentier(l,n):
s=0 #C'est notre futur SL(n)
for k in range(1l,n+l): #c'est L'equivalence du k qui varie de 1 a n!
: s=s+k**1 #La c'est L'équivalent du signe sigma!
return (s)

Remarque 1 : I1 faut faire attention avec le range(1,n+1). Il renvoie une liste (en fait un tupple !)
qui va de 1 jusqu’a n. Il ne prend jamais le dernier !

Remarque 2 : Pour vérifier notre programme on peut faire par exemple :

>>> sommeentier(1,100)

5850

>>> |

C’est la fameuse légende sur Gauss :

1+2+--4+99+100 = 5050

Vous savez aussi que :

Eiw_Jﬂm+D@n+U
k=1 6

On peut essayer avec une valeur de n non négligeable !!

>>> sommeentier(2,153)
1205589

>>> 153%154*(2*153+1)/6
1205589.0

>>> |

Notre programme semble fonctionner !




