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Correction DM n°2,5

Exercice 1 : Les fonctions trigonométriques réciproques
Dans tout cet exercice on pose :

1
f:x » arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)]

1) a) Déterminer la valeur de f(0) en justifiant.

b) Soit k € Z. Déterminer la valeur de f((Zk + 1)1‘().
2) Démontrer que I’ensemble de définition de f est R.
3) Démontrer que f est paire.

4) Montrer que f est 2w —pédiodique.

5) Tracer le graphe de f sur [—4m; 47].

(Indication : On pourra distinguer deux cas : [0 ; g] , E ; n])

1) a) f(0) = arccos(cos(0)) + %arccos(cos(O)) = garccos(l) =0
b)Ona:

vk € Z, f((Zk + 1)Tr) = arccos(cos((Zk + 1)11)) +% arccos [cos (2((21{ + 1)11))]

= arccos(—1) + %arccos(l)
=T
2) On sait que :
Darccos = [—1; 1] et VX € R, cos(x) € [—1; 1].
On en déduit donc que Df = R.
3)Ona:

vx € R, f(—x) = arccos[cos(—x)] + %arccos[cos(Z(—x)] = arccos[cos(x)] + %arccos[cos(Zx)] = f(x)

Donc f est paire.
4)Ona:

1 1
vx € R, f(x + 2m) = arccos[cos(x + 2m)] + Earccos[cos(Z(x + 2m)] = arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)]

Car cos est 21 —périodique.
On en déduit donc que f est 2 —périodique.
5) Il suffit d’étudier f sur [0; t] puis de la prolonger sur [—1t; Tt] par parité puis sur [—4; 41| par périodicité.
Ona:
VX € [O;g],ZX € [0; ]
De plus on sait que :
vx € [0; 1], arccos(cos(x)) = x
On en déduit donc que :
VX € [0; g] ,f(x) = arccos[cos(x)] + %arccos[cos(Zx)] =x+ % X 2X = 2X
De plus on sait que :
g
VX € [E;T[],Zx € [m; 2]
De plus on sait que :
Vx € [m; 21, cos(x) = cos(m + o) = cos(m— a) aveca =X — T
Deplusona:
Vx € [m; 2m],x — m € [0; 1]
On en déduit donc que :
vx € [m; 2m], arccos(cos(x)) = arccos(cos(m—a)) =m—a=m—(X—T) = 2T —X
On en déduit donc que :

T 1 1
VX € [E;n] ,f(x) = arccos[cos(x)] + Earccos[cos(Zx)] =x+ > 2m—-2x)=m




Page 2 sur3

On a donc le graphe de f sur [0; ] :

Par parité on a :

Enfin on prolonge par périodicité :

T -Tmi2 -3m -5ml2 -2 -3m/2 - -T2 o ™2 hu 3mi2 g &2 am Tmi2 4

IExercice 2 : Calcul d’une somme de deux maniéres différentes|
Soit n un entier naturel. Le but de cet exercice est de déterminer de deux manieres différentes la somme :

n
Sy = Z k2k-1
k=0

Partie A : A I’aide d’une somme double
1) Démontrer que :

n n
VnEN,ZZZj=n2"+1+1
k=0 j=k

2) Démontrer que :

n n n

Z 2/ = Z(j +1)2/

k=0 j=k j=0
3) En déduire la valeur de S,,.
Partie B : A I’aide d’une fonction
On pose la fonction définie sur R par :

n
ful®) = ) xk
k=0

1) Exprimer f,,(x) a I’aide de x et de x™*1

2) On suppose que f, est dérivable. Déterminer f;,'(x).
3) En déduire la valeur de :
n
Sy = Z k2k-1
k=0
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Partie A : A ’aide d’une somme double
1) On veut calculer :

n n
wemn:ZZZi
k=0 j=k

On sait que :
n-k n—k+1 _q
VnENT—ZZJ—2k+2k+1+ +2n=2k1+2+ - +2”’<)—2k221—2’< 3
j=k j=0 -
= VneEN,T, =21 -2k
Ainsiona:

VneN,T, = kzzojzzl;z - Z(Znﬂ 2K) = (Z 2n+1> <z k> = (n+1)2m+ — (2t — 1)

k=0 0
On en déduit donc que :

n

n
VnEN,ZZZi=n2"+1+1
k

=0 j=k
2) On peut faire un tableau a double entrée :
k\j 0 1 2 n
0 1 2 4 2"
1 4 2m
2 4 2n
n 2"
On a donc :

VnEN,Tn=zn:§n:2 iiy zn:(j+1)zi

k=0 j=k j=0 k=0 j=0

:Zn:kzk 1—Zk2" 1—Z(k+1)2"

De plus d’aprés les deux questions precedentes on sait que

3) On sait que :

VneN,T, =n2"1 +1 = Z(}' +1)2/
j=0
On en déduit donc que :

n-1
S, = Z(k +1)2k=m-1)2"+1
0

&

Partie B : A I’aide d’une fonction
1) On sait que :

n

VneENVxER x # 1,fn(x):zxk =
k=0
(D) =n+1

n+1_1

x—1

2)Ona:

n
VnENVXxERXx#1,f(x)= ka"_l =
k=0

n+Dx"(x—1D) - "' —1) nx™' —(n+1Dx"+1
(x — 1) - (x — 1)?

3) Il suffit de calculer £, (2) :
n

n2™l —(n+1)2" +1
vneN,f(2)= z k2k-1 = (2(_ 1)2) =2n2"—-(n+1)2"+1=mn-1)2"+1




