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Correction DM n°3

|Exercice 1 : Une bijection sur un sous-ensemble de (C|
Dans tout cet exercice on pose :

C\{-i} - C

f: Z—1i
'_)

z iz—1

1) Montrer que f réalise une bijection de C\{i} dans un sous-ensemble de C a déterminer.
2) Déterminer une expression de f~1(z) pour tout z € C\{—i}.
3) Déterminer f~1(R).
4) Démontrer que 1’équation f(z) = z admet deux solutions distinctes.
5) Dans cette question on souhaite montrer que :
L U\{-i}) = R

a) Montrer que :

. 9\ i0
vO € R,1 —e'® = —2isin (E>e2
b) En déduire que :
m 31 0 -1
W ERIEL A e
22 tan (Q+E)
2 4

¢) Soitn € N,n > 2. Rappeler les solutions de z" = 1.

d) Résoudre I’équation (f(z))n = 1 et montrer que toutes les solutions sont réelles.

1) Soit z" € C. On résout :

f(z) =Z’(:>_Z—1:z’<:)z(1—iz’) =i—2z
iz—1
1 cas: Si1—iz' =0
On sait que :
1—-iz =07z =-i
Orona:
i—(-)=2i%0

Onen déduitque f(z) = —ie=z€Q
2imecas 1 —iz' #0
On a alors :

i—z' z' —i

fz) =72 ®z=—— =" = f(z")

1—-iz" iz' -1
On en déduit donc que f est bijective de C\{—i} dans lui-méme et qu’elle est involutive : f~1 = f.
2) On I’a déja fait précédemment !
3) On sait que f"}(R) = {z € C\{—i},Im(f(z)) = 0}.
On pose z = x + iy, (x,y) € R?\{(0; —1)}. On a alors :

_ x+i(y—1)
f(X+ly):(_1_—y)+iX
_(x+i-D)=+1D —ix)

1+y)?+x2
@+ D+x@y-1) x>+ 1-y?
B (1+y)2+x2 1(1+y)2+x2

On en déduit donc que :
fz) ERe= |z| =1 &z € U\{-i}
4) On résout :
f(z)=z<=>_z—1=z<:)izz—22+i=0
iz—1
Ona:A=4—4i*=8
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On en déduit donc que I’équation admet deux solutions distinctes car A # 0. On ne cherche pas forcément les
solutions.
Les voici tout de méme :

{zl=ﬂ§=i(\/§—1)

zZ—1 2i
. 1=z<:> ou
1Z —
2+242
lzz =T=—i(1+\/§)

5) a) On sait que :
- B, 16 16 0\ 16
VBEIR{,l—e‘e=e2(e 2—e2>=_2151n(5>e2
b) On sait que :
VBE] 1'[_311[ f(z) = 0 o z—1
212 ) Z _e 12—1_e
<:>Z(1—ie‘9)=i—ele

Sz (1 — ei(eJ%)) = i(l + ei(e%))

— )1 i — — 2 4) — 94 — _ 2 4
< —2izsin (2 + 4) e 2icos (2 + 4) e

e
tan (7 +3)

¢) On sait que :
2ikn
"=1<z=en ke[0;n—1]
d) On sait que :
2ikm

1
(f(z))nzlﬁf(z)zeTﬁzz— aveck€ [0;n— 1],k #-n

tan (I%T+% 4

Remarque : L’énoncé est ici incomplet ! La question 5) nous demande de montrer que :

| f1(U\{-i}) =R

Cependant aucune sous-question ne nous demande de conclure ! C’est déja un premier probléme.
Ensuite si les questions et 2 et 3 sont bien faites, on a démontré que f était bijective, que f =1 = f et que f "1(R) =
U\{—i}. On a donc :

fIR) = U\{-i} & f(R) = U\{-i} & R = f1(U\{-i}D
Donc il n’y a aucun calcul a faire. Ce que je viens de faire précédemment, nous ne pouvons le faire que si f est
bijective. Sinon on peut avoir f(4) = B et f~1(B) # A. Il suffit de prendre f:x ~ x?,A = [0;1] et B = [0;1]. On a
alors :

flA)=Betf'(B)=[-1;1] # A

Mais ici il n’y a aucun probléme !

Bon admettons que f ne soit pas bijective, et que I’on veuille démontrer que R = f~1(U\{—i}).
C’est-a-dire que I’on cherche tous les antécédents z € U\{—i} tel que f(z) € U\{—i}.

On sait que U\{—i} = {Z =ef 9% — g [Zﬂ]}. Ainsi on résout :
f(z) =e®
Ensuite on fait le calcul :

f(z)=ei® oz = —m (avec IS —g[Zn])

fHO\=P R

Encore faut-il montrer I’autre inclusion. On peut le faire de deux fagons.

On a donc montré que :



Soit on prendre un z € R et on montre que f(z) € f~1(U\{—i}), ce qui montre que R = f~1(U\{—i}).

Ou bien on se sert de I’équivalence :

. 1 T
f(z2)=e? & z= - (avec@ = —E[Zn])
tan (3 +7)
Puis on montre que
1
g: b= ——m———
(09

Réalise une bijection de | —g ;%ﬂ [ dans R, ce qui prouve que f(x) € U\{—-i} & z€ R
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Exercice 2 : Une nouvelle somme de cosinus

On pose :
n

n
VX €€ R,Vn€N,S,(x) = Z(

cos(kx)
k=0 k)

1) a) Déterminer la valeur de Sy (x), pour tout x € R.
b) Déterminer la valeur de S (g)

2) a) Rappeler la formule du bindme de Newton sur C.
b) En déduire la valeur de S,,(0) pour toutn € N.
3) a) Démontrer que :

n
n
k _ n
vz € C,Vn €N, ) (k)z =(1+2)

k=0
b) Démontrer par récurrence que :
n n
V(ag, ...,a,) € C*1, Z Re(a;) = Re (Z ai>
k=0 k=0

¢) En déduire des deux questions précédentes que :
vVx € R VnEN,S,(x) = Re((l + eix)n)

4) Démontrer que :

Vx € R,Vn € N, S, (x) = 2" cos” (g) cos (?)

5) Résoudre S,(x) = 0

I)a)On a:
0
0
Vx ER,Sy(x) = cos(kx) = cos(0) =1
>0
b)Ona:

@)= ()eos() =14 () eos (@) + (eostm + (eos(Z) = 1-3 - -2

k=0 0 =1 =
2)a)Ona:
n
n
V(xy) ECEL,VneEN,(x+y)" = Z (k) xKyn-k
k=0
b)Ona:
n n
n n
— — — n
vn e N,S,(0) = kzo(k)cos(kx 0)= kzo(k) =2

3)a)Ona:
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Vz € C,Vn € N,Z (Dzk =VzeC(CVne N,Z (E)zkln‘k =1+2)"

b) On pose :

vn € N,P, = "V(ag, ...,a,) € C**1, > Re(a;) = Re( a1>
0 Z kzo
0 0
Re(a;) = Re(ay) = Re( ai>
% 0\

k=0

Initialisation :n = 0.On a:

Donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie P,.

Y(ag, ...,a,) € C*1 Zn: Re(a;) = Re (i ai>

k=0 k=0
Ona:

n+1

Y(ag, ) an, ansy) € C2, 2 Re(a;) = Z Re(a;) + Re(ans1)

= Re <z ai) + Re(ap41)

k=0
n+1
= Re (z ai)
k=0

Donc P, ; est vraie.

Conclusion : P, est vraie et P,, est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout
entier n.

c)
VX € R,Vn € N, S, (x) = Zn: (E) cos(k X x) = Zn: (E) Re(e) = Re (zn: (E) eik"> = Re (Zn: (E) (eix)k>

k=0 k=0 k=0 k=0

= Z cos(k X x) = Re((l + el¥) )

4) On sait que :

i o x oI Xy Ix
VXER,1+EIX=82 (e 2+e2):2cos(z)e2

On a donc :

. <n Xy ix\"
Vx € R,Vn € N, (1 + e‘X) = (2 cos (E) e2)
Xy Inx
= 2" cos™ (E) ez
On a donc :
n .
Vx € R, VnE€N,S, (x) = kZO (E) cos(k X x) = Re (2“ cos™ (g) eg ) = 2" cos™ (;) cos (%)
5)Ona:

X X T

cos ():0 —=—+4km X = T + 2km
X nx 2 2 2 ou
Sn(x)=0<:)2“cos“(—)cos(—)=0(=> ou = ou i KEZ & =/
X

2 2 m  2km’
kcos(?)=0 k—=—+ s ot

|Exercice 3 : Encore une somme|
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Soitn € N, x € R. On propose de calculer les sommes suivantes :

A, (x) = ) [cos(kx)]? = ) cos?(kx)
A,(x) = ) [cos(kx)]? = ) cos?(kx)
B,(x) = ) [sin(kx)]? = ) sin?(kx)

1) Déterminer I’ensemble de définition de A, et B,,.
2) Déterminer la fonction x = A, (x) + By (x).

3) a) Démontrer que :
n
Vx € R A,(x) — B,(x) = Z cos(2kx)
k=0

b) En déduire une expression simplifiée de 4,,(x) — B, (x) (On distinguera plusieurs cas selon les valeurs de x
réel).

¢) En déduire des expressions simplifiées de 4,, et B,, (On distinguera plusieurs cas selon les valeurs de x
réel).
I)Ona:

n n n n
VxERVneENA, +B, = z cos?(kx) + z sin?(kx) = Z[cosz(kx) + sin?(kx)] = z 1=n+1
k=0 k=0 k=0 k=0
2)a)Ona:
n n n
vneNA,-B, = z cos?(kx) — z sin?(kx) = z[cosz(kx) — sin?(kx)]
k=0 k=0 k=0

Or on sait que :
V (a;b) € R?,cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
= V x € R, cos(2x) = cos?(x) — sin?(x)

Ainsi on a:
n n

vneN,A,(x) — B,(x) = E[COSZ(kx) —sin?(kx)] = Z cos(2kx)

k=0 k=0

VOER, z cos(kd) = Z Re(e™®) = Re (Z ) Re (Z(ele) )

On retrouve donc I’expression sulvante

b) On sait que :

n n+1lsig=1
zqk n+1 -1
— —siq € C\{1}

=0

Ainsi :
n n+1si6 = 0[2nr]
Z(eie)k _ piOM+1) _ 1
k=0 el® —1
Orona:
i0(n+1) i0(n+1) i0(n+1)
eie(n+1) -1 e 2 (e 2 —e 2 )

VO ER, 6% 0[2n],—z——= S —
ez (e?—e_7)




Ainsiona:
{ n+1si6 =0[2nr]
" L x . (6(n+1)
VOE ]R{,Z cos(k8) = Re Z(ele) = { (nG) sin 2 _
cos|— | ————-—= sinon
k=0 k=0 2 . (Q)
k sin (5
On a donc :
n n+1six=0[nr]
VxER,Vn€eN,A,(x) —B,(X) = Z cos(2kx) = sin((n + Dx)
cos(nx) —————=
k=0 sin(x)
3) 11 suffit de voir que :
( Ay +B,=n+1
R N n+1six =0[nr]
VXERVnEN, A,(x) — B, (x) = sin((n + Dx)
cos(nx) —————=
sin(x)

ler cas : SI x = 0[]
On a alors :

Remarque : Cela est logique car :
n

x =0[r] = Vn € N,Vk € [0;n],sin?(kx) =0=Vn€eN,B, = ESinz(kx) =0

k=0
Et de plus :

n

x =0[r] = VneN,Vk € [0;n],cos?(kx) =1 =Vn€eN,A, = Zcosz(kx) =n+1

k=0

2iéme cas : SI x Z 0[m]
A, +B,=n+1

VneEeN, sinf(n + 1)x
A,—B, = cos(nx)M

sin(x)
(An _n +1 N lcos(nx) sm((.n + 1)x)

. 2 2 sin(x)
n+1 1 sin((n + 1)x)

an -2 Ecos(nx sin(x)

Page 6 sur 6



