Page 1sur4

Entrainement DS 3

Exercice 1 : Un peu de complexe

On pose :
C\R-R
f: Im(z>)
ze Im(z)>
1) Déterminer I’image de 1 + i.
2) a) Résoudre 1’équation sin(0) = 0.
b) En déduire I’ensemble f~1({0}).
c¢) Montrer que f n’est pas injective.
3) On va montrer dans cette question que f n’est pas surjective.
a) Rappeler la formule du bindme de Newton.

b) On pose z = X + iy, (x,y) € R X R\{0}. Montrer qu’il existe un polynéme Q tel que f(z) = Q (3)

c) Etudier la fonction suivante sur R Q:x + 5x* — 10x? + 1.
d) En déduire la valeur de :

m=

Im@%) _(Im()
= 2 gmepe = M

W,Z € C\R)

e) Déterminer f~1({m}).
f) Montrer que f n’est pas surjective.

Exercice 2 : Une intégrale

On cherche a calculer :

1
I=f\/—4xz+4x+13dx
0

1) Expliquer pourquoi I’intégrale est bien définie.
2) Montrer a I’aide d’une intégration par partie que :
4x? — 2x

1
I[=+vV13 + dx
: V—4x2 + 4x + 13

3) On pose :

1
4x2% — 2x
]=f dx
: V—4x2 + 4x + 13

a) Démontrer que :

1 1
] . 1-[ —8x+4 d +j 14 d
=—-]—- X X
40 V—4x2 + 4x + 13 J V—4x2 + 4x + 13
b) Calculer :

1
—8x+ 4
_[ dx
] V—4x2 + 4x + 13
2x 1

c¢) A I’aide du changement de variable u = TGS démontrer que :

1 B
j 14 4 f 1,
X=«a X
) V—4x? +4x +13 A V1—u?

Ou «a et § sont des nombres a déterminer.
4) Déterminer la valeur de 1.
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Probléme 1 : Plusieurs sommes

Partie A : £ € {0; 1; 2}

Dans tout cette partie on pose :
n

Vn € N, S, (¢) = Z k(1)

k=0
R—->R
n

1) Démontrer que :
vx € R, f(x) = (1 +x)"
2) En déduire la valeur de S, (0).
3) En utilisant la dérivabilité de f,, sur R, démontrer que :
S,(1) = n20t
4) a) De la méme fagon démontrer que :
vn€N,S,(2) —S,(1) = n(n — 1)2"2
b) En déduire la valeur de S, (2).

Partie B : Somme et intégrale
1) a) Calculer :

1
vneN, I, = j(l + x)"dx
0

b) En déduire la valeur de :
n

> Wirs

2) Dans cette question on cherche la valeur de :
n

vn e N _Z(n)ﬂ
" ’u“_k_okn+k+1

a) Montrer que :
1

vn € N,u, = fx“(l —x)"dx
0

b) Démontrer a I’aide d’une IPP que :

1
n
vn € N,u, = n—-l-lf x"1(1 — x)"*ldx
0

c¢) En déduire que :

1 1
VnEN,un=@x2n+1

d) A l’aide d’un changement de variable, démontrer que :

T
2
vn €N f sin?"*1(t) cos?™*1(t) dt = > X !
' Zn) 4n+2
0

n
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Probléme 2 : Une intégrale

On pose :
R—->R

f: {XHln(x+ x2+1)
Partie A : Etude d’une bijection
1) Déterminer 1’ensemble de définition de f.

2) Démontrer que f est impaire.

3) Démontrer que :
1

VxZ+1
4) Démontrer que f réalise une bijection de f dans un ensemble a déterminer.
5) Démontrer que :

Vx € D, f'(x) =

f~1 =sh

Partie B : Une intégrale a calculer

On cherche dans cette partie a calculer :
1

1
I=f dx
x+DVx2+x+1

0
1) A I’aide du changement de variable u = ﬁ démontrer que :

1
N
= | ————du
{ uz—u+1
2

2) Déterminer la forme canonique de u? —u + 1
3) En déduire que :

I—ll 3
_En()

Probléme 3 : Somme et intégrale

Dans cet exercice on cherche a calculer :
n

) 1
lim

n—+oo =i (Zkk) (41( + 2)

Dans tout ce probléme on pose :
1

v(p,q) € N%,1(p,q) = fxp(l —x)%dx
0
Partie A : Une intégrale a paramétres

1) A I’aide d’une intégration par partie démontrer que :

p
V(p,q) EN%,p > 1,1(p,q) = ml(p -1,q+1)

2) En déduire que :
5 B 1
v(p,q) € N2, 1(p, q) (p ; q) bratD
3) A I’aide du changement de variable x = sin?(t), démontrer que :
3
v(p,q) € Nz,f sin?P*1(t) cos?at1(t) dt = !
0 2(p;q)(p+q+1)
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Partie B : La limite
On pose :

T
2

Vn € N,u, = f sin?"*1(t) cos?™+1(t) dt
0

’ 2 ’ 2

2) a) Démontrer que :
T

4 . ® cos(t) ‘ ®
t t t
Vn € N,Z U = f sSin cos dt f gn
k=0 0

1 — (sin(t) cos(b))2 _0 1 — (sin(t) cos(t))?

Ou g, est une fonction a déterminer.
b) Démontrer que :

3
. gn(t) _
hﬁnof 1= Gsin(D) cos(9)2 1t = O

Dans cette question on rappelle le résultat suivant vu en terminale (Il est vivement conseillé de 1’utiliser) :
Soit (f, g) € (¢°([a, b]))z. On a alors :
b b

vt € [a, b, f() < g(t) = f F(O)dt < f g(O)dt

a

3) On cherche a calculer :
T
2
= J‘ sin(t) cos(t)
~J 1 — (sin(t) cos(t))?

0
a) A I’aide du changement de variable u = cos(2t), démontrer que :
1

I_f du
) 34w

-1

b) En déduire la valeur de :
n

) 1
lim




