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Entrainement DS 3 

 

Exercice 1 : Un peu de complexe 

 

On pose :  

f: {

ℂ\ℝ → ℝ

z ↦
ℐm(z5)

ℐm(z)5 

 

1) Déterminer l’image de 1 + i. 

2) a) Résoudre l’équation sin(θ) = 0. 

b) En déduire l’ensemble f −1({0}). 

c) Montrer que f n’est pas injective. 

3) On va montrer dans cette question que f n’est pas surjective. 

a) Rappeler la formule du binôme de Newton. 

b) On pose z = x + iy, (x, y) ∈ ℝ × ℝ\{0}. Montrer qu’il existe un polynôme Q tel que f(z) = Q (
x

y
). 

c) Etudier la fonction suivante sur ℝ 𝑄: x ↦ 5x4 − 10x2 + 1. 

d) En déduire la valeur de :  

m = min
z∈ℂ\ℝ

ℐm(z5)

ℐm(z)5 
= min (

ℐm(z5)

ℐm(z)5 
, z ∈ ℂ\ℝ) 

e) Déterminer f −1({m}). 

f) Montrer que f n’est pas surjective. 

 

Exercice 2 : Une intégrale 

 

On cherche à calculer :  

I = ∫ √−4x2 + 4x + 13dx

1

0

 

 

1) Expliquer pourquoi l’intégrale est bien définie. 

2) Montrer à l’aide d’une intégration par partie que :  

I = √13 + ∫
4x2 − 2x

√−4x2 + 4x + 13
dx

1

0

 

3) On pose :  

J = ∫
4x2 − 2x

√−4x2 + 4x + 13
dx

1

0

 

a) Démontrer que :  

J = −I −
1

4
∫

−8x + 4

√−4x2 + 4x + 13
dx

1

0

+ ∫
14

√−4x2 + 4x + 13
dx

1

0

 

b) Calculer :  

∫
−8x + 4

√−4x2 + 4x + 13
dx

1

0

 

c) A l’aide du changement de variable u =
2x

√14
−

1

√14
, démontrer que :  

∫
14

√−4x2 + 4x + 13
dx

1

0

= α ∫
1

√1 − u2
dx

β

−β 

 

Où 𝛼 et 𝛽 sont des nombres à déterminer.  

4) Déterminer la valeur de I.  
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Problème 1 : Plusieurs sommes 

 

Partie A : 𝓵 ∈ {𝟎; 𝟏; 𝟐} 

Dans tout cette partie on pose :  

∀n ∈ ℕ, Sn(ℓ) = ∑ kℓ (
n
k

)

n

k=0

 

fn: {

ℝ → ℝ

x ↦ ∑ (
n
k

) xk

n

k=0

 

1) Démontrer que :  

∀x ∈ ℝ, fn(x) = (1 + x)n 

2) En déduire la valeur de Sn(0). 

3) En utilisant la dérivabilité de fn sur ℝ, démontrer que :  

Sn(1) = n2n−1 

4) a) De la même façon démontrer que :  

∀n ∈ ℕ, Sn(2) − Sn(1) = n(n − 1)2n−2 

b) En déduire la valeur de Sn(2). 

 

Partie B : Somme et intégrale 

1) a) Calculer :  

∀n ∈ ℕ, In =  ∫(1 + x)ndx

1

0

 

b) En déduire la valeur de :  

∑ (
n
k

)
1

k + 1

n

k=0

  

2) Dans cette question on cherche la valeur de :  

∀n ∈ ℕ, un = ∑ (
n
k

)
(−1)k

n + k + 1

n

k=0

 

a) Montrer que :  

∀n ∈ ℕ, un = ∫ xn(1 − x)ndx

1

0

 

b) Démontrer à l’aide d’une IPP que :  

∀n ∈ ℕ, un =
n

n + 1
∫ xn−1(1 − x)n+1dx

1

0

 

c) En déduire que :  

∀n ∈ ℕ, un =
1

(
2n
n

)
×

1

2n + 1
 

d) A l’aide d’un changement de variable, démontrer que :  

∀n ∈ ℕ, ∫ sin2n+1(t) cos2n+1(t) dt

π
2

0

=
1

(
2n
n

)
×

1

4n + 2
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Problème 2 : Une intégrale 

 

On pose :  

f ∶  {
ℝ → ℝ

x ↦ ln (x + √x2 + 1) 

Partie A : Etude d’une bijection 

1) Déterminer l’ensemble de définition de f. 

2) Démontrer que f est impaire. 

3) Démontrer que :  

∀x ∈ 𝒟f, f ′(x) =
1

√x2 + 1
 

4) Démontrer que f réalise une bijection de f dans un ensemble à déterminer. 

5) Démontrer que :  

f −1 = sh 

 

Partie B : Une intégrale à calculer 

On cherche dans cette partie à calculer : 

I = ∫
1

(x + 1)√x2 + x + 1
dx

1

0

 

1) A l’aide du changement de variable u =
1

x+1
 démontrer que :  

I = ∫
1

√u2 − u + 1
du

1

1
2

 

2) Déterminer la forme canonique de u2 − u + 1 

3) En déduire que :  

I =
1

2
ln(3) 

 

Problème 3 : Somme et intégrale 

 

Dans cet exercice on cherche à calculer :  

lim
n→+∞

∑
1

(
2k
k

) (4k + 2)

n

k=0

 

Dans tout ce problème on pose :  

∀(p, q) ∈ ℕ2, I(p, q) = ∫ xp(1 − x)q

1

0

dx 

Partie A : Une intégrale à paramètres 

1) A l’aide d’une intégration par partie démontrer que :  

∀(p, q) ∈ ℕ2, 𝑝 ≥ 1, I(p, q) =
p

q + 1
I(p − 1, q + 1) 

2) En déduire que :  

∀(p, q) ∈ ℕ2, I(p, q) =
1

(
p + q

p ) (p + q + 1)
 

3) A l’aide du changement de variable x = sin2(t), démontrer que :  

∀(p, q) ∈ ℕ2, ∫ sin2p+1(t) cos2q+1(t) dt

π
2

0

=
1

2 (
p + q

p ) (p + q + 1)
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Partie B : La limite 

On pose :  

∀n ∈ ℕ, un = ∫ sin2n+1(t) cos2n+1(t) dt

π
2

0

 

1) Démontrer que :  

∀t ∈ [0;
π

2
] , sin(t) cos(t) ≤

1

2
 

2) a) Démontrer que :  

∀n ∈ ℕ, ∑ uk

n

k=0

= ∫
sin(t) cos(t)

1 − (sin(t) cos(t))2
dt

π
2

0

− ∫
gn(t)

1 − (sin(t) cos(t))2
dt

π
2

0

 

Où gn est une fonction à déterminer. 

b) Démontrer que :  

lim
n

∫
gn(t)

1 − (sin(t) cos(t))2
dt

π
2

0

= 0 

Dans cette question on rappelle le résultat suivant vu en terminale (Il est vivement conseillé de l’utiliser) :  

Soit (f, g) ∈ (𝒞0([a, b]))
2
. On a alors :  

∀t ∈ [a, b], f(t) ≤ g(t) ⟹ ∫ f(t)dt

b

a

≤ ∫ g(t)dt

b

a

 

3) On cherche à calculer :  

I = ∫
sin(t) cos(t)

1 − (sin(t) cos(t))2
dt

π
2

0

 

a) A l’aide du changement de variable u = cos(2t), démontrer que :  

I = ∫
du

3 + u2

1

−1

 

b) En déduire la valeur de :  

lim
n→+∞

∑
1

(
2n
n

) (4n + 2)

n

k=0

 

 


