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Correction Entrainement DS 3

Exercice 1 : Un peu de complexe

On pose :
C\R - R
f: Im(z®)
2 Im(z)5
1) Déterminer ’image de 1 + i.
2) a) Résoudre I’équation sin(0) = 0.
b) En déduire I’ensemble f~1({0}).
¢) Montrer que f n’est pas injective.
3) On va montrer dans cette question que f n’est pas surjective.
a) Rappeler la formule du binéme de Newton.
b) On pose z = x + iy, (x,y) € R X R\{0}. Montrer qu’il existe un polynéme Q tel que f(z) = Q (3)

¢) Etudier la fonction suivante sur R Q:x - 5x* — 10x? + 1.

d) En déduire la valeur de :
_ Im(z®) ~ (Im(z%)
™= BRImes " <W y CVR)
e) Déterminer f =1 ({m}).
f) Montrer que f n’est pas surjective.

1) On sait que :
5

(1+1)° = (\/26%[> = 4\/§eiSTn = Im((1 +i)®) = sin (%) = —4\/?? =—4

De plus on sait que Im(1 + i) =i = (Im(1 + i))5 =Im(@i®) =1
On en déduit donc que :

f1+i)=-4
2) a) On sait que :

sin(0) =0 6 =nmn€Z
b) On sait que :
f=1({0}) = {z € C\R, Im(z°) = 0}
On pose z = re'®. On a alors :
Im(z>) = r®sin(50)

On en déduit donc que :

nm
Im(z®) =0 < sin(50) =0 < 06 = < ne yA
De plusici z € C\R, donc 0 # km, k € Z

On pose A = {5k, k € Z} =I’ensemble des multiples de 5.
On en déduit donc que :

£1({0)) = {z € C\R arg() = n?“,n eZ\A}

2im 2im
f(e5)=0=f(65)

n
V(a,b) eC,vneN,(a+b)" = Z (lr(x) akpnk
k=0

c)Ona:

Donc fn’est pas injective.
3) a) On sait que :

b) On sait que :
(x +iy)® = x° + 5x*iy — 10x3y? — 10x2iy3 + 5xy* + iy®




On en déduit donc que :
5x*y — 10x%y3 + y° _c <X

f(x+1iy) = 3

y y

¢) On sait que Q € C1(R) et :
vx € R, Q'(x) = 20x3 — 20x = 20x(x% — 1)
On a donc le tableau de variations suivant :

r |00 —1 0 1 +0C

wl — 0§ )«

+

X0 1 +
Q \_4/ \_4/

o0

d) On en déduit donc que :

m= min —— =
zeC\R Im(z)°

5 5
Im(z”) min (%,Z S (C\R) = —4
e)Ona:

f~1({m}) = {z € C\R,f(z) = —4} = {x + ix,x — ix,x # 0}
f) On sait que :
f=1({-5H =0

On en déduit donc que f n’est pas surjective.
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_)4 —10 (3)2 +1=Q (3) avec Q(X) = 5X* — 10X% + 1

Exercice 2 : Une intégrale

On cherche a calculer :

1
1= f\/—4x2 + 4x + 13dx
0

1) Expliquer pourquoi I’intégrale est bien définie.
2) Montrer a 1’aide d’une intégration par partie que :

1
I=\/ﬁ+0f\/_

4x?% — 2x

X
4x2%2 4+ 4x + 13

3) On pose :

1
4x2% — 2x
]=f dx
. V—4x2 + 4x + 13

a) Démontrer que :
1

1
1 —8x+4 14
J=-1—- dx + f dx
4) V—4x% +4x +13 s V—4x? +4x+13
b) Calculer :
1
—8x+4
J dx
] V—4x2 + 4x + 13
20 ; 2 S S V: .
¢) A I’aide du changement de variable u = TGS démontrer que :
1 B
f 14 d f 1 d
X=a X
, V—4x2 + 4x + 13 k) V1 —u?

Ou «a et § sont des nombres a déterminer.
4) Déterminer la valeur de 1.




1) On résout :
4x2 —4x—13=(2x—1)2 - 14
On en déduit que f: x = V—4x2 + 4x + 13 est définie (et continue) si et seulement si :

2 —+14 2 ++14
(2x—1)2—14<0<=>—2 Sx<———
Or on sait que :
2—-+14 2++V14
[0;1] € ;
2 2
On en déduit donc que I existe.
2)Ona:
1 1
= fJ—4x2 +4x+ 13dx = f 1 X/ —4x2 + 4x + 13dx
0 0
On pose :
FroN u(x) =x
weo =1 etd —4x+2
v(x) =/ —4x2 + 4x + 13 v'(x) =

V—4x2 + 4x + 13

On en déduit donc que :
1 1

1 —4x+ 2
flx\/—4x2+4x+13dx=[x\/—4x2+4x+13] —fxx dx
. o J V—4x2 + 4x + 13

1
4x2% — 2x
=\/13+f dx
. V—4x2 + 4x + 13

3) a) On sait que :
Vx € R, 4x? —2x = —(—4x% + 4x+ 13) + 2x + 13

1
= —(—4x®+4x+13) — Z(—8x +4) + 14
On en déduit donc que :

1 1
4x?% — 2x —4x% 4+ 4x + 13 1 —8x+4
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] = dx =

1

- dx —— dx+f
; V=4x2 + 4x + 13 ; V—4x2 4+ 4x + 13 40 V—4x2 + 4x + 13 , V—4x2
1

1
1 —8x+ 4 14

=—f\/—4x2+4x+13dx—— dx+f dx
40 V—4x2 + 4x + 13 . V—4x2 + 4x + 13

0

1 1
1 —8x+ 4 14
=—1——f dx+f dx
40 V—4x2 + 4x + 13 ; V—4x2 + 4x + 13

b) On sait que :

1
—8x+ 4 11
J dx = [2\/—4x2+4x+131 =2V13 - 213 =0
J V—4x2 + 4x + 13 0

dx
+4x+ 13



—8r+4
ppm
d V—4r2 4+ 4z +13
1 . )
=8r++4
€r =
0 V—4x?+4x + 13
§\
05 ::5\
o A\
1.5 1 0.5 0 U}‘I 1.8 2 215 3 35 4
\\
05 EEE
\|
-1 ‘
\
2xX 1
c)Onposeu—ﬁ—ﬁ
_ On change les bornes
1
x=0=>u=——
V14
1
x=1=u=—
V14
_On calcule le dx
On sait que :
2X 1 V1du +1
u= — = =X
V14 V14 2
; . 1 1.1 .
Oronsaitquex:u = V14u+1€C ([_E’ED et:
dx
i V14 = dx = +V14du
_ On remplace
On sait que :
Vx € R; —4x% + 4x + 13 = 14 — (2x — 1)? 14(1 (ZX_1)2> 4< (
X ; —4x X =14 — (2x— = —_— | = e -
14 V14 V14

On en déduit donc que :

V—4x2 + 4x+ 13 = V14 x /1 — u?

On en déduit donc que :

1
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))

1 1
1 Via Via
j 14 d f V14 V14 d ; f 1 d
X = — du = u
, V—4x2 + 4x + 13 V1—u? 2 ) V1 —u?
Vi4 V14
Lo o _ 1
On en déduit donc que o = 14 et § = T
4) On sait que :
1
\/ﬁ 1 1
f ~ 4 [arcsin(@)]'™ =2 '(1)=>f 14 dx = 14 (1)
u = [arcsin(u = 2 arcsin (— X = 14 arcsin | —
) V1I-u? T Vid) ) V=hE +Ax+ 13 V14
V14

On en déduit donc que :

1
[=v13+]=Vv13 -1+ 14arcsin(—)
V14
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1
1 1
=I=f —4X2+4x+13dx:—\/13+7arcsin<—)
J J 2 V14

Probléme 1 : Plusieurs sommes

Partie A : £ € {0;1; 2}

Dans tout cette partie on pose :
n

Vn € N, S, (¢) = Z k(1)

k=0
R—-R
n

1) Démontrer que :
vx e R fy(x) = (1 +x)"
2) En déduire la valeur de S, (0).
3) En utilisant la dérivabilité de f,, sur R, démontrer que :
S,(1) = n2n1t
4) a) De la méme fagon démontrer que :
vn €N, S,(2) —S,(1) = n(n — 1)2"2
b) En déduire la valeur de S, (2).

Partie B : Somme et intégrale
1) a) Calculer :

1
vneN, I, = J(l + x)"dx
0

b) En déduire la valeur de :
n

> Wirs

2) Dans cette question on cherche la valeur de :
n

ny (=D
menn =D ()i ior

a) Montrer que :
1

vn € N,u, = fx“(l —x)"dx

0

b) Démontrer a I’aide d’une IPP que :
1

n
vn € N,u, = m—f Xn—l(l _ X)n+1dX
0

c¢) En déduire que :

1 1
VnEN,un=@x2n+1

d) A I’aide d’un changement de variable, démontrer que :

T
z
vn € N f sin?™*1(t) cos?™*1(t) dt = L X !
’ (Zn) 4n + 2
0

n
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Partie A : £ € {0; 1; 2}
1) On sait que :

n
V(a,b) eC,vneN,(a+b)" = Z (E) akpnk
k=0

wemhe =Y (M= Y ()t = 1 4o

k=0 k=0

On en déduit donc que :

2)Ona:

n

S (0) = (1) = > () = 1+ D" =27
=
3) On sait que f, € C*(R) et : ’
vx € R, fl(x) = 2 (E) kx¥"1 =n(1 +x)"1!

k=0
On en déduit donc que :
n

k=0
4) a) De plus on sait que f, € C?(R) et :

vx € R, f7(x) = Z (E) k(k — 1)x*"2 = n(n — 1)(1 + )2
k=0

On en déduit donc que :
n n

£7(1) = Z (b)kk—1) = Z (3) 2~ Z (1) k= Sa(@) = Sa(1) = n(n — 1)272

k=0 k=0 k=0
b) On en déduit donc que :
$S,(2) =S,(1) +n(n—1)2"2 = n2* ! + n(n — 1)2"2 = n(n + 1)2"2
Partie B : Somme et intégrale
I)a)Ona:

(1 + X)n+1]1 B 2n+1 -1

1
vneN, [, = 1 Mdx =
nEin f(+x)“ n+1 n+1
0

b) On sait que :

1 1 n n 1
vneN, I, = '[(1+X)“dx=_[Z(E)Xkdx=2(ﬁ)kadx=
0 0 0

On en déduit donc que :

k+1 n+1
2) a) On sait que :

fx“(l —x)"dx = fx“ zn: (E) (—Dkxkdx
0

0 k=0
n 1
_ z (1) (DX f xM*kdx
0 ° )
= Z (n) (_1)k [Lk-ﬂ]
k n+k+1
k=0 0

- (—1)k
=D (s

k=0
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b)Ona:
1

1
Xn(l—X)n+11 n
n1_ nd — | = n—-1 1-— n+1d
fx( x)"dx [ — 0+n_|_1fx (1-x) X
0 0

=0
1

fxn—l(l _ X)n+1dX

=n+1
0
¢) En réitérant le procédé on a :
1 1
n n—1
— n-1c1 _ x)0*+1lgx = X f n-201 _ x)+24
Hn n+1fX 1-% Tht1 n+2) " 1-% X
0
1 ! |( )| (1 )2n+1 1 1
n! n!(n
:(2 IXxZn—D X .. XM+ 1) xo(l—x)2n+1dX: 2 )l[ o+ 1 ] 5
n n X (n . n n (n)(2n+1)

On en déduit donc que :

n I (_1)k B 1
vn € N;];(k)n+k+ 1 (Zn“)(2n+ 1)

d)Ona:
1

1
E!-x 1-x dx—m

On pose le changement de variable x = sin?(t)
a) On change les bornes

b) On calcule le dx
On sait que x: t = sin?(t) € ¢! ([O,ED et:

% = 2 sin(t) cos(t) = dx = 2 cos(t) sin(t) dt
¢) On remplace :
. Z
f x"(1-x)"dx = j(sinz (0)™(1 — sin?(t))™ 2 cos(t) sin(t) dt
0

0
T
2
=2 j sin?®*1(t) cos?*1(t) dt
0

_ 1

2n
( ! ) (2n+1)
d) On conclut
On en déduit donc que :

n
2

sin?™*1(t) cos?™ () dt = 5——
Of (2“) (4n + 2)

Probléme 2 : Une intégrale

On pose :
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R->R
f: {XHln(x+ x2+1)

Partie A : Etude d’une bijection

1) Déterminer 1’ensemble de définition de f.
2) Démontrer que f est impaire.

3) Démontrer que :

1
Vx € Dg, f'(x) =
VxZ+1
4) Démontrer que f réalise une bijection de f dans un ensemble a déterminer.
5) Démontrer que :

f~1 =sh

Partie B : Une intégrale a calculer

On cherche dans cette partie a calculer :
1

1
I=f dx
x+DVx2+x+1

0
1) A I’aide du changement de variable u = x-+1 démontrer que :

1
=
= | —=—=du
" uz—u+1
2

2) Déterminer la forme canonique de u? —u + 1
3) En déduire que :

1—11 3)
_Zn

Partie A : Etude d’une bijection
I)Ona:
Vx € R, x% +1>x2

= Vx € R,\/x2 + 1 > /x2 car x » VX est croissante sur R*

= VXERVx?+1> x| = —x

=>VxERVX2+1+x>0

On en déduit donc que Dy = R
2)Ona:

vx € R, f(—x) = In (\/1 + (—x)% + (—x)) =In (\/ 1+x?%— X) = ln<

1
=1n<m)=—ln( 1+X2+X) = —f(x)

On en déduit donc que f est impaire.
3) On étudie fsur R :

vx = 0,f(x) = ln(u(x)) avecw:x » yx%2+1+x
On sait que u est dérivable sur R et :

x> 0,0'(x) 2X 1 X+\/X2+1>0
x> 0,u'(x) = =
2Vx? +1 VxZ +1
On en déduit donc que :
x+vVx2+1
A/x2 1
VX ER fl(x)=—YX+1 _

\/X2+1+X_1\/X2+1

4) On cherche a présent la limite de fen +oco.
Or on sait que :

V1+x2+x

(m-x)(m+x)>
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lim (x+ X2+1) =+
X—+ 00
On en déduit donc que :

h{rn f(x) = +oo (par composée)

Par imparité on en déduit que :
lim f(x) = —o0
X—>—00

On sait que fest :

e Continue sur R

e Strictement croissante sur R

e f(R)=NR
Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (ou son corollaire ou le théoréme de la bijection), on a :

Vy e R IAXERf(x) =y

On en déduit que f est bijective de R dans R.
5) On peut le faire de différentes méthodes.
Méthode 1 : On calcule :

Vx € R, f(sh(x)) In (sh(x) + /1 + sh?(x) ) ln(sh(x) + ch(x)) In(e*) = x
On en déduit donc que f~1 = sh car f est bijective.
Méthode 2 : On résout :

f(x)=y<:>ln(x+ 1+x2)=y<=>x+x/1+x2=ey(:)1+x2=(ey—x)2(:)1=e2y—2xey

On en déduit donc que :
e?Y—1 e —e?

f = = =
X =yex oy >

= sh(y)

On en déduit donc que f~1 = sh.
Partie B : Une intégrale a calculer
1) On cherche :

1
1
I=f dx
J x+1DVx2+x+1

1
On pose u = —
x+1

_ On calcule les bornes

x=0=u=1
- )
_ Calcul du du
On sait ueX'UHl—lecl([E'lDet'
q . u 2' .
dx 1 1
a——?:dx_—ﬁdu

_ On remplace
1

——du

1 u
2 2 u?
0(X+1)\/x +x+1 1\[1_1 + 1_1) X

1 1
- —du= [ e
1 J1—2u+u —u 1 vz —u+1
2 u? 2
2) On sait que :
12
VUER,uZ—u+1=<u——) +

3
2 4

On en déduit donc que :



1

1 1
u2—u+1duzf f
: (u—z) : ]

NlHR“_;

Tu—T)Z—i-l

Ici on peut faire un changement de variable ou bien directement utiliser la dérivée de la fonction :

X+ In (Fu—%) \/(%u—%)z—i-l
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OnaalorS‘
_f E ; du = [In (%u—%)—k\/(%u_%)z_Fl =In %+\/§ —1In(1) = In(V3)
% JW f) o :

=%ln(3)

Probléme 2 : Somme et intégrale

Dans cet exercice on cherche a calculer :
n

) 1
nl—l>Took (Zk) (4k + 2)

Dans tout ce probléme on pose :
1

V(,0) € V% 1(p0) = [ xP(1 — )% dx
0
Partie A : Une intégrale a paramétres

1) A I’aide d’une intégration par partie démontrer que :

p
V(p,q) EN%,p > 1,1(p,q) = ml(p -1,q+1)

2) En déduire que :
1
v € N2 =
(p,@) € N%,1(p, @) (p;q)(p+q+1)
3) A I’aide d’un changement de variable, démontrer que :
2
v(p,q) € Nz,f sin?P*1(t) cos?at1(t) dt = T !
0 2(ppq)(p+Q+1)

Partie B : La limite
On pose :

T
2

vn € N,u, = J sin?"*1(t) cos?"+1(t) dt
0

1) Démontrer que :
n n

n 2 2
_ sin(t) cos(t) g, (0
e N,;uk B J. 1 — (sin(t) cos(t))? de 6[ 1 — (sin(t) cos(t))?

Ou g, est une fonction a déterminer.
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2) a) Démontrer que :

1
vVt € [0 ] sin(t) cos(t) < 5
b) Démontrer que :
: ()
. gnll _
hrEnf 1 — (sin(t) cos(t))? de=0
0

3) On cherche a calculer :
T
2
= f sin(t) cos(t)
~ J 1 — (sin(t) cos(t))?
0

a) A I’aide du changement de variable u = cos(2t), démontrer que :
1

I_f dx
) 3+x2

-1

b) En déduire la valeur de :
n

- __t
nl—IHIOOk (Zn) (4n + 2)

Partie A : Une intégrale a paramétres
1) On sait que :
1

v(p,@) EN%p=11(p,q) = fxp(l -x)%dx = [_Xp
0

1—x)a+]*
(1-x) ]+ p
0

1
aT 1 fxp_l(l —x)+1dx

q+1
0

=0
p

=— I(p-1q+1
q+1(p qt+1)

2) On peut faire cette question de deux fagons.
Meéthode 1 : On réitére le procédé de calcul

On sait que :
¥(p,qQ) EN%p = 1,1(p,q) = ——I(p—1,q+ 1) = ——x p;l(p 2,q+2)
q+1 qg+1 q-+
1
p! plqt [ (- x)Ptat+l
- 10;p+q) = f (1 - 0TPdx =
(@+p)x..x(q+1) (+p)' (@+p!] pt+qg+l |
1 1 1 1
= X = X
(q+p)! p+q+1 (D"'Q) p+q+1
p!(p+q—p)! p

3) On pose le changement de variable x = sin?(t)
a) On change les bornes

b) On calcule le dx
On sait que x: t = sin?(t) € ! ([OED et:

d
d_)t( = 2 sin(t) cos(t) = dx = 2 cos(t) sin(t) dt

¢) On remplace :
T
1 2

f xP(1—-x)9dx = f(sin2 (£)P(1 — sin?(t))9 2 cos(t) sin(t) dt

0 0




d) On conclut
On en déduit donc que :

Partie B : La limite
1) On sait que :

2) a) On sait que :

Vn € N,

Or on sait que :

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

Avec g, définie par :

b) On sait que :

On en déduit donc que :

Or on sait que :

T
H 1
2f5m (t) cos (v) (p+q) Prqtl
0 p
T
Z 1
fsm (®) cos ® 2(P+Q) p+q+1
0 p

- Z(sinz(t) cos2(D)k =
k=0

hs 1 i
N - ] 2
,2],sm(t) cos(t) < 3 = Vte [0, 2],sm (t)cos=(t) # 1

1

On ) _1_ 2t) <
Vvt € [ ,E] ,sin(t) cos(t) = Esm( t) < >

T
2 n

0

1 — (sin?(t) cos?(t))"+?!
1 — sin?(t) cos?(t)

I

1 — sin?(t) cos2(t)

C 7 — (sin? 2 n+1
Vn € N,E U = f cos(t) sin(t) <1 (sin®(t) cos?(t)) >dt
k=0 o

I

|

0
T

y

0

Vte[

sin(t) cos(t) H (sin?(t) cos?(t))"*?!
1 — (sin(t) cos(t))? £ . 1 — (sin(t) cos(t))?

sin(t) cos(t) 4 ¢ gn(®
1 — (sin(t) cos(t))? £ E)[ 1 — (sin(t) cos(t))?

T
gn:{ [O;E] - R
t = (sin?(t) cos?(t))"+?!

0;;] o< gn(t) - gn(t) - G) » 1

T 1-(sin(®cos())?” { _17
4

S|

gn () \" m
0= f 1= (sin(0) cos()2 1t = (Z) s

0

n

I (1) —Ocarse|-1:1]
III;H 4 = Car4 5

On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :

Page 12 sur 14

2
f sinZk*1(t) cos2k*t1(t) dt = f cos(t) sin(t) Z(sin2 (t) cos? (1)K dt
0 k=0
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3
. gn(t) B
l‘rﬁnof 1= Gsin(D) cos(@)z 1t = ©

On en déduit donc que :

n g
) _ sin(t) cos(t)
l‘ﬁnkz_o e = Of 1= (sin(® cos@)2 "
3) a) On pose u = cos(2t)

_ Calcul des bornes
t=0=u=1

t T 1
] = —
S =u
_ On sait que u: t = cos(2t) est dérivable sur [0; g] et:
du
Fri —2sin(2t) = du = —2sin(2t) dt = —4 sin(t) cos(t) dt

1 1
= sin(t) cos(t) dt = — 1 X —4 sin(t) cos(t) dt = — Zdu
_ On remplace :
On sait que :
i
vVt e [O;E],cosz(t) — sin?(t) = cos(2t)

= 1 — 2sin?(t) = cos(2t)

1 — cos(2t)

= sin?(t) = 5

Demémeona:
cos(2t) + 1

2 cos?(t) — 1 = cos(2t) = cos?(t) = 5

On en déduit donc que :
T
vt e [0;5] ,1— (sin(t) cos(t)? = 1 — <

On en déduit donc que :

1- c05(2t)> (1 + COS(Zt)) - %(4 — 1+ cos?(D) = %(3 +u?)

2 2

SIE]

1 1
sin(t) cos(t) B ~7 du B du
of 1 — (sin(t) cos(t))? de= 4_! 3+uz f 3 +u?

b) On sait par parité que :

De plus on sait que :

1 1 L
1 3
f = f \/_ =3 [arctan (i)] = ﬁ
o1+ — o 1+ l V3 6
\/—
On en déduit donc que :

I

2 1
sin(t) cos(t) dt = J‘ du \/_T[ T
of 1 — (sin(t) cos(t))? 3+u2 9 33

De plus on sait d’aprés la question 3 de la partie A que :
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2
v(p,q) € Nz,f sin?P*1(t) cos?9*1(t) dt = 5T g !
0 2 ( p ) (p+q+1)
On en déduit donc que :
2
vk € N,uy, = f sinZk+1(t) cos?k*t1(t) dt = TR !
, 2 ( - ) (2k + 1)
On en déduit donc que :
n n
lim ! = lim Z Uy = T
i, (Zkk) (4k+2) " {5 3V3



