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Correction DS n°3

Exercice 1 : Une nouvelle valeur de cosinus et sinus

Dans cet exercice on pose :
2im
w=es etx=w+—
)
1) Déterminer la forme algébrique de x.
2) Démontrer que :

3) En déduire que x> + x —1 =0
4) En déduire la valeur de :

(Zn) . (Zn)
cos z et sin z
I)Ona:
1 2in 1 2im 2im 21T
X=w+—=e5 + m:eS +e 5 —2cos(?)
e 5
2) On sait que w # 1 donc :
4
L w3—1 e*m—1 1
k=0 5 —1 e5 —1

3)Ona:
5 1 1 1 1 1
x +x—1=<a)+—> +<a)+—)—1:a)2+—2+2+a)+——1:—2(w4+1+a)3+a))+1
w w w w

Or on sait que :

4
Zwk:1+a)+a)2+a)3+a)4:0:>w4+1+w3+w=—w2
k=0

1
=>x2+x—1:m(—w2)+1=0

4) On résout :

—1-+5
Xx=—"
x’+x—-1=0>A=5= ou
_—1+45
T
Or on sait que :
_, <2n)
x =2cos|—

De plus on sait que :

21 21
?E]O,Z[zt»cos(?) >0
On en déduit donc que :
2my V5-1
cos () =5

De plus on sait que :

On en déduit donc que :
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4 4

- - 2 [16—(6-2V5) [To 7%
sin(2—>: 1—cosz<2?)=\/1—<\/g 1> =J = 1012\/3

Probléme 1 : Une intégrale !!
Partie A : Etude d’une fonction
1) On pose la fonction

x—1
x+1

fix —

Déterminer I’ensemble de définition de f.

2) a) Déterminer la dérivée de f sur [1; 2] et en déduire que f réalise une bijection de [1; 2] dans I ou I est un intervalle
a déterminer.

b) Déterminer la bijection réciproque de f|[4;2).

Partie B : Un changement de variable

Dans cet exercice on cherche a calculer :

2
3 |x—1
[= f - dx
X x+1
1
1) On pose le changement de variable suivant :
o x—=1
T +1

a) Démontrer que :

b) Déterminer les deux réels a et b tel que :

VuE[O;—

¢) En déduire la valeur de |

Partie A : 1) f est définie si et seulement si :

x—1 0
x+1"
On fait un tableau de signe :
r |0 —1 1 4o

r—1| — - 0 +

1| — + +

2=l )

| + (ll +

On en déduit donc que :

[ Dy =] = o0; ~1[U[1; +oo] ]
2) a) On sait que f est dérivable sur | — 00; —1[U]1; +oo[ par composée de fonctions dérivables et :
On pose :

x—1

u(X)=)<+1

On a alors :
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L D -Gx-1D 2
u'(x) = (x + 1)2 S (x+1)?
' . ! — u’(X) = ! xHl
\7'xe]—oo,—1[u]1,+00[,f(X)—2 u(X)—(X+1)2x =10
On a donc :
T |1 2
[y +
1
f V3
o
On a donc :

e f est continue sur [1; 2]
e f est strictement croissante sur [1 ; 2]

o f(1) =0 etf(2) =\/§=§
Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, f réalise une bijection de [1,2] dans [0 ; E]

b) Onpose :y € [0 \/—] 11 suffit de résoudre :

-1
fW=ye 717V
x—1 )

Lt =
x+1 y

ox—1=y*(x+1)
<:>x(1 y3) =y?+1

y +1
S x= cary # lety # —1
1—y?
On a donc :
[0 5o
f
[1;2] x +1
1—X2
Partie B :
1)
_ x—1
v x+1

e On change les bornes :

e Calculdudx:

x—1 u+1
=>
1w

(i)

On a alors :
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dx  2u(l—u®)+2u(u®*+1)  4u
du (1 —u?)? ~ (1 —u?)?
e Onaalors:
V3 V3
2 3 3
l—fs -1, —3f L oux—" d—12f u d
) x)x+1 T w1 ! (1 —u?)? u= 1—ut "
1 [ 0
b)
V3]  u? a b a(l+u®)+b(1-u?) u?(@—b)+a+b
Yu € |0;—], = + = =
31'Ll—u* 1—u? 1+u? 1—u* 1—u*
On identifie :
1
a=-—
a—b= 2
a+b=0=> b——l
2
On a donc :
u? _1>< 1 1>< 1
1—ut 27 1-u? 2" 1+u?
Ona:
V3 V3 V3 V3 V3
3 3 3 3 3
f 1d_f 1 d—l 1+u+(1—u) 1f d+f 1Gl
1wz 07 1+w@—-u) ) (1+u)(1—u) 2) 1—u " T+u "
0 0 0 0
1 ¥3oq VER V3 V3 1
——E[ln(l—u)]o3 +E[ln(1+u)]03 =E(ln<1+?>—ln (1—?> =§(1n(3+\/§)—ln(3—\/§))
V3
3
:f 1 1 (3443
J1-w ™ T2 33
Orona:
3++3 3+\/_ 3+V3 9+6v3+3
=2++3
3-v3 3- \/_ 3443 6
On a donc :
V3
; 1 1
fl_uzdu=iln(2+\/§)
0
d)Ona:
V3 V3 V3
3 3 3
1—12f v’ d—6f d 6j L
N 1—u* v 1—u? " 1+ u? "
0 0 0
V3 6T
=3ln(2+\/§)—6arctan(?>=31n(2+\/§)—?=3xln(2+\/§)—n
On a donc :

2
3 [x
1=j;/x+ dx=3x1In(2+v3)-m
1
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Probléme 2 : Une suite d’intégrale
Partie A : Une nouvelle fonction
On définit la fonction th par :

sh(x) e*—e™
ch(x) eX+eX

th(x) =

1) Démontrer que I’ensemble de définition de th est R.
2) a) Déterminer la limite de th en +o et en -oo.
b) En déduire d’éventuelles asymptotes.
3) a) Démontrer que :
! —
Vx € R, th'(x) = m
b) En déduire les variations de th.
4) Montrer que th est bijective de R dans -1 ;1[ et déterminer sa réciproque, noté th™! ou argth.

Partie B : Une suite sympa
Dans toute la suite on définit :

2In(3)
VneNI, = dt
nESin f ch™ (t)
0
1) Déterminer la valeur de .
2) Montrer que :
L= T
176
3) En utilisant les notations de la partie A, montrer que :
1
I, ==
272
4) En utilisant le fait que :
1 1 1

chn*2(t) ~ chn(t) " ch2(D)
Puis en utilisant une intégration par partie, montrer que :
1 V3 ! n
2 =01 ¢ (?) Thwln
5) En déduire la valeur de I puis de 1,.

Partie A : On pose :
sh(x) e*—e™
ch(x) eX+eX

th(x) =

1) On sait que :
VXER,eX+e*>0
Donc th est définie sur R.
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2)a)Ona:

X

e
lim e *=0= lim th(x) = lim —=1
X—+00 X—+00 x—+00 X

Par imparité de la fonction th :

‘lim th(x) = lim th(-x) = — lim th(x) = —1‘

X——00

b) La courbe représentative de th admet donc deux asymptotes horizontales d’équation y =1 en +oco et y =-1 en -oo.

3) a) On sait que la fonction exponentielle est dérivable sur R donc th est dérivable sur R et :

ch?(x) -sh*(x) 1
ch?(x) ~ ch?2(x)

b) On en déduit donc que th est strictement croissante sur R.

Vx € R th(x)= >0

£Xr —00 +00

th!(x) +

th —

y=1

y=-1

4) th est continue et strictement croissante de R dans ]-1 ;1[. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, th réalise
une bijection de R dans ]-1 ;1].
Soity €] — 1; 1[. On résout :

thx) =y €l-11)

eX — X
eX+e_":y
Sef(1l-y)=e*1+y)
1+
@ezle—_z (care* #0Vx €ER)
1 1+
4:)x=§ln<1_§) (cary € |-1;1))
On a donc :
]-1;1[ - R

th™1: 1 1+y

xv—>—ln< )

2 1-y

Partie B :
1)Ona:
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2In(3)

1

I, = — _dt

0 f ch®(t)
0

2In(3)

f at = (2" - —1 3)
0

2)
ZIn(3) ) 2In(3) : 2In(3) t
e ln(3)
I, = f mdt =2 f mdt =2 f oI 1dt = [2arctan(e")]?
0 0 0 c oo
=1 =2 arctan(\/g) — 2arctan(1) = 2 X 3°7°%
On a donc :
7In(3)
I, = f L oge=T
Lo chi(t) 6
0
3)Ona:
1
=1
2" 1 ) 1 7In(3) _ —lln(3)
I, = f . [th(t)] ~ th (—ln(3) — th(0) =
4 ch O 2 31N | =313
s 1 3-1
_ V3_ V3 1
=1,= = =
\/g + i 3+1 2
V3 V3
On a donc :
iln(S)
b [ oha
2 chZ(t) 2
0
4)Ona:
2In(3) 2In(3) 2In(3) 2In(3)
vneN,I,,, = f ! dt = ! X ! dt = th() f e ()xth(t dt
e = | pnvz(y) chn(t) " chz( h“(t) chn¥i(t) (t))
0 u(t) v'(t) u(t) 0 0 )
2In(3)
o 1 th (11 (3)) N j sh(t)th(t)
n+2 =7 < th|5ln n BTy
chn (%ln(S)) 2 , ch™*1(t)
Or on sait que :
sh(t)
sh(th(9) _ S\O Rty sh2) -1 1 1
ch?+1(t) ~ ch™1(t) ~ ch™2(t) ch™*2(t) ch(t) ch"*2(t)
On a donc :
1 1

sh(t)th(t)
| e =

On a donc :

1 1
— dt=1,—1
f chn(t) chn+2(t) noon+2
0
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1 1
VNEN, Iy, = ————th (Em(a)) 4, —1,,)
chn? (71n(3))
Or on sait que :
! Law\" (V32
th (11 (3)) = Letan (11 (3)) _ (2P e V3| _ ( 2 )n
) m et (i) = 2 7 2 ~\3
On a donc :
1 1 1 (V3)

() (D)

ch? (fln(3))
On a donc :

n

1 (V3
vneN,I,,, =§>< <7> + nl, — nly,4,

n
1 (V3
= mh+ D, ==X|—| +nl,
2 2
I ! X V3 n+ n I
—1 = — _ [
27 2m+1) "\ 2 n+1"
5) On a donc pour n = 1 dans 1’égalité précédente :
1
71n(3)
Iy = f L qe=33,1, 3.
3 ch3(t) @8 2! 8 2
On a donc pour n = 2 dans I’égalité précédente :
1
71n(3)
. j 1 dt 3 +21 3 +2 1 11
= _— = — — = — — X == —
o ch(t) 24 3% 24372 24




