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Correction DS n°3 

 

Exercice 1 : Une nouvelle valeur de cosinus et sinus 

 

 Dans cet exercice on pose :  

𝜔 = 𝑒
2𝑖𝜋
5  𝑒𝑡 𝑥 = 𝜔 +

1

𝜔
 

1) Déterminer la forme algébrique de 𝑥. 

2) Démontrer que :  

∑𝜔𝑘
4

𝑘=0

= 0 

3) En déduire que 𝑥2 + 𝑥 − 1 = 0 

4) En déduire la valeur de :  

cos (
2𝜋

5
)  𝑒𝑡 sin (

2𝜋

5
) 

 

1) On a :  

𝒙 = 𝝎+
𝟏

𝝎
= 𝒆

𝟐𝒊𝝅
𝟓 +

𝟏

𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟓

= 𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟓 + 𝒆

−
𝟐𝒊𝝅
𝟓 = 𝟐𝐜𝐨𝐬 (

𝟐𝝅

𝟓
) 

2) On sait que 𝜔 ≠ 1 donc :  

∑𝝎𝒌
𝟒

𝒌=𝟎

=
𝝎𝟓 − 𝟏

𝝎− 𝟏
=
𝒆𝟐𝒊𝝅 − 𝟏

𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟓 − 𝟏

=
𝟏 − 𝟏

𝒆
𝟐𝒊𝝅
𝟓 − 𝟏

= 𝟎 

3) On a :  

 𝑥2 + 𝑥 − 1 = (𝜔 +
1

𝜔
)
2

+ (𝜔 +
1

𝜔
) − 1 = 𝜔2 +

1

𝜔2
+ 2 + 𝜔 +

1

𝜔
− 1 =

1

𝜔2
(𝜔4 + 1 + 𝜔3 +𝜔) + 1 

Or on sait que : 

∑𝜔𝑘
4

𝑘=0

= 1 + 𝜔 + 𝜔2 +𝜔3 +𝜔4 = 0 ⟹ 𝜔4 + 1 + 𝜔3 +𝜔 = −𝜔2 

⟹ 𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟏 =
𝟏

𝝎𝟐
(−𝝎𝟐) + 𝟏 = 𝟎  

4) On résout :  

𝑥2 + 𝑥 − 1 = 0 ⟹ Δ = 5⟹

{
 
 

 
 𝑥 =

−1− √5

2
𝑜𝑢

𝑥 =
−1 + √5

2

 

Or on sait que :  

𝑥 = 2 cos (
2𝜋

5
) 

De plus on sait que : 
2𝜋

5
∈ ]0;

𝜋

2
[ ⟹ cos (

2𝜋

5
) > 0 

On en déduit donc que :  

𝐜𝐨𝐬 (
𝟐𝝅

𝟓
) =

√𝟓 − 𝟏

𝟒
 

De plus on sait que :  
2𝜋

5
∈ ]0; 𝜋[ ⟹ sin (

2𝜋

5
) > 0 

On en déduit donc que :  
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𝐬𝐢𝐧 (
𝟐𝝅

𝟓
) = √𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 (

𝟐𝝅

𝟓
) = √𝟏 − (

√𝟓 − 𝟏

𝟒
)

𝟐

=
√𝟏𝟔 − (𝟔 − 𝟐√𝟓)

𝟒
=
√𝟏𝟎 + 𝟐√𝟓

𝟒
 

 

Problème 1 : Une intégrale !! 

Partie A : Etude d’une fonction 

1) On pose la fonction 

f: x ↦ √
x − 1

x + 1
 

Déterminer l’ensemble de définition de f. 

2) a) Déterminer la dérivée de f sur [1; 2] et en déduire que f réalise une bijection de [1; 2] dans I où I est un intervalle 

à déterminer. 

b) Déterminer la bijection réciproque de f|[1;2]. 

Partie B : Un changement de variable 

Dans cet exercice on cherche à calculer : 

I = ∫
3

x
√
x − 1

x + 1
dx

2

1

 

1) On pose le changement de variable suivant : 

u = √
x − 1

x + 1
 

a) Démontrer que : 

I = 12∫
u2

1 − u4 
du

√3
3

0

 

b) Déterminer les deux réels a et b tel que : 

∀u ∈ [0 ;
√3

3
] ,

u2

1 − u4 
=

a

1 − u2
+

b

1 + u2 
 

c) En déduire la valeur de I 

 

Partie A : 1) f est définie si et seulement si : 

x − 1

x + 1
≥ 0 

On fait un tableau de signe : 

 
On en déduit donc que : 

  𝓓𝐟 =] −∞;−𝟏[∪ [𝟏;+∞[    
2) a) On sait que f est dérivable sur ] − ∞;−1[∪]1;+∞[ par composée de fonctions dérivables et : 

On pose : 

u(x) =
x − 1

x + 1
 

On a alors : 
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u′(x) =
(x + 1) − (x − 1)

(x + 1)2
=

2

(x + 1)2
 

∀x ∈] − ∞;−1[∪]1;+∞[, f ′(x) =
u′(x)

2√u(x)
=

1

(x + 1)2
×√

x + 1

x − 1
> 0 

On a donc : 

 
On a donc : 

 𝐟 est continue sur [𝟏; 𝟐] 

 𝐟 est strictement croissante sur [𝟏 ; 𝟐] 

 𝐟(𝟏) = 𝟎  et 𝐟(𝟐) = √
𝟏

𝟑
=
√𝟑

𝟑
 

Donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, f réalise une bijection de [1,2] dans [0;
√3

3
] 

b) On pose : y ∈ [0;
√3

3
]. Il suffit de résoudre : 

f(x) = y ⇔ √
x − 1

x + 1
= y 

⟺
x− 1

x + 1
= y2 

⇔ x− 1 = y2(x + 1) 

⇔ x(1 − y2) = y2 + 1 

⇔ x =
y2 + 1

1 − y2
 𝐜𝐚𝐫 𝐲 ≠ 𝟏 𝐞𝐭 𝐲 ≠ −𝟏 

On a donc : 

f|[1;2]
−1 :

{
 
 

 
 [0;

√3

3
] → [1,2]

x ↦
x2 + 1

1 − x2

 

Partie B : 

1)  

u = √
x − 1

x + 1
 

 On change les bornes : 

x = 1 ⇒ u = 0 

x = 2 ⇒ u =
1

√3
=
√3

3
 

 Calcul du dx : 

u = √
x − 1

x + 1
⇒ x =

u2 + 1

1 − u2
 

u ↦
u2 + 1

u2 − 1
∈ 𝒟([0;

√3

3
]) 

On a alors : 
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dx

du
=
2u(1 − u2) + 2u(u2 + 1)

(1 − u2)2
=

4u

(1 − u2)2
 

 On a alors: 

𝐈 = ∫
𝟑

𝐱
√
𝐱 − 𝟏

𝐱 + 𝟏
𝐝𝐱

𝟐

𝟏

= 𝟑∫
𝟏

𝐮𝟐 + 𝟏
𝐮𝟐 − 𝟏

√𝟑
𝟑

𝟎

× 𝐮 ×
𝟒𝐮

(𝟏 − 𝐮𝟐)𝟐
𝐝𝐮 = 𝟏𝟐∫

𝐮𝟐

𝟏 − 𝐮𝟒 
𝐝𝐮

√𝟑
𝟑

𝟎

 

b)  

∀u ∈ [0 ;
√3

3
] ,

u2

1 − u4 
=

a

1 − u2
+

b

1 + u2 
=
a(1 + u2) + b(1 − u2)

1 − u4
=
u2(a − b) + a + b

1 − u4
 

On identifie : 

{
a − b = 1
a + b = 0

⟹ {
a =

1

2

b = −
1

2

 

On a donc : 

𝐮𝟐

𝟏 − 𝐮𝟒 
=
𝟏

𝟐
×

𝟏

𝟏 − 𝐮𝟐
−
𝟏

𝟐
×

𝟏

𝟏 + 𝐮𝟐
 

On a : 

∫
1

1 − u2
du

√3
3

0

= ∫
1

(1 + u)(1 − u)
du

√3
3

0

=
1

2
∫
1 + u + (1 − u)

(1 + u)(1 − u)
du

√3
3

0

=
1

2
∫

1

1 − u
du

√3
3

0

+
1

2
∫

1

1 + u
du

√3
3

0

 

= −
1

2
[ln(1 − u)]0

√3
3 +

1

2
[ln(1 + u)]0

√3
3 =

1

2
(ln (1 +

√3

3
) − ln((1 −

√3

3
)) =

1

2
(ln(3 + √3) − ln(3 − √3)) 

⟹∫
𝟏

𝟏 − 𝐮𝟐
𝐝𝐮

√𝟑
𝟑

𝟎

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(

𝟑 + √𝟑

𝟑 − √𝟑
) 

Or on a : 

3 + √3

3 − √3
=
3 + √3

3 − √3
×
3 + √3

3 + √3
=
9 + 6√3 + 3

6
= 2 + √3 

On a donc : 

∫
𝟏

𝟏 − 𝐮𝟐
𝐝𝐮

√𝟑
𝟑

𝟎

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟐 + √𝟑) 

d) On a : 

I = 12∫
u2

1 − u4 
du

√3
3

0

= 6∫
1

1 − u2
du

√3
3

0

− 6∫
1

1 + u2
du

√3
3

0

 

= 3 ln(2 + √3) − 6 arctan(
√3

3
) = 3 ln(2 + √3) −

6π

6
= 3 × ln(2 + √3) − π 

On a donc : 

𝐈 = ∫
𝟑

𝐱
√
𝐱 − 𝟏

𝐱 + 𝟏
𝐝𝐱

𝟐

𝟏

= 𝟑 × 𝐥𝐧(𝟐 + √𝟑) − 𝛑 
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Problème 2 : Une suite d’intégrale 

 

Partie A : Une nouvelle fonction 

 

On définit la fonction th par :  

th(x) =
sh(x)

ch(x)
=
ex − e−x

ex + e−x
 

1) Démontrer que l’ensemble de définition de th est ℝ. 

2) a) Déterminer la limite de th en +∞ et en -∞.  

b) En déduire d’éventuelles asymptotes. 

3) a) Démontrer que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑡ℎ′(𝑥) =
1

𝑐ℎ2(𝑥)
 

b) En déduire les variations de 𝑡ℎ. 

4) Montrer que th est bijective de ℝ dans ]-1 ;1[ et déterminer sa réciproque, noté th−1 ou argth.   

 

Partie B : Une suite sympa 

Dans toute la suite on définit :  

∀ n ∈ ℕ, In = ∫
1

chn(t)

1
2
ln(3)

0

dt 

1) Déterminer la valeur de I0.  

2) Montrer que : 

I1 =
π

6
 

3) En utilisant les notations de la partie A, montrer que : 

I2 =
1

2
 

4) En utilisant le fait que :  
1

chn+2(t)
=

1

chn(t)
×

1

ch2(t)
 

Puis en utilisant une intégration par partie, montrer que :  

In+2 =
1

2(n + 1)
× (

√3

2
)

n

+
n

n + 1
In 

5) En déduire la valeur de I3 puis de I4.  

 

Partie A : On pose :  

th(x) =
sh(x)

ch(x)
=
ex − e−x

ex + e−x
 

1) On sait que :  

∀ x ∈ ℝ, ex + e−x > 0 

Donc th est définie sur ℝ. 
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2) a) On a :  

lim
x→+∞

e−x = 0⟹ lim
x→+∞

th(x) = lim
x→+∞

ex

ex
= 1 

Par imparité de la fonction th :  

𝐥𝐢𝐦
𝐱→−∞

𝐭𝐡(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐭𝐡(−𝐱) = − 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐭𝐡(𝐱) = −𝟏 

b) La courbe représentative de th admet donc deux asymptotes horizontales d’équation y = 1 en +∞ et y = -1 en -∞.  

3) a) On sait que la fonction exponentielle est dérivable sur ℝ donc th est dérivable sur ℝ et :  

∀ 𝐱 ∈ ℝ, 𝐭𝐡′(𝐱) =
𝐜𝐡𝟐(𝐱) − 𝐬𝐡𝟐(𝐱)

𝐜𝐡𝟐(𝐱)
=

𝟏

𝐜𝐡𝟐(𝐱)
> 𝟎 

b) On en déduit donc que th est strictement croissante sur ℝ.  

 

 
 

4) th est continue et strictement croissante de ℝ dans ]-1 ;1[. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, th réalise 

une bijection de ℝ dans ]-1 ;1[. 

Soit y ∈] − 1; 1[.  On résout :  

th(x) = y (y ∈ ]−1; 1[) 

⟺
ex − e−x

ex + e−x
= y 

⟺ ex(1 − y) = e−x(1 + y) 

⟺ e2x =
1 + y

1 − y
  (car ex ≠ 0 ∀ x ∈ ℝ) 

⟺ x =
1

2
ln (

1 + y

1 − y
) (car y ∈ ]−1; 1[) 

On a donc :  

𝐭𝐡−𝟏 ∶  {

]−𝟏; 𝟏[ → ℝ

𝐱 ⟼
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(

𝟏 + 𝐲

𝟏 − 𝐲
)
 

 

 

Partie B :  

1) On a :  
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𝐈𝟎 = ∫
𝟏

𝐜𝐡𝟎(𝐭)

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

𝟎

𝐝𝐭 = ∫ 𝐝𝐭

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

𝟎

= [𝐭]𝟎

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐧(𝟑) 

 

 

2)  

I1 = ∫
1

ch1(t)

1
2
ln(3)

0

dt = 2 ∫
1

et + e−t

1
2
ln(3)

0

dt = 2 ∫
et

e2t + 1

1
2
ln(3)

0

dt = [2 arctan(et)]0

1
2
ln(3)

 

⟹ I1 = 2arctan(√3) − 2 arctan(1) = 2 ×
π

3
−
π

2
=
π

6
 

On a donc :  

𝐈𝟏 = ∫
𝟏

𝐜𝐡𝟏(𝐭)

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

𝟎

𝐝𝐭 =
𝛑

𝟔
 

 

 

3) On a :  

I2 = ∫
1

ch2(t)

1
2
ln(3)

0

dt = [th(t)]0

1
2
ln(3)

= th (
1

2
ln(3)) − th(0) =

e
1
2
ln(3) − e−

1
2
ln(3)

e
1
2
ln(3) + e−

1
2
ln(3)

 

⟹ 𝐼2 =
√3 −

1

√3

√3 +
1

√3

=

3 − 1

√3
3 + 1

√3

=
1

2
 

On a donc :  

𝐈𝟐 = ∫
𝟏

𝐜𝐡𝟐(𝐭)

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

𝟎

𝐝𝐭 =
𝟏

𝟐
 

 

 

4) On a :  

∀ n ∈ ℕ, In+2 = ∫
1

chn+2(t)

1
2
ln(3)

0

dt = ∫
1

chn(t)⏟  
u(t)

×
1

ch2(t)⏟  
v′(t)

1
2
ln(3)

0

dt = [
1

chn(t)⏟  
u(t)

th(t)⏟
v(t)

]

0

1
2
ln(3)

− ∫
−nsh(t)

chn+1(t)⏟    
u′(t)

× th(t)⏟
v(t)

1
2
ln(3)

0

 dt 

⟹ In+2 =
1

chn (
1
2 ln

(3))
th (

1

2
ln(3)) + n ∫

sh(t)th(t)

chn+1(t)

1
2
ln(3)

0

dt 

Or on sait que :  

sh(t)th(t)

chn+1(t)
=
sh(t)

sh(t)
ch(t)

chn+1(t)
=

sh2(t)

chn+2(t)
=
ch2(t) − 1

chn+2(t)
=

1

chn(t)
−

1

chn+2(t)
 

On a donc :  

∫
sh(t)th(t)

chn+1(t)

1
2
ln(3)

0

dt = ∫
1

chn(t)
−

1

chn+2(t)

1
2
ln(3)

0

dt = In − In+2 

On a donc :  
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∀ n ∈ ℕ, In+2 =
1

chn (
1
2 ln

(3))
th (

1

2
ln(3)) + n(In − In+2) 

Or on sait que :  

th (
1

2
ln(3)) =

1

2
 et chn (

1

2
ln(3)) = (

e
1
2
ln(3) + e−

1
2
ln(3)

2
)

n

= (
√3 +

1

√3
2

)

n

= (
2

√3
)
n

 

On a donc :  

1

chn (
1
2 ln

(3))
th (

1

2
ln(3)) =

1

2
× (

√3

2
)

n

 

On a donc :  

∀ n ∈ ℕ, In+2 =
1

2
× (

√3

2
)

n

+ nIn − nIn+2 

⟹ (n + 1)In+2 =
1

2
× (

√3

2
)

n

+ nIn 

⟹ 𝐈𝐧+𝟐 =
𝟏

𝟐(𝐧 + 𝟏)
× (

√𝟑

𝟐
)

𝐧

+
𝐧

𝐧 + 𝟏
𝐈𝐧 

 

5) On a donc pour n = 1 dans l’égalité précédente : 

𝐈𝟑 = ∫
𝟏

𝐜𝐡𝟑(𝐭)

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

𝟎

𝐝𝐭 =
√𝟑

𝟖
+
𝟏

𝟐
𝐈𝟏 =

√𝟑

𝟖
+
𝛑

𝟐
 

On a donc pour n = 2 dans l’égalité précédente : 

𝐈𝟒 = ∫
𝟏

𝐜𝐡𝟒(𝐭)

𝟏
𝟐
𝐥𝐧(𝟑)

𝟎

𝐝𝐭 =
𝟑

𝟐𝟒
+
𝟐

𝟑
𝐈𝟐 =

𝟑

𝟐𝟒
+
𝟐

𝟑
×
𝟏

𝟐
=
𝟏𝟏

𝟐𝟒
 

 

 


