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Correction DS n°4

\Exercice 1 : Un systeme linéaire\
Dans cet exercice, on souhaite équilibrer I’équation de réaction suivante :
C,H¢ + 0, - CO, + H,0
C’est-a-dire trouver les coefficients (a, b, c,d) € N* tel que :
aC,Hg + b0, — cCO, + dH,0
1) Montrer qu’équilibrer cette I’équation de réaction revient a résoudre le systéme suivant :

2a=c¢
(E): 3a=d
2b=2c+d

2) Déterminer I’ensemble des solutions de ce systeme.
3) En déduire une combinaison (a, b, ¢, d) € N* tel que :
aC,Hg + b0, — cCO, + dH,0

1) On doit avoir autant d’atomes de carbone a gauche qu’a droite de la réaction. On a donc :
2a =c
De méme pour I’hydrogéne et I’oxygéne :
6a=2det2b=2c+d
On obtient alors :
2a=c
(E){ 3a=d
2b=2c+d

2) On a trois équations quatre inconnues. Comme le systéme est homogene, il est compatible. De
plusona:

2a=c¢
(E):{ B3a=d &<d=
2b=2c+d

b =

On en déduit donc que (a, b, ¢, d) est solution du systéme si et seulement si :

c 7 3
(a,b,c,d) € {(E ;ZC;C;EC>;CE ]R}

c

3) En posant ¢ = 4 on obtient :

2C,H,+ 70, - 4C0, + 6H,0

Exercice 2 : Une suite implicite

Dans tout ce probléme, n désigne un entier naturel non nul et f,, est la fonction définie par :
Vx € R f,(x) =x*" —x" —x—3
Partie A : Géneralités
1) Résoudre dans R I’équation f; (x) = 0.
2) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles —1 est solution de f,(x) = 0.
3) Démontrer qu’il existe une unique valeur o, > 0 que I’on précisera en laquelle f; (a,) = 0.
4) En déduire qu’il existe une unique valeur B,, > 0 telle que f}(B,) = 0.
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5) Déterminer les variations de f,, sur R* et montrer que f,(x) = 0 admet une et une seule solution
strictement positive. On pose cette solution x,, pour tout le reste du probleme.

Partie B : Convergence de x,,
1) Démontrer que :
VneEN'n>21<x,<2
2) Démontrer que :
fn+1(Xn) >0
3) Démontrer que (x,) converge vers € € [1;2].
4) Soit a > 1. Calculer :
lim f,(a)
n—-+oo

5) En déduire que :
limx, =1
Partie A : Généralités
1)Ona:
VxERf(x) =x!—x—x—3=x—-2x-3
Ainsiona :
fx)=0e=x*-2x—3=0=x=—-1oux=3
2)Ona:
f(-D=CD"-CD"+1-3=-1-(-1D"
Ainsiona :
f,(-1) =0 —1 = (—1)" & n est impaire.
3)Ona:

vn €N, f, e R[X] = f, € C®°(R) et :
vx € R, fl(x) = 2nx?""1 —px" 1 —1
= Vx € R, f//(x) = 2n(2n — 1)x?*"2 — n(n — 1)x"2
=nx""2((4n—2)x"—n+1)
On résout sur ]0; +oo[, ;' (x) =0.On a:
nx“_z((4n— 2)x" —n+ 1) =0=4n—-2)x"-n+1=0(carx>0)
n—1
4n — 2
Or la fonction x = X" est bijective sur ]0; +oo[. On a donc :

1
., n—1 < n—1 )ﬁ
= = X =
4n — 2 4n — 2
1
_ ( n—1 )n
%=\ -2
4) On a le tableau de variations suivant :
r |0 am “+00
o)) =0+
—1
ol >

:}Xn:

On adonc:
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Orona:

1 1
lim 2nx?" 1 —nx™1—1 = lim nx?"? (2 - ) = 40

X—>+00 X—>+00
On a donc :
vx € [0; a,], fi(x) <0
Sur [a,; +oo[,on a:
e f', est continue.
e f' est strictement croissante.
e ', change de signe.

Donc d’aprés le TVI, il existe un unique B, € [ay; +oo[ tel que £ (B,) = 0.
Ainsi on en déduit que :
1B, > 0,f,(B) =0
5)Ona:
f,(0) = -3 et)(l_i}grnOo f,(x) =

On a de plus le tableau suivant :

r |0 an On +0o0

frw| - 0+ +
—|-OO

I \ /0

Til)

I \ /

On en déduit donc de la méme fagon que précédemment a la question 4 :
A'x, > 0,f,(x,) =0
Partie B : Convergence de x,,
l1)Ona:
vn e N,n=>2f,(1) =—-
On ade plus:
5

f(2)_4n—zn—5—zn(zn—1—2—n)

Or on sait que :

5 5 5 9 _
Vn>22—< :>2“—1——>2n—z>051n22

Z 2n
Donc : Vn = 2,f,(2) > 0
On en déduit donc que f;, change de signe sur [1; 2] donc 1 < x,, < 2.
2)Ona:

— 2n+2 n+1
fn+1(Xn) = Xn — Xn —Xp — 3

Or on sait que :
f,(xy) =%, —x," =%, —3=0=x, + 3 =x,°" —x,"
2n+2 n+1 — 2n+2 n+1 2n n
= fn+1(Xn) = Xp — Xn —Xp — 3 =X, — Xn - (Xn — Xn )

- Xnn(Xn 1) - Xn(Xn 1) = (Xn - 1)XE(XE(Xn + 1) - 1)
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Or on sait que :

Vn=>2,1<x,<2
On en déduit donc que :

vn>2,(x,—Dx2>0etx, +1>2=x1x,+1)>2=x2x,+1)—-1>1>0

On adonc :

vn > 2,f,.,(x,) >0
3) On sait que :

for1(Xn41) = 0etf(x) >0
De plus f},,; est strictement croissante sur |B,,1; +0[ avec Bpy1 < Xp41
On en déduit donc que :
Xn > Xn+1
Ainsi la suite (x,,) est strictement décroissante minorée par 1 donc elle converge vers £ € [1; 2].
4) On sait que :
1 1 3
Va > 1,n1_i)r1100fn(a) = lim a®" (1 ——_————) = 4o cara> 1

n—+oo
5) On sait que :
limx, =2 €[1;2]

n

Si?>1,ona:
lim f,(¥) = 4+
n—+oo
On sait de plus que :
vneEN,1<f<x,=VneN,f,(¥)<f,(x,) =VneN,f,(#£)<0
Impossible.
Donc £ = 1.

[Exercice 3 : Irrationalité de exp(1) = el = e

Le but de cet exercice est de prouver que e est irrationnel.

Partie A : Une nouvelle expression de e
Dans cette partie on veut montrer que :

n

- lim >

© T e Lk
k=0

n
1
vn € N,u, = Z—
|
k=0k.

On pose la suite :

1) Démontrer par récurrence que :
1 1
vn e N,Vx e Re = u, +—'f(1 — t)"etdt
n!
0

(On pourra faire une IPP).
2) En déduire que :
e
vn €N, |e — uy,| SE

3) En déduire que (u,,) converge vers e.




Page 5 sur 10

PartieB:e ¢ Q
On pose la suite (v,,) définie par :

A
n »Un = PR
k=ok' n!

1) Démontrer que la suite (v,,) est décroissante a partir de n > 1.
2) Montrer que les suites (U,,),»1 €t (V,)n=1 sont adjacentes.
3) En déduire que :
vneNn!xu, <nl'xXxe<1l+n!xXu,
4) En déduire que :
VvneEN,nlxXxe &N
5) En raisonnant par 1’absurde, démontrer que e € Q.

Partie A :
1) On pose :

1
vneN,P,:"e=u, +;f(1 —t)"etdt"

Initialisation : n = 0
Ona:

1 0
1 1 1
_ _ 0,t — _ t —_ — _ —
+0!f(1 t)edt—zk!+f dt=-+[eh=1+@C-D=¢
0 k=0 0

Donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose que P, est vraie :
1

1
e—un+—f(1—t)” et dt

|
WS T =

On a alors en effectuant une IPP :

n+1 1 ! _ n+1
LR Ny (L

><
n+1 n+1
\ 0 /

“n+1
1

n

1 11

— —>< +—X 1—t)"*etdt
ka +1 n+1f( e

0

1
1
e=un+af(1—t)”etdtzzk!
0 k=

n+1 1

zkl o +1)'j(1 £)n+le fdt—un+1+( +1)'j(1 )"+t dt

On en déduit donc que P, est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence :

1
VneN,e:un+Ef(1—t)"etdt

2)Ona:
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1
1

vneN,e—u, =5J(1—t)”etdt
0

Or on sait que :
vte[0;1,0<1-t<1
On en déduit donc que :
vn € N,vt € [0;1],0 < (1 —t)" <1 (car x » x" est croissante sur R*)

On en déduit par croissance de I’intégrale que :
1

1
e—1
fOxdtSf(l—t)"etdtgfetdtzmﬁe—u <
0

1

n!
0 0
3)Ona:
e—1
lim =0
n nl!
D’apreés le théoreme des gendarmes :
limu, =e
n
Remarque : On note :
+00 1 )
2=
k=0
PartieB:e &€ Q
1)Ona:
n+1 n
vn e N _Zl"' 1 zl_l_l 2 1 2-n-1
nESUne1 = Ve = Lk T+l \&k n) T @Dl al @t D!
_ n—1
 (n+ D!

On en déduit donc que :

vneNn>1v,.,—v, <0
Donc la suite (v,,) est décroissante a partir de n = 1.

2)Ona:
1
vn=1,u,q — Uy =m2 0
Ainsi (u,,) est croissante.
De pluson a:
1
vneN,n > 1,vn—un=g—>0

On en déduit donc que :

e (u,)ns1 est croissante

e (v,),>1 est décroissante

e v,—u,—0
On en déduit donc que les suites (u,,),>1 et (v,,),>1 sont adjacentes.
3) D’aprés le théoréme des suites adjacentes, (Uy,) 1 €t (V,)ns1 convergent vers £ € R et :

vne N u, <up <2< v <y
On sait de plus que u,, = e. On a donc :
vneN,u, <e<vy,=nxuy,<nlxe<n!xvy,
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Oronan!Xv, =1+nlu,
= vneN,nIxu,<nlxe<1l+nlu,

4)Ona:

n 1 n | n-1 n
n!
VnEN*,n!xunzn!sz:zF:Z nl +1=n'Xu, €N
k=0 k=0 k=0 \l=k+1
N——
eN
Or on sait que :
vneN nlxu, <nlxXxe<1l+nluy,

N———
eN

On en déduit que n! X e est strictement compris entre deux entiers consécutifs. Donc n! X e
n’est jamais un entier.
5) On suppose que e € Q. Alors :

3A(p,q) EN?tqge =§

On en déduit donc que :
gqXe=p€eN
= q!Xe=¢q!Xe€eN
Cela est impossible d’apres la question 4).
On en déduit donc que e € Q.

Probléme 1 : Une équation différentielle

On s’intéresse ici a la résolution sur [ = ]0; +oo[ de 1’équation différentielle :

2x
" — "+ =(1+x2)1
Y 1Y Ty (1+x)In(®)
On note (E,) I’équation homogéne associée.
Partie A : Calculs préliminaires

1) Déterminer trois réels a, b, c tels que :

Vx € R 1 _a 4 bx + ¢
X Px(1+x2) x x2+1
2) En déduire une primitive de
[-R
f:{ 1
|_) —
X x(1 + x?)
3) On pose :
[-R
G Vi) x4 5
H —_—— — —
X x— = )In(x) —x+3

Montrer que G est une primitive sur I de la fonction g définie par :

] [-R
& {x - (1 —-x2)1Inx)

4) Déterminer une primitive de :

( I->R

: {X - xIn(x)
Partie B : Résolution de I’équation sans second membre
1) Montrer que y;: X = X est solution de (E;)
2) Soity: I — R deux fois dérivables. On pose :
[-R
LY®
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Montrer que :

y solution de (E;) < z'est solution sur I de (E"):xu’ + 2= 0
X

3) Résoudre I’équation différentielle suivante sur I :

xu’ + u=20

1+ x2

4) Donner 1’ensemble des solutions de (E).
Partie C : Résolution finale
1) On cherche a présent une solution particuli¢re de (E) sous la forme yp:x = A(X)x + p(x) (x2 —1) ou A et psont
deux fonctions définie sur I et deux fois dérivables sur I vérifiant :

N Xx+p'x) x(®x2-1)=0
a) Exprimer yy, et y;, en fonction de A et .
b) Montrer que y,, est solution de (E) si et seulement si (Vx € [,A'(x) + 2xp'(x) = (x? + 1) In(x)).
¢) Déterminer A’ et i’ a I’aide des questions précédentes puis en déduire une solution particuliére de (E).
2) Donner I’ensemble des solutions de (E).

On s’intéresse ici a la résolution sur I = ]0; + o[ de I’équation différentielle :
2X
rr r
— +

¥ iy Ty
On note (Eq) 1’équation homogeéne associée.
Partie A : Calculs préliminaires
1) On sait que :

=(1+x%)Inx)

1 x2+1—-x% 1 X

x(l+x2): x(1 + x2) T x x2+1

vx € R},
2)Ona:

f - d—jl - d—jld 1] zxd—l()ll(2+l)—1( —)
x(1+x2) )y e O xT T T @ T W T I Wevarr
3) On pose :

I-R
G Ve —x+
xe(Xx——|Inx) —x+—
3 9
On sait que G est dérivable sur [ et :
2 2

X X
VXELG (X)=(1—-x*)InEx) +1 -3 1 3= (1-x*)In(x) = g(x)
Donc G est une primitive de g sur I.

4) On effectue une intégration par partie en posant :

{ e = ¢ _ u(x) = >
v(x) = In(x) oo 1
vi(x) ==

X

%2

= Jxln(xj)dx = [X—;ln(x)] — f%dx = ?(ln(x) —%)

Partie B : Résolution de I’équation sans second membre
1)Onpose:y;:x—xavecx > 0.y; € C¥(I) et :
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Vx> 0,y1(x) =lety;(x) =0
On a donc :
o 2x N 2 B 2x N 2x
1T e T T e 1+x2 1+x2
Donc y;:X = X est solution de (Ep)

2) Soit y: I — R deux fois dérivables. On pose :

[ R
Z y(x)
X —
X
On a donc :
y(x) = xz(x)

Comme v est deux fois dérivable, z est deux fois dérivables et :
Vx> 0,y (x) =z(x)+xz'X)ety"'(x) =2'(x) +2' (x) + xz"'(x) = 22" (x) + x2"" (%)

On a donc :
De plus on sait que y est solution de (E;) si et seulement si :
I ZX I
Y 1Y +1+x2y:U

r rr 2X r 2
& 27" (%) +x2" (%) — — (z(x) +xz'(x)) + W(xz(x)) =0

1
. +2(1+x2)—2x2 oy 4L et s 0
= xz'"(x z2'(x) + ——(—2x+ 2x) =
() 1+ x2 )+ 1752 )
= " ' —
Xz (x)+l+x22(x) 0

< 7'est solution de xu’ + u=

1+ x?
3) On sait que :

2
xu’+—2u=0<:>u’+—2u=Ucm‘x>0
1+x x(1+ x2)

On sait que :

j 2 dx=2] (=) -1 il
x(1+ x2) x=em VX2 ¥ 1 i EP”
On a donc :
2 =2 4 “m(22) A
u solutionde ' + ————u =0 < I1 € Ru(x) = Ae ™ = Ae n(sz) =—(14+x%)
x(1 + x2) x?2
4) On sait que y est solution de (E,) si et seulement si z’ est solution de : xu’ + U= 0
Or on a vu a la question 3) que :
_ 2 A A
u solutiondeuw’ + ———u=0 = ILeRu(x) =1 +x3)=—=+1
x(1 + x2) x?2 x?

On a donc :
r _ A -
z'(x) = = +4
On en déduit donc que :
1
(A, ) € R, z(x) = —}1;-5— Ax +

On en déduit donc que y est solution de (E) si et seulement si :
34, 0) € R, y(x) = A(x? — 1) + px

Partie C : Résolution finale
1) On cherche a présent une solution particuliere de (E) sous la forme y,: x = A(X)x + p(x) (x2—1) ol A et p sont
deux fonctions définie sur I et deux fois dérivables sur I vérifiant :
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VE) xx+1'® xx2-1)=0
a) Comme A et p sont deux fonctions définie sur I et deux fois dérivables sur [, y,, est une fonction deux fois
dérivables sur [ et :

Vx > 0,y,(x) =X (x)x + Ax) + p'(x) X (x% - 1) + 2xp(x)

Or on sait que :

NEx) xx+p'(®) xx2-1)=0
On en déduit que :

Vx > 0,y,(x) = AX) + 2xp(x)
On a donc :
Vx > 0,y, (x) =2 (x) + 2u(x) + 2xp’ (x)

b) On a yj, est solution de (E) si et seulement si :

" 2x , 2 _q 2]

Vp _1+X2yp+1+X2yP =1 +x%)In(x)
2 2

T +XX2 (A + 2xp(x)) + T2 (A@x+pE?-1) =1 +x?) Inx)

= N (x) +2x' (x) = (1 +x?) Inx)

= N (x) + 2u(x) + 2xp' (x) —

2) On résout le systéme :

NE) xx+p®x(x2—1)=0
{)\’(x)x +2x2u' (%) = x(1 + x?) In(x)
NE)Xx+p () xx2-1)=0

= u'(x) = xIn(x)
x? 1
= ux) = ?(ln(x) _E) +c,0uc; ER

{l’(x) + 2xp' (x) = (1 + x2) In(x)

On a donc :

N =0+xH)HInkx) —2x?In(x) = (1 —x?) In(kx)
3 3
= A(x) = (x—%)ln(x) —X-l—%-l— Cy,00 ER
On a donc :
Yp est solution particuliere de (E) avec :
Vx>0 —2X41 2X4X21 121
x> 0,y,(x) ={x*— 3 n(x) —x° + 5 + > (n(x)—z)(x —-1)

3) On en déduit donc que :
2x

I
- -
1+x2y 1+X2y

rr

y = (1 +x?)In(x)

x4 x* x2 1
e 3 ERE A - 1) + pux + (xz — ?) In(x) — x? +?+?(ln(x) _E) (x2-1)




