Entrainement espace vectoriel pour le DS du 23 mars
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|Exercice 2 : Un peu d’espace vectorielj

On pose :
F={PeR,X],P(1)=P' (1) =P"(1) =0}
1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R, [X].
2) Rappeler et démontrer la formule de Taylor-Young pour les polynomes non nuls.
3) En déduire que
VP € F,3(a,b) € R%,P(X) = (aX+ b)(X — 1)3
On exprimera a et b en fonction de P.
4) Déterminer deux polynomes P; et P, de F tel que :
F = vect(P;, P,)

6) On pose :
F=(1X-1X-1)?
a) Démontrer que G = vect(1,X — 1, (X — 1)?) = R, [X].
b) Démontrer que :
R,[X]=F®G
¢) On pose P(X) = X*. Déterminer les deux polynomes Q; € F et Q, € G tel que :
P=Q;+Q,

5) Soit P(X) = 3X* — 8X3 + 6X? — 1. Montrer que P € F et exprimer P comme combinaison linéaire de P; et P,.

1)i) F # 0.
En effet on pose P = Og[x). On a alors P(1) = P’(1) = P”(1) = 0. Donc Ogx; € F.
ii) F est stable par combinaison linéaire.
Soit (A, w) € R?,V(P,Q) € F?, on pose R = AP + uQ. On a alors :
R(1) =2AP(1)) +uQ(1) =0

De méme on a :

R'(1) = AP'(1) + pQ'(1) = 0 =AP"(1) + nQ"(1) =R"(1)
Ainsi F est un sous-espace vectoriel.

2) On sait que :
deg(P) ® @
vP € K[X]\{0kx}, Va € K,P(X) = Z " (X — a)k
k=0 '
Démo :
On raisonne par récurrence sur le degreé.
Initialisation : deg(P) = 0 = P(X) = P(a)
De plus :
deg(P)
p& (@) . p(O)(a) -
Y gk = (- ) = P
k=0
Donc la propriété est vraie pour deg(P) = 0.
Hérédité : Soit deg(P) = n fixé. On suppose vraie :
deg(P)
p& (@) .
POO= ) (x—a)
k!
k=0
Soit P € K[X] tel que deg(P) = n + 1.
On a alors :
deg(P') =n
On en déduit donc que :
n n
p’ (k) a P(k+1) a
P'(X) = Zw(x_a)k = Z—()(X_ a)k
k! k!
k=0 k=0

On pose :
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deg(P) (k)( ) ) deg(P) p( @) )
Q) = Z for (- =P@+ Z o (= @)
On en déduit donc que
deg(P) deg(P) deg(P)
00 = Z P (a) K(x — a)<-L = z P® (a) K(x — )<L = P (a) K(x — a)k-1
I I —1)!
&~ (k) & () & (k=1)
N @
= ) k-
k=0
=P'X)
On en déduit donc que :
Ace K,PX) =QX) +¢c
Or on sait que :
Q@) =P(a) = c=0
On en déduit donc que :
deg(P) (k)( )
a
QO =PW) = ) o= (e
k=0 '
Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
3) On sait que :
X—1)2 X—1)3 X—1)*
VP € Ry[X],PX) =P(1) +P' (DX —-1) + P”(l)% + N”(l)% P® (1) ( o )

On en déduit donc que :

X-1)3 x-n* (PP +P(‘”(1)
6

€Y
TP 24 6 24

PeEF= PX) =PB® ) X-1)|(xX-1)3

24 6 24
= (aX+b)(X —1)3

_ (P“)“) x P2 P(4)(1)> x—1)?

Avec :

24
b p(3)(1) p(4)(1)
L 06 24

J( P™ (1)

4) On sait d’apres la question précédente que :
Fc {(aX+b)(X—1)3,(a,b) € R?}
De plus on sait que :
Pe{(aX+b)X—-1)3,(a,b) eR?} = X-1)3P=P(1)=P'(1)=P"(1) =0
On en déduit donc que :
F={@X+b)X-1)3(ab) € R?}
De plus on sait que :
P € {(aX+b)(X—1)3,(a,b) € R?}
< 3(a,b) ERELP=(aX+b)(X—1)3 =aX(X—1)3 +b(X —1)3 = aP;(X) + bP,(X)
Avec :
P(X) =XX-1)3
{ PRX) =X-1°
On en déduit donc que :
F={@X+b)X—-1)3(ab) € R?} =vect(X(X—1)3,(X—-1)3)
5)Ona:
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P(1)=3-8+6—-1=0
P'(1)=12—-24+4+12=0 = PE€EF
P"(1)=36—-48+12=0
De plus on sait que :
PB)(1) =72 —-48 =24etP®(1) = 72
On en déduit donc d’aprés les questions précédentes que :
P(X) =3X*-8X3+6X2-1=0CBX+1)X-1)2=3xPX) +PX)
6) a) C’est une égalité d’ensemble. On peut le démontrer par double inclusion.
i) Montrons que R,[X] c Vect(l,X -1,X- 1)2)
VP € R,[X],PX) =P(1) +P' (DX —-1) + d 2(1)

On en déduit donc que :

(X —1)2 € vect(1,X — 1, (X — 1)?)

R,[X] € vect(1,X — 1,(X — 1)?)
ii) Montrons que vect(l,X -1,X- 1)2) c Ry[X]

On sait que :
1 € R,[X]
X—1€eR,[X] = vect(1,X—1,(X—1)?) c R,[X]
(X —1)% € Ry[X]
On a donc :

G =vect(1,X—1,(X = 1)?) = R,[X]
b) On le fait en deux étapes.

On sait que :
X—1)2 X—1)3 X—1*
VP € R [X],P(X) =P(1) + P' (DX —1) + P"(1)% + P<3>(1)% + P“Kl)%
=Q;(X)eG =Q2(X)eF
=Q:(X) +Q:(X)
On en déduit donc que :
De plus on sait que :
P(1) =P'(1) =P"(1) =0 _ , ey X=D?
PEFnG:>{PEVect(l,X—l,(X—l)z):P(X)_P(1)+P MHX-1)+P"'(1) > = Opxy(X)
On en déduit donc que FN G = {OR[X]}.
On en déduit donc que :
R4X]=F&® G

¢) On sait que :
P(1) =1,P'(1) =4,P"(1) = 12,PG®) (1) = 24 = PW(1)
On en déduit donc d’apres la formule de Taylor que :
PX)=X*=1+4X-D+6(X-1?+4X-1)3+X-1)*
=Q:1(X) =Q:(X)

On en déduit donc que :
QX)) =1+4X-1)+6(X—-1)2=6X2—16X+3
Qa(x) = X* — 6X* + 16X -3

Exercice 2 : Un peu d’espace vectoriel
On pose :
F={PeR[X];P(1) =P'(1) =P"(1) = 0}
1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4[X].
2) a) Montrer que F = {(aX + b)(X — 1)3; (a,b) € R?}.
b) En déduire que F est de dimension 2 et déterminer une base B = (P;,P,) de F. (C’est-a-dire que F = vect(P;, P,)).
3) Soit P(X) = 3X* — 8X3 + 6X?% — 1.
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a) Montrer que P € F.
b) Exprimer P comme combinaison linéaire de P; et P,.

1) On doit montrer trois choses :
i) 0]R4[X] €F
ii) Soit (P4, P;) € F2. On pose :
Q=P +P,=Q =P +P,=Q"=P", +P",
On a donc :
QD) =P, (1) +P,(1) = 0 = Q'(1) = Q"(1)
DoncQ=P; +P, €F
iii) Soit (A, P) € R X F. On pose :
Q=AP= Q' =AP = Q" =2AP"
On a donc :

Q1) =2P(1) =0=Q'(1) =Q"(1)
DoncQ=AP €F
2) a) On peut raisonner par équivalence ou bien montrer une double inclusion.

Ona:
PEFSP()=P'(1)=P'"(1)=0
< 1 est racine multiple d'ordre au moins 3
e X-1D3 P

& 3Q € R[X] tel que P = (X — 1)3Q
Or on sait que P € R,[X] = deg(P) < 4
Orona:

P=(X-1)3Q < deg(P) = deg((X—1)3Q) = 3 + deg(Q) < 4
& deg(Q) <1
& 3(a,b) ER%,Q(X) =aX+b
On en déduit donc que :
PeF < 3(a,b) ER%P=(X—-1)3@X+Db)
On en déduit donc que :

F={(@x+b)(X-1)3(,b) € R?}
b)Ona:P€F < 3(a,b) e RZ,P=X—-1)3@X+Db) = 3(a,b) EREP=aX(X—1)>+b(X—1)3
Ainsi la famille B = (X(X — 1)3, (X — 1)3) est génératrice de F.

C’est aussi une famille libre car ¢’est une famille de polynomes échelonnés. On en déduit donc que :
F = vect(X(X — 1)3, (X — 1)3) etdim(F) = 2
3)a) P(X) = 3X* —8X3 + 6X% — 1
On a donc :
P(1)=0,P'(1)=12-24+12=0,P"(1) =36—-48+12=0
Donc P € F
b) On calcule :
3XY—8X3+6X2—-1=X-1)*+QX)
=X3-3X?2+3X-1+QX)
= Q(X) = 3X* — 9X3 + 9X% — 3X
= 3X(X3 —3X? +3X+ 1)
=3X(X — 1)3
=P=3XX-1)3+X-1)3




