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Correction DM n°6

|Exercice 1 : Un grand classique, les polynémes de Tchebychev|

On étudie pour tout entier naturel n les polynomes T,, € R[X] qui vérifient :
V0 € R, T,(cos(8)) = cos(nb)
1) Montrer que si Ty, existe, alors il est unique.

2) Vérifier que :
Pp=1
P, =X
P, =2X%-1

3) Montrer par récurrence que :
vn € N, T2 (X) = 2XTy41(X) — Th(X)
4) Déterminer la parité de Ty, son degré ainsi que son coefficient dominant.
5) Déterminer 1’ensemble des racines de T, et en déduire sa décomposition en produits de polynémes irréductibles
sur R[X].
6) En déduire que :

on-1 si n est paire

k=0 0 sinon

L <(2k+ 1)n> (—1)2
COoS =

7) Montrer que :

v(n,x) € N x R, (x2 — 1)T” (x) + XT.(x) = nT, (%)

1) Soit n un entier naturel. On suppose qu’il existe deux polyndomes B, et Q,, de R[X] tels que :
V0O € R, B,(cos(0)) = cos(nb) = Q,,(cos(0))
On pose :
Hy =B, — 0y
On a alors :
v € R, H,(cos(6)) =0
Or on sait que :
Vx € [—1;1],3!6 € [0; ], x = cos(B)
On en déduit donc que :
vx € [-1;1],H,(x) =0
Donc H,, admet une infinit€ de racines. Donc Hy, = Op[x].
On en déduit donc que :
Hn:Pn_QnZOIR[X]:)Pn:Qn
Donc si T, existe, alors il est unique.
2) On sait que :
Py=1=V0 € R, Py(cos(B)) =1 = cos(0 x 0)
Donc par unicité on en déduit que :

De méme on a :
P; =X = V0 € R, P;(cos(B)) = cos(f) = cos(1 x 6)
Donc par unicité on en déduit que :

De méme on a :
P, =2X%2-1
= VB € R,P,(cos(0)) = 2 X cos?() —1 = 2 x cos?(0) — (cos?(0) + sin?(0)) = cos?(0) — sin?(8) = cos(20)
On a donc :
V0 € R, P,(cos(0)) = cos(20)
Donc par unicité on en déduit que :

3) On pose :
vn € N, Proposition(n) = "Ty12(X) = 2XT 11 (X) — T (X)"
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Remarque : On ne fait pas cet question par récurrence car l’'on a :
V0 € R, 2 cos(0) Ty,41(cos(B)) — T,(cos(6)) = 2 cos(0) cos((n + 1)9) — cos(nb)
= 2cos(0) cos(nb + 0) — cos(nb) = 2 cos(0) (cos(nb) cos(8) — sin(nb) sin(0)) — cos(nb)
= 2 c0s?(0) cos(nB) — sin(nh) 2 cos(0) sin() — cos(nb)
sin(20)
= cos(nB) (2 cos?(0) — 1) — sin(nh) sin(26) = cos(nb) cos(26) — sin(nh) sin(26)
= cos((n + 2)9)

= Th42(cosb)

Par unicité on en déduit que :
To+2(X) = 2XT,41 (X) — T (X)

Voici la récurrence :

Initialisation : Soit n=0. On a :
2XT,(X) = To(X) = 2X(X) — 1 = 2X2 — 1 = T, (X)
Donc Proposition(0) est vraie.
Hérédité - Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie Proposition(n). On a donc :
Th2(X) = 2XTy41 (X) — T (X)
On veut montrer que :
Th+3(X) = 2XTp42(X) — Tpy1 (X)
On sait que :
VO € R, 2 cos(B) T4, (cos(B)) — T, 41 (cos(0)) = 2 cos(0) cos((n + 2)6) — cos((n + 1)6)
= 2 cos(0) cos((n +1)6+ 6) — cos((n + 1)6)
= 2 cos(0) (cos((n + 1)8) cos(8) — sin((n + 1)6) sin(8)) — cos((n + 1)0)
= 2 cos?(0) cos((n + 1)8) — sin((n + 1)8) 2 cos(0) sin(#) — cos((n + 1)0)
sin(20)
= cos((n + 1)8) (2 cos?(8) — 1) — sin((n + 1)6) sin(26)
= cos((n + 1)8) cos(26) — sin((n + 1)6) sin(26)
= cos((n + 1)0 + 20)
= cos((n + 3)6)

= Th+3(cos(6))
Par unicité on en déduit que :

Th+3(X) = 2XTp12(X) — Ty (X)
Donc proposition(n+1) est vraie.

En aucun cas on ne se sert de I’hypothése de récurrence, ce n’est donc pas une récurrence mais une
démonstration !

Conclusion : Proposition(0) est vraie et proposition(n) est héréditaire donc d’apreés le principe de récurrence :
vn € N, T2 (X) = 2XT11(X) — To(X)

4) On pose :
vn € N, Proposition2(n) =
deg(Tn) =n
vn € N*, Proposition2(n) = CD(T,) = 2"t

T, est paire si n est paire et impaire si n est impaire
Remarque : Comme la relation de récurrence Ty, (X) = 2XT, 11 (X) — T, (X) est d’ordre 2, on doit faire une
récurrence double !

Initialisation : Pourn=1etn=2ona:
{Tz =2X?-1
T1 == X
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On a donc : Proposition2(1) et Proposition2(2) qui sont vraies.
Hérédité - Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie Proposition2(n) et Proposition2(n + 1). On veut
montrer que :

deg(Tp42) =n+2

CD(Tyy2) = 2t

T4+ est paire si n est paire et impaire si n est impaire
Ona:
Th2(X) = 2XT11(X) — Th(X)
= Tpi2(—=X) = =2XTp 41 (—X) — To(—X)
1¢" cas : Sin est paire on a n+1 impaire et n+2 paire donc :
Tos2(—X) = —2X Tyys (—X) = Ta(=X) = Ty (X)
==Tp+1(X) =Tp(X)

Donc T, est paire.
2éme ¢as : Sin est impaire on a n+1 paire et n+2 impaire donc :

Tni2(=X) = =2XTp11 (=X) = To (=X) = —T42(X)

=Tn41(X) ==Tn(X)
Donc T, est impaire.
Deplusona:
n-1
deg(T,) =n _
" k=0
n
deg(T,y 1) =n+1
i T = a0 = 27X 4 )ty
s k=0

On a donc :
Tn+2(X) = 2XTn+1(X) — Ty (X)

n n-1
=2X <2”X”+1 + Z tnﬂ,kx") - <2”‘1X" + tn,kxk>
= k

k=0

o

n n-—
= Qntlyn+2 o Z 2tn+1,ka+1 _ (2n—1Xn + tn,ka)
k=0
deg(Th42) =n+2

{ CD(Tpy2) = 21
On en déduit donc que Proposition2(n + 2) est vraie.
Conclusion : Proposition2(1) et Proposition2(2) sont vraies et Proposition2(n) est héréditaire donc d’aprés le
principe de récurrence double, Proposition2(n) est toujours vraie pour tout entier naturel n non nul.

&
o

5) On cherche a résoudre :

T,(X) =0
On sait que :
V6 € R, T,,(cos(0)) = cos(no)
On résout :
T
cos(nf) =0 = nob =E+kn;kEZ
m  km
S0=—+— kel
2n  n
2k +
f=— kel
2n
Orona:
2k + Dm
Vk € [0;n — 1], 6, =%E]O;n[
On a donc :

V(k,j) € ([0;n — 1])?,k # j = cos(6)) # cos(6))
On a donc :
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V0 € R,Vk € [0;n — 1], T,,(cos(8;)) =0
La famille (cos(0))o<k<n—1 €st donc une famille de n éléments tous distincts racines de T,,.
Comme T, est de degré n, ce sont les seuls racines !

On a donc :
n-1

T,(X) = 1_[ <X — cos (W))

k=0

6) Il suffit d’utiliser les relations coefficient-racines.
On sait que si :

P(X) = Z pX¥ avecp, # 0 et (ay, ..., a,) les racines de P alors :
k=0
n
[[e=50
O = p
Pn

k=1

On a donc ici:

T (Zk + 1)11 (—1)"
cos = St to
k=0
En notant :
n
T, (X) = Z t X* (on sait quet, = 2" 1)
k=0

Il nous reste a déterminer t, = T;,(0)
On sait que si n est impaire, Tj, est impaire, donc :

vn €N, T,,41(0) =0
On pose ensuite :

Hy =T, (0) = (=D)"
Initialisation : On sait que To(X) = 1 = H, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie Hy. On sait que :
Tont2(X) = 2XTop41(X) — Ton(X)
= Ton+2(0) = =T, (0)
= —(-1)"
— C_l)n+1
Donc H+1 est vraie.

Conclusion : Hy est vraie et H, est héréditaire donc d’aprées le principe de récurrence, H, est vraie pour tout entier
naturel n.

Remarque : On a aussi :
/(3 nm 0 sin est impair
T,(0) =Tn (cos (E)) - cos (7) - {(—1)" sin est pair
C’est beaucoup plus rapide !

On adonc:
n—-1

n
<(2k + 1)n> -0z .
cos = sin est paire
0

2n—1
k= 0 sinon
7) On sait que :
v0 € R, T, (cos(0)) = cos(nb)
On dérive une premicre fois :
v0 € R,—T',(cos(0)) X sin(0) = —n X sin(n0)
On dérive une seconde fois :

V0 € R, —T',(cos(B)) X cos(8) + T,/ (cos(8)) sin?(#) = —n x cos(nB)
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Or on sait que :
V0 € R,sin?(f) = 1 — cos?(0)
On en déduit donc que :
V0 € R, T,/ (cos(8))(1 — cos?(8)) — T',,(cos(8)) X cos(8) = —n X cos(nB)
On a donc :
V0 € R, T,/ (cos(8))(cos?(8) — 1) + T',(cos(8)) x cos(B) = n x cos(nB)
Ce qui donne :
v(n,x) € NXR,(x? — 1T/ (%) + XT,(x) = n?T,(x)

|Exercice 2 : Mines-sup 2005|

Dans toute cette partie on pose :

[[e; +oo[-> R vo=3

f' X et * Vn
vne N, vy =——

*7 " In(vy)

1) a) Montrer que f est croissante sur [e; +o].

b) Montrer que [e; +oo[ est stable par f.

¢) Démontrer par récurrence que : Vn € N,v, > e

d) En déduire que (v,,) converge et déterminer sa limite.
2) a) Calculer f" (x).

b) En déduire que :

1
Vx>e 0<f'(x) < 1
3) Enoncé I’inégalité des accroissements finis.

4) Montrer que :

1
vn €N, |v, — e SE
5) Sachant que 4° > 1000, déterminer un entier n, a partir duquel v,, est une valeur approchée de e a 10712,

1) On pose la fonction :
[e; +oo[—> R
f: X
H
X In(x)

On sait que f € C1([e; +oo[) et :
Vx € [e, +oo[, f'(x) =M> 0
’ ’ In2(x) —
On en déduit donc que f est croissante sur [e; 4-oo].
Montrons par récurrence que :
vn € N,P(n): "v, = e"
Initialisation : n = 0. vy, = 3 > e = P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie P (n). On a alors :
vy = e = f(v,) = f(e) car f est croissante sur [e, +oo|
= V41 =€
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’aprés le principe de récurrence :
vneN, v, > e

2) On sait que la suite (v,,) est monotone car f est croissante sur [e; +oo[ et I’intervalle [e; +oo] est stable par f.
De plus on sait que :
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vo(1 —In(vy)) 3
ViV T T ) In@3)
On en déduit donc que (v,,) est décroissante, minorée par e donc elle converge.
De plus on sait que lirrln v, = £ vérifie I’équation f(x) = x.

X (1-In(3)) <0

Or on sait que :

X
m=x<:)ln(x)=1(=x=e
On en déduit donc que :
limv, =e
n
3) On sait que :
Vx € [e; ool £/ (x) = o) 1
4o —
x€ e LF(x In2(x)
Cette fonction est dure a calculer. Etudions la dérivée seconde :
In?(x) 2In(x
&) _ 2 10— 1) 2~ 1)
vx > e, f"(x) = =

In*(x) ~ xIn(x)
On sait que :

2—In(x) >0 < x < e?
On a donc le tableau de variation suivant :

r o |e €2 400
f@)| + ) -
I

De plus on sait que : f'(e) =0 et :

_ )  Inx) -1 _ 1
AP0 = i 26 = g —
On a de plus :
f'(e?) = 1
4

On en déduit donc que :
1
vVx >e 0 <f'(x) SZ

5) On sait d’apres la question 3) que f est % —lipschitzienne (donc contractante). On en déduit donc que :

V(x,y) € [e.+oo |f(y) — f(x)| < |y — x|
On en déduit donc que :

1
vn € N, |f(v,) — f(e)| < 2 vy, — el

= VneN,|vy —el S%lvn — el
1 n
=VneEN,|v,—e| < (Z) |vp — e| (récurrence immeédiate)
6)Ona:
45> 1000 = 420 > 10'2 = |v,, —e| < 10712
On peut donc en déduire que v, est une valeur approchée de e a 10~12

[Exercice facultatif : Probléme 1 : Irrationnalité de In(2)|

Partie A : Une suite qui converge vers In(2)

Dans toute cette partie on pose :
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1) Démontrer que :

o (DX
vn € N,z e In(2) — (1)1, 44
k=0

2) a) Démontrer que :

VneN,0 <1l <

n+2
b) En déduire la valeur de :
a1 Z (D _ Z‘” (-D*
Tntolik+1 Lik+1
k=0 k=0

Partie B : Critéere de d’Alembert

On veut montrer le théoréme suivant :
Soit (up)peny € (RE)N.Ona:

Un+1
n sfavect<1=u, -0
n
Dans toute cette partie on pose :
u
vneN,y, = n+l
n

On suppose de plus que :

lim v, =favec0<¥<1
n—-+oo

1) Démontrer que :
Ang € N, telqueVn eEN,n > ny,0<v, <1
2) En déduire que la suite (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.
3) Démontrer que la suite (u,) converge, puis que sa limite est 0.
4) La réciproque du théoréme est-elle vraie ?

Partie C : Irrationalité de In(2)

On va prouver ’irrationalité de In(2) en raisonnant par ’absurde. On suppose que :
3(p, @) € (N)?,In(2) = 2 etpAq=1

On pose de méme :

1
1
vneN,]J, = E f(l - tZ)netln(z)dt
1
1) Calculer J, et ;.
2) Montrer que :
vneN,]J, >0
3) Démontrer que :
vD € R,D"J, - 0
4) Démontrer que :
4q° (4n + 6)q?
VneEN,Jpiz = _2111 _T

5) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe une fonction polynomiale a coefficients entiers A, tel que :
q 2n+1 p 1 p
=) ()28 ()
p q/ 2 q

vn € N*,D"], € N*

n+1

6) Montrer que si D = 2p3, alors :

7) En déduire I’irrationalité de In(2).
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Partie A : Etude d’une intégrale
Dans toute cette partie on pose :

1) On sait que :
n

t
vn € N, f,: t € C°(f0; 1
n nite ([0;1])

Donc f;, admet une primitive donc I, est bien définie.
2)Ona:

Deplusona:

Il=f—dt—f1—1—dt—1—ln(2)
0

3) a) On sait que :

[

f(1+t)2—2(t+1)+2

1
2
dt= | (1+t)—2+-——dt
Joro

1+t

o

Onposey =1+t
a) Les bornes
t=0=y=lett=1=y=2
b) Calcul de dt
Onsaitquetty »y—1€ C1([1,2]) et :
dt

— =1
dy

¢) On remplace :

1 2
2 1
1 —2+——dt= -2 —)
f( +t) +1+tdt f(y +y dy
0

1

b)Ona:
2
[(r-2+5)ay = y* 25 + m)YE = n(@) -1
1
4)Ona:
n n 1 1 n 1
(_1 1-— (_1)n+1tn+1
Z - j (—tHkdt = f (—tkdt =f T dt =In(2) — (=)™,
k=0 k=00 0o k=0 0

Partie B : Convergence d’une série
1) a) Enoncer le critere spécial des séries alternées.
b) Démontrer le critére spécial des séries alternées.
C’est du cours !
2) Démontrer, sans utiliser ce qui a été fait dans la partie A, que la série suivante converge :

( (_1)n>
n+1
n=0

On pose :

On sait que :
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vneN, |u,| =——
lun] n+1

Ainsi (Juy|) est décroissante et tend vers 0. De plus comme (uy,) est alternée, on en déduit donc que (u,,) vérifie le

critére spécial des séries alternées ! Donc (ano %) converge.
3) a) Démontrer que :
On sait que :
1 1 tn+1
VtE[0;1],1<1+t<2=0<-<—<1=Vte[0;1],0 < <ttt
271+t 1+t
1 1 1
tn+1
=>f0dtsf dtSftn“dt
1+t
0 0 0
1
=>VHEN,OSIn+1Sn—+2
b) D’aprés la question précédente, on en déduit donc que :
n
- N (DX
liml,,; =0= llrrlnkz(; T In(2)
On en déduit donc que :
+00
(-n"
= In(2
n+1 n2)
n=0
Partie C : Irrationalité de In(2)
On va prouver I’irrationalité de In(2) en raisonnant par I’absurde. On suppose que :
3(p.) € (V)2 In(2) = etpAq=1
On pose de méme :
1
1
vneN,], = o f(l _ tZ)netln(Z)dt
1
1)Ona:
1 7 1 1 1 3
— = [ (1= 2)0eth@ g = f tn() g¢ — (2 _ _) _
Jo =31 j( e ¢ m2)\“ " 2) " 2m@)
- " 1 - 1 1
_ _ +2\1,tIn(2) _ tin(2) 4+ _ 2 ,tIin(2)
]1—1!f(1 t“)le dt—fe dt fte dt
-1 -1 -1
2 1 !
=5 (] -2 ftetln(z)dt
21In(2) In(2) ) In(2)
- -1
) 1
__3 5 2 [ ¢ Zt] — fetln(z)dt
21n(2) 2In(2) In2)\ln(2) 1_; In(2)
-1

2 5 2 3

O (z n2)  In?@2) | E)
5 3

=]

“n2(2) In3(2)

2) On sait que :
1

vte]-1;1[ (1 — t2)"et"®@ > 0 = f(1 —t)net@dt>0=7],>0
-1
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3) On sait que :
Dn
vt e [—1; 1]’ Dn]n = F f(l _ tZ)netln(z)dt

On pose :
D" upyy D™ ! D]
ey = = -
n! uy, (m+1)! |D* n+1
On en déduit donc d’apres le critére de d’Alembert que :

u, =

__|D|"
lim =0
n n!
De plus on sait que :
1 1
3
vVt € 1:1],1 —t2<1 = 1 — t2)netin() g¢ < f etn(qt =
i f( o 21In(2)

-1
On en déduit donc que :

3

Dl’l

De plus on sait que :
3

li =

o Wl =0
On en déduit donc que :

limD"], =0
n
4) On sait que :
_ +2\n+2 tln(2)
VneN, ] o = —( ) f(l t) dt

B (1 _ t2)n+2et1n(2) 2(n + 2)
T (n+2)! [ In(2) ] "~ In(2)

=0

21

- 2 t(l _ t2)n+1
 (n+ D!'In(2) [ In(2)

=0

1 1
1 +1) [
L In(2) _fl (1=t 1 (2) F-t)e

1 1
2 4 4
_ _ _ 32 _ +2yntIn(2) _ +2yn,tIn(2)
ln2(2)]n+1 n!In?(2) f(l A - t)%e dt-I_n!1n2(2) f(l e dt
-1 -1
—2-4m+D) 4
ln2(2) Il’l+1 1n2(2) ]n

4q> (4n + 6)q?
= VneNJy2 =—h T

n+1

5) On fait une récurrence double. On pose :

= (" )30 (D)

e v e 3 q\! 1 )
Initialisation : n =0: ]y =—== (=) |2X 1 —=X 1| = P(0) est vraic avec A;(X) =1
0 2

21n(2) p
. _ 5 3 5In(2)-3 _ (q)\3 1 :
n=1:]; = e oS- me s (;) [2 X (2In(2) —-2) — E(—Zln(Z) — 2)] = P(1) est vraie avec
A (X) =2X-2.

Hérédité : Soit n € N, On suppose vraie P (k) pour tout k € [0; n + 1]. Montrons que P (n + 2) est vraie.

On sait que :
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4q? (4n + 6)q?
Jntz=—ZIh——7—

p p?

S )3 D e ()4 ()
S CROET ) R ORI )
=" () 2 ) omas )3 - ome (D)

n+1

On pose :
An2(X) = 4X2A,(X) — (4n + 6)An14 (X)
On en déduit donc que P(n + 2) est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de la récurrence double !
6) On pose :
vn € N,A,(X) = ag + a;X + -+ + apX" avec (ag,ay, ...,a,) € ZM*1

On a alors :

q2n+1An (2) — aoq2n+1 + alqun F oot anpnqn+1 =/

De méme on a : q2"*1A, (— 2) € Z.

On en déduit donc que :

DR = gnp3ny = gnpan (%)2““ 220 () -3 (- 2)]

_ py 1 P
— 2n n-1 2 2n+1A (_) _ 2n+1A (_ _)
p ( q n\g Zq A

— pn—l 2r1+1 q2r1+1An (B) _ 2n—1 q2n+1An (_ E)
N - %9
EZ EZ

On en déduit donc que :
vn > 1,(2p3)"], € N*
7) On sait que :
vn>1,02p3)",EN " =vn>102p3",>1
De plus on sait que :
lim(2p*)"Jn = 0

Cela est impossible. Donc In(2) est un irrationnel !
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